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Résultat.  \  (9 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  deuxième  Concours  de  1897,  le  prix  a  été  dé- 
cerné à  M.  E.  DupoRCQ.  Son  Mémoire  paraîtra  daus 
Tun  de  nos  prochains  numéros. 
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Dé)IOAiSTR4TIOX  D'UN  THÉORÈME  RELATIF  A  L  INTÉGRATION 

D'EXPRESSIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES 

ET   DÉ«UATIONS   DIFFÉRENTIELLES   ALGÉBRIQUES, 

SOUS  FORME  FINIE; 

Par  m.  JuLius  PETERSEN,  de  Copenhague. 


Extrait  des  GÔttinger  Nachrichten^  1878,  n'  3. 


Traduit  de  l'allemand  par  M.  L.  LAUGEL. 


Relativement  à  riutégralioii  d'une  expression  diffé- 
rentielle algébrique  se  présente  la  question  suivante  : 

Quelle  jornie  une  telle  expression  doit-elle  as^oir, 
pour  (/uUl  soit  possible  de  représenter  son  intégrale  au 
moyen  de  fonctions  algébriques  et  logarithmiques, 
sous  forme  finie? 

Cette  question,  résolue  par  Abel  dans  des  cas  parti- 
culiersy  est,  elle-même,  un  cas  particulier  d^une  question 
plus  générale. 

En  premier  lieu,  au  lieu  de  la  fonction  logarithmique, 
on  peut  se  donner  un  nombre  ilni,  d'ailleurs  aussi  grand 
que  Ton  voudra,  de  fonctions  transcendantes,  qui,  liées 
entre  elles  et  à  des  fonctions  algébriques,  devront  être 
employées  à  la  représentation  de  l'intégrale. 

Dans  cette  hypothèse  générale,  on  peut  également 
parler  d'une  représentation  sous  forme  Unie,  pourvu  que 
chacune  des  fonctions  n'entre  qu'un  nombre  (ini  de  fois 


(  7  ) 
dans  Texpression  de  Fintëgrale.  Relativement  aux  fonc- 
tions transcendantes,  nous  nous  en  tiendrons  à  Thypo- 
thèse  qu'elles  sont  définies  par  des  équations  dilTéred- 
tielles  algébriques  du  premier  ordre  pour  lesquelles  il 
existe  un  multiplicateur  algébrique. 

En  second  lieu,  au  lieu  de  la  fonction  intégrale  pré- 
citée, Ton  peut  supposer  qu'on  demande  l'intégrale  gé- 
nérale d'une  équation  difierentielle  du  premier  ordre,  ce 
qui  conduit  à  la  question  suivante  :  Les  variables  x,  y 
sont  liées  entre  elles  par  une  équation  différentielle 
algébrique  du  premier  ordre;  sous  quelle  condition 
est- il  alors  possible  de  donner  à  l'intégrale  gé- 
nérale de  cette  équation  différentielle  la  forme 
M=/(j:,y,  c)=  o,  oii  c  désigne  la  constante  dUntt* 
gration,  tandis  que  u  peut  être  représenté  sous  forme 
fi  nie  y  au  moyen  de  fonctions  algébriques  et  d'un 
nombre  fini  de  fonctions  transcendantes  données  du 
type  précité. 

Cette  question,  étendue  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes,  trouve  sa  réponse 
dans  le  théorème  que  nous  allons  démontrer. 

1.  Une  fonction  algébrique  d'un  ou  de  plusieurs  ar- 
guments sera  définie  comme  racine  d'une  équation  algé- 
brique dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles entières  des  arguments. 

Les  dérivées  d'une  fonction  algébrique  sont  encore  des 
fonctions  algébriques  des  arguments. 

Nous  nommerons  fonctions  hyper  algébriques  des 
fonctions  telles  que  leurs  dérivées  soient  des  fonctions 
algébriques  des  arguments.  Telles  sont,  par  exemple, 
logx,  arcsinx,  les  intégrales  elliptiques,  etc.  Les  fonc- 
tions algébriques  sont  donc  comprises,  comme  cas  par- 
ticulier^ parmi  les  fonctions  hyperalgébriques. 
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2.  Toute  équaliou  difiereiitielle  du  premier  ordre  à 
une  variable  dcpendautc  co  cl  à  n  variables  iiidépeu- 
dantcs  i^i ,  i^2i  •  •  •  1  ^/i  peut  être  ramenée  à  la  forme 

( I )  <ito  +  Ni  dvi  ■+-  Nj  dvi  -h ...  —  N,»  dv^  =  o, 

où  Ni  ,  No,  ..  -,  Nu  désignent  des  fonclions  algébriques 
des  grandeurs  u^j  i^2,  ...,  u,i  et  co,  qui  satisfont  aux 
conditions  d'intégrabilité  connues. 

L'équation  (i)  détermine,  en  général,  o)  comme  fonc- 
tion transcendante  des  n  arguments  i^i,  ^2,  .  .  . ,  <^//. 

Si  les  grandeurs  N  dépendent  explicitement  seule- 
ment des  grandeurs  i^,  mais  non  de  o),  alors  co  est  une 
fonction  liyperalgébrique  des  grandeurs  v. 

Nous  désignerons  par  <p  un  multiplicateur  du  premier 
membre  de  Téquation  (i),  et  par  U  la  fonction  de  l'i, 
i^s,  •  •  • }  ^/M  ^  ^uî  satisfait  aux  équations 

Tandis  qu'une  partie  des  recherches  suivantes  sont 
valables  d'une  manière  générale,  dans  les  n"'  7  et  sui- 
vants, nous  ferons  l'hypothèse  particulière  que,  parmi 
les  multiplicateurs  en  nombre  infini,  il  eu  existe  un  qui 
soit  une  fonction  algébrique  des  grandeurs  V|,  »^.j,  .  • ., 
M,!  et  co. 

3.  Si  les  variables  i'i,  l'^y  ...,  v»,  dont  dépend  la 
fonction  transcendante  (o  considérée  dans  le  n"  2,  sont 
des  fonclions  algébriques  d'autres  variables  Wt,  ^^2?  •••} 
w'm?  que  Ton  doit  regarder  comme  variables  indépen- 
dantes au  lieu  des  grandeurs  ^>,  la  transcendante  co  de- 
vient une  fonction  des  grandeurs  vv. 

Une  expression  (|ui  renferme  seulement  des  fonctions 
algébriques  d'une  ou  plusieurs  grandeurs  r»)  et  de  leurs 


(9) 
arguments  w  sera  dite  une  fonclîoii  Iraiisceiidante  di^s 
grandeurs  w  du  premier  échelon. 

Une  fonclîon  transcendante  du  premier  échelon,  dont 
les  arguments  w  sont  eux-mêmes  des  fonctions  trans- 
cendantes du  premier  échelon  par  rapport  à  d'autres  va- 
riables (qui  doivent  être  regardées  comme  variables  in* 
dépendantes,  au  lieu  des  grandeurs  (v),  sera  dite  une 
fonction  transcendante  du  second  échelon  par  rapport 
à  ces  nouveaux  arguments. 

On  peut,  de  cette  façon,  définir  des  fonctions  trans- 
cendantes d'un  échelon  aussi  élevé  que  Tonveut. 

Lorsque  Ton  considère  une  telle  fonction,  on  peut 
désormais  supposer  :  i°  qu'aucune  des  transcendantes 
en  question  ne  soit  réductible  à  un  échelon  moins  élevé, 
c'est-à-dire  qu'aucune  de  ces  transcendantes  ne  soit  une 
fonction  algébrique  de  transcendantes  du  même  tvpe  qui 
soient  toutes  d'échelon  moins  élevé  que  cette  transcen- 
dante même;  et  2*^  que  le  nombre  des  transcendantes 
de  l'échelon  le  plus  élevé  soit  aussi  petit  que  possible, 
c'est-à-dire  qu'entre  ces  dernières  et  les  transcendâmes 
d'échelon  moins  élevé  aucune  équation  algébrique  ne 
puisse  avoir  lieu.  En  effet,  si  les  hypothèses  définies  (i° 
i't  2**)  n'étaient  pas  vérifiées,  l'expression  considérée  se- 
rait réductible  à  une  autre  plus  simple,  pour  laquelle 
ces  hypothèses  seraient  alors  vérifiées. 

De  ce  qui  précède,  il  s'ensuit  que  toute  équation  algé- 
brique, entre  les  transcendantes  précitées  d'échelon  le 
plus  élevé  et  d'autres  transcendantes  d'échelon  moins 
élevé,  doit  être  identiquement  vérifiée  par  rapport  aux 
premières.  En  effet,  si  tel  n'était  pas  le  cas,  une  telle 
équation  pourrait  servir  à  éliminer  de  l'expression  l'une 
des  transcendantes  et,  par  suite,  à  simplifier  cette  ex- 
pression . 


(    lo   ) 
4.  Soît 

(3)  dy  =  P,  dxi -f-  P,  dxx-\-, .  .-h  Pa  dxk 

une  équation  difTéreutielle  algébrique  donnée  du  pre-* 
tnier  ordre.  Les  grandeurs  P  sont,  par  conséquent,  des 
fonctions  algébriques  de  oti,  Xa,  . . . ,  or^  et^  qui  satis- 
font aux  conditions  d*iutégrabilité.  Nous  supposerons 
qu'il  est  possible  de  mettre  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  différentielle  sous  la  forme 

u  =f{xi,  ar,,  ...,  Xi:,y,  w,,  w,,  ...,  W;,)  =  const., 

oùy  est  une  fonction  algébrique  de  ses  arguments  et  où 
les  grandeurs  (o  sont  des  fonctions  transcendantes  d'é- 
chelon quelconque  de  Xi ,  ^Tj,  . . . ,  x*  et  de  y.  On  po- 
sera maintenant 

(4)  a  =  F(j-i,  a?,,  ...,  arjt,^,  u>), 

en  désignant  une  des  transcendantes  de  Téchelon  le  plus 
élevé  par  o),  et/en  désignant  par  le  signe  F  toute  autre 
dépendance  relative  aux  arguments  x  ely,  dépendance 
de  ces  seuls  arguments  en  ce  sens  que  les  autres  gran- 
deurs (o  dépendent  de  jK  et  des  grandeurs  x  {F  est,  par 
suite,  une  fonction  algébrique  par  rapport  à  (d). 

Ici,  toutefois,  il  est  fait  exception  du  cas  pour  lequel 
on  a 

(3)  M  =  ^^-hVjH-...-H/«,, 

où  U|  esi  une  fonction  algébrique  et  où  Wi ,  M'a,  . . .  sont 
des  fonctions  hjperalgébriques,  tandis  que,  parmi  les 
arguments  de  ces  fonctions,  il  peut  se  présenter  des 
fonctions  transcendantes  de  réclielon  secondaire  (le  plus 
élevé,  moins  un). 

Dans  ce  cas  d'exception,  eu  désignera  Tune  des  trans- 
cendantes en  question,  d'échelon  secondaire,  de  sorte 


(  "  ) 

que  tt|  est  une  fouclioii  algébrique  de  (o,  et  que  W|, 
^'2,  ...  en  sonl  des  fouctioiis  hyperalgébriques.  Par 
conséquent,  dans  tous  les  cas,  lo  peut  se  présenter  dans 

;s—  seulement  algébriquement  et  à    côté  de   transcen^ 

dautes  du  même  échelon  ou  d'échelons  inférieurs. 

Dans  les  ditférentia tiens  qui  suivent,   par  sr—  ci  -^ 

2F  SF 
on  entendra  toujours  3— *  ^r'  ^^  attribuant  au  sym- 
bole 8  la  signification  suivante  :  c'est  une  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  une  certaine  variable,  en  tant  que 
celle-ci  se  trouva  explicitement  parmi  les  arguments 
de  la  fonction;  nous  écrirons,    par  conséquent,   par 

exemple 

du  __  ^u        8m   dtii 
ùxi  ""  dxi       0(1)  àxt 

Les  conditions  pour  que  Téquation  diflerentielle  (3) 
soit  intégrée  d'une  manière  générale  par  l'équation  (4  ) 

sont 

15m        om  d\ù        /oM       8a  t^w\p  _ 
ôxi    '    8cu  Oxi       \oy       ota  âjr / 
(i  =  i,  a,  ...,  k). 

Par  rapport  k  la  transcendante  a>,  ces  équations  sont 
des  équations  algébriques;  par  suite  des  hypothèses 
posées  au  n°  3,  ces  équations  doive,nt  donc  être  identi- 
quement vérifiées.  On  peut,  par  conséquent,  difTéren- 
tier  par  rapport  à  (o  et  l'on  obtient 


/       a«M 

]  OXi  oto 

(7) 


8*  u  du»        6tt    8    /dw  \ 
8w*  Oxi        OU)  OU)  \Oxt/ 


(r  o*M         8*M  d(i>        8m    8   /(^u)\  1  ,. 
LO^  ou>        010*   âjr         OU)  OU)  \d^/ J 

Multiplions  le   premier  membre  de  cette  équation 
par  a,  fonction  de  .r,,  Xa,  ...  et  de  y,  (|ui  devra  èlre 


(  «'^  ) 

dé  1er  minée  |»lus  lard,  el  posons 


On  a  alors 


«^07/  ~~      \  ow*  ()j:/        dr,  ow  /        oui  5^^/  ' 

d^  \oo)*    dy     '    o/oco/         oo)  c!/ 

Si  Ton  détermine  maintenant  la  fonction  a  au  moyen 
des  équations 

(la  possibilité  de  cette  détermination  sera  démontrée 
plus  tard),  on  pourra  écrire  les  équations  (y)  comme 
il  suit 

^^^  ôxi        dy  * 

c'est-à-dire,  lorsque  nous  remplaçons  P/  par  ~y 
P  =  const. 

De  là  résulte  que,  lorsque  a  vérifie  les  équations  (8), 
^  =  c  est,  soit  une  identité,  soit  une  nouvelle  forme 
de  féqualion  intégrale  de  (3). 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  qu'il  existe  tou- 
jours une  infinité  de  fonctions  a  qui  vérifient  les  équa- 
tions (8).  Posons,  à  cet  effet,  a==  -»  et  nous  obtien- 
drons, X  pouvant  désigner  aussi  bien  xi  que  r, 

do  0    /  dw  \ 

ox        '  ou>  \dx  / 

dj'    '    '  oto  \  ot'i  Oj'         ow'i  Ojr        '''/' 


(  -3) 
Mais,  par  suite  de  Téqualion  (i), 

et,  par  conséquenl,  puisque  les  grandeurs  y-  ne  renfer- 
ment pas  €i), 

O  =   -r^    -     ?  (  -^    :7-^  H-   -;r-^    ~  -H  .  .  .      . 

ox        *  \  cw    âx         ce»   dx  ; 

Cette  équation  est  satisfaite  lorsque  '^  est  un  multipli- 
cateur de  (i);  dans  ce  cas,  en  eflTet,  Ton  a 

c)^    __    Ojp     dKù  0^     t)i-|  09     C^l'j 

dx  ~~  OU)  dj"  ^  o^'^    c>j:    '    Sï'j   c^x       *  "  '  ' 
où 

09        o(N/o)       _,  8©  oN/ 

0V|  010  OW  *    OOi 


et,  par  suite, 

aj?        ooj  \  dx  dx  dx  / 

^  \  dtu    f)j7         ota   (>j:       •  •  •  y . 

Or,  comme  la  première  parenthèse  dans  le  second  terme 
(le  la  précédente  formule  est  identiquement  nulle,  on  u 

d^  /5Ni  <^i'i    .    oNj  (^j'j  \  _ 

f>j7        '  \  oci>    dx  '^  OU)    c>j;        *  '   / 

Prtr  conséquent,  si  »  e5^  ii/î  multiplicateur  de  {\)^ 

OL  =z  -  satisfait  aux  équations  (8). 

On  a  donc  ainsi  démontré  le  tliéorèmc  suivant  : 
Lorsque  l'équation  différentielle  à  une  variahlr  dé- 
pendante 

dy  =  Pi  dxi  h  Pj  dxt  -T  . . .  -^  \\'  r/xA 

a  pour  intégrale 

Il  =  F(X|,  arj,  ... .  y,  m  )  =  c. 


(  «4  ) 

on  bien 

V|  r  H^*j  +-. .  .-h  Ui  =  c, 

ou  (I)  est  une  des  transcendantes  de  l'échelon  le  plus 
éle\fé,  ou,  dans  le  deuxième  cas,  de  V échelon  secon- 
daire, alors 

ou 

(lo)  '^7=^? 

est,  soit  une  identité,  soit  une  nouvelle  forme  de 
l'équa tion  in tégrale . 

o.  Les  écjualions  de  condition  (6)  sont  des  idenlilés 
par  rapport  à  ta.  Les  dérivées  —  len ferment  les  con- 
stantes d^intégration  de  la  fonction,  non  explicitement^ 
mais  seulement  en  ce  sens  que  les  dérivées  sont  des 
fonctions  données  de  co. 

On  peut  donc  attribuer  aux  constantes  renfermées 
dans  (i)  une  valeur  quelconque,  sans  que,  pour  cela, 
n^=:  c  cesse  d'être  une  équation  intégrale  de  (3). 

6.  Si  u  n'est  pas  de  la  forme 

et  si  (lo)  n'est  pas  une  identité,  on  a  deux  formes  de 
Téq nation  intégrale 


1   ou 

0    010 

el 

N  : 

f! 

m  doit, 

par  conséquent, 

avoir 

( 

li) 

? 

o« 

0(0 

=  q'i 

l"), 

où  Test  une  fonction  inconnue.  De  là  résulte  que  Ton  a 


(  '5) 

Le  cas  où  (lo)  est  une  idenlilé  est  compris  dans  ce  cas, 

^{u)  étant  alors  une  constante.  Dans    /'f  rfco,  co  seul 

doit  être  pris  comme  variable. 

La  grandeur,  dans  le  premier  membre,  est  une  fonc- 
tion de  u.  Soit  (co)  la  valeur  de  co  que  nous  pouvons 
tirer  de  u  =  c;  on  a 

en  sorte  que 

(  1 4  )  I     ^  diti  =  c 

est  une  nouvelle  équation  intégrale.  La  grandeur  (o))  ne 
renferme  pas  (o,  mais  est  une  fonction  algébrique  des 
transcendantes  restantes. 

On  obtient,  par  intégration  de  (i), 


.,  +  ...=  o, 


où  â,  b.  c,  ...  sont  des  constantes  quelconques  et  où 
[?N)fr]„ /,  .  indique  que  l'on  remplace  w  par«,  i'i  par  A, 
et  ainsi  de  suite.  Par  suite  de  celte  équation,  l'équation 
intégrale  (i4)  se  transforme  en 

<i6)  /       ^^w-4-    /     fçpNila  ^/«'i-h.. .— consl. 

7.  Maintenant,  nous  admettrons  ici  une  restriction , 
en  supposant  que,  parmi  les  multiplicateurs  ?p  de  Té- 
quation  différentielle  (i),  ily  en  ait  un  qui  soit  une  fonc- 
tion algébrique  de  co,  r, ,  j^.^,  . . .  (cette  hypothèse  s'ap- 
plique aussi  aux  équations  différentielles  (|ui  défînissent 
les  transcendantes  restantes  o>/).    Dans  l'équalion  qui 


(  '<i) 

(léleriiiiiie  co, 

U  ^  r. 

U  (îst  alors  une  foiiclîoii  liyperalgébrique  de  co,  i',  ,1^2, 

Comme  IVqiialion  inlégrale  (16)  est  formée  au  moyeu 
(le  U  =  c,  lorsque  l'on  remplace  w  par  (w)  (le  faîl  que 
cette  substitution  fournisse  une  nouvelle  forme  de  Té- 
quation  intégrale  est  aussi  chose  évidente),  son  pre- 
mier membre  est  une  fonction  kyperalgébrique  de  (ci)), 
V, ,  (^3;  ...  ;  et  (1)  ne  se  présente  pas  parmi  ces  grandeurs. 
On  peut  donner,  par  conséquent,  à  Téquation  inté- 
grale, dans  tous  les  cas,  la  forme 
(17)  U''  =  const. 

où  W  est  une  fonction  liyperalgébrique  de  ses  arguments 
[la  forme  (5)  est  aussi  évidemment  renfermée  dans  (1 7)]. 
Maintenant^  si  co/  est  une  des  transcendantes  d^éclielon 
le  plus  élevé,  comprises  sous  le  signe  fonctionnel  T,  on  a 
dans  la  relation 

soit  une  identité,  soit  une  nouvelle  forme  de  l'équation 
intégrale.  La  dernière  alternative  n'est  pas  possiblecar, 
dans  cette  équation,  il  ne  se  présente  aucune  nouvelle 
transcendante,  ni  co  non  plus,  tandis  que  Ton  avait  sup- 
posé (|U*il  est  impossible  de  diminuer  le  nombre  de 
transcendantes  d*éclielon  le  plus  élevé  se  présentant  dans 
//  =  c.  Nous  devons  donc  avoir  identiquement 

^^ 

0(0/  ^ 

et,  par  conséquent, 

(19)  T  ^  C/    1         (p/  r/w/  -h  I  n*  Itrt.rr  /i. 

relation  où  a  est  une  constante  quelconque.  Ici  Tinté- 


(  '7  ) 
grale,  au  moyeu  de  réquation  qui  déleruiiue  «*>/,  peut 
être  transformée  en  [U/Je^  =„.  Et  u  conserve  sa  forme 

Nous  en  concluons  que  u  ne  peut  avoir  sa  forme  la 
plus  simple  tant  qu'il  se  présente  des  transcendantes 
sous  les  signes  des  fonctions  liyperalgébrîques. 

Par  conséquent  : 

Lorsquune  équation  différentielle  algébrique  du 
premier  ordre  à  une  variable  dépendante  possède 
l'intégrale  u=^c  ^  ou  u  est  exprimable  au  moyen 
d^ une  superposition  quelconque  de  transcendantes  du 
type  précité,  alors,  sous  sa  fotme  la  plus  simple,  u  est 
égal  à  une  somtne  de  fonctions  hjperalgébiiques  du 
premier  échelon, 

8.  Jusqu'ici  nous  avons  seulement  envisagé  la  forme 
de  l'équation  intégrale  ii  =  c;  mais  nous  pouvons  dé- 
montrer que  le  cas  où  Téquaiion  intégrale  de  (3)  a  la 
l'orme 

peut  se  ramener  au  cas  traité. 

En  effet,  si  u  est  une  fonction  liyperalgébrique,  on  a 

du       p  du  _ 

dxi  ^  ày  " 

Lorsque  c  ne  s'évanouit  pas  identiquement  de  cette 
équation,  celle-ci  est  une  nouvelle  forme  de  Péquation 
intégrale;  mais  u  n'aurait  pas  alors  sa  forme  la  plus 
simple.  Mais  si  c  s'évanouit  identiquement  de  celte 
équation,  (3)  est  aussi  vérifiée  pour  u  =  Cï,  et  alors, 
si  Fou  attribue  à  c  une  valeur  arbitraire,  on  retombe 
sur  la  forme  traitée  précédemment. 
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(   '8  ) 
Au  coiilraire,  si 

u  =  F(a:,,  x^,  . . .  jj^,  tu,  c)  =  o 

est  une  fonction  algébrique  de  w,  tirons  de  l'équation 
«  =  o  la  valeur  co  =  (o)  )  et  portons  cette  valeur  dans 
Téquation  U  =  o  qui  détermine  (o.  Nous  obtenons 
ainsi  une  nouvelle  forme  de  l'équation  intégrale 

[U]ù)={w)  =  o. 

Maintenant  comme  U  est  une  fonction   hyperalgé- 
briquc  nous  voyons,  comme  dans  le  premier  cas,  que 

[UJto=(a))  =  const. 

satisfait  également  à  Téquation  donnée. 

9.   L'équation  donnée  était 

dy  =  Pj  dxi  -\-  P,  dxi  h-  . . . . 

De  H  =  c  nous  tirons 
.     .  ou    .         ou   j  ou  j 

Par  conséquent  ^r-  est  un  multiplicateur  et,  au  moyen 

de  la  forme  trouvée  pour  a,  nous  voyons  que  ce  multi- 
plicateur est  une  fonction  algébrique.  Nous  pouvons, 
en  outre,  démontrer  qu'une  certaine  puissance  de  ce 
multiplicateur  est  une  fonction  rationnelle  des  gran- 
deurs Xj  P  et  j^. 
•En  eifet,  soit  (f  ce  multiplicateur;  on  a 

d'autre  part,  soit 

(22)  V  =  o«-h  Aicp«-J  -f- A2<p«-ïH-...-i-  Art  =  0 

l'équation  algébrique  irréductible  à  laquelle  satisfait  '^, 


(  '9) 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 

de  jr,,X2,  ..•,^,  Pi,  Pa, 

Des  deux  équations  on  tire 

Cette  équation  a  une  racine  commune  avec  (22); 
par  conséquent,  toutes  les  racines  de  Téquation  (22) 
satisfont  en  même  temps  aux  équations  (23)  ;  par  suite, 
toutes  les  racines  cpi,  cpj,  . . . ,  'f//  sont  des  multiplica- 
teurs. 

Si  l'on  observe  maintenant  que 

est  une  fonction  rationnelle  de 

Xiy  Ti,  ...,  X/cj^y  Pj,  Pî,   ...,  P^ 

c*t  que  y/Â^  substitué  à  o  vérifie  les  équations  (21),  on 
obtient 

Pour  trouver  le  multiplicateur,  on  doit,  par  suite,  re- 
chercher si  les  équations 

— +  P  — -f-nA^  =0 

àxi  dy  dy 

ont,  pour  une  valeur  numérique  entière  de  tï,  une  inté- 
grale particulière  qui  soit  une  fonction  rationnelle  des 
grandeurs  x,  P  et^. 

10.  Lorsque  Téquation  (3)  n*a  aucun  multiplicateur 
algébrique,  son  intégration  sous  forme  finie,  au  moyen 
des  transcendantes  définies,  n'est  pas  possible.  Nous  vou- 
lons rechercher  s'il  n'y  a  pas  alors  un  multiplicateur 
qni  soit  exprimable  par  cesdites  transcendantes. 
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Donnons 

au 

mnll 

P 

lira  leur 

la 

forme 

lous  devons 

avoir 

?A\) 

-X- 

-î- 

1 

-  =  0. 

Ces  équations  doivent  être  identiques  par  rapport  à 
w.  Did'érentions  par  rapport  à  wj  alors  le  dernier 
terme  disparait  et  nous  obtenons  des  équations  qui 
coïncident,  quant  à  leur  forme,  avec  les  équations  (7), 
avec  cette  seule  diHérence  que  A  remplace  «.  Nous  pou- 
vons donc  en  conclure  que 

{27)  =  r 

est,  soit  une  identité,  soit  une  intégrale  de  Téquatiou 
diilërentielle  donnée.  Dans  ce  dernier  cas,  ainsi  que 
nous  Tavons  déjà  démontré,  Téquation  dillérentielle 
aurait  un  multiplicateur  algébrique.  Dans  le  premier 
cas,  nous  avons  identiquement 


(28)  Iz^cff: 


o<iio, 


et  nous  pouvons  alors,  comme  précédemment,  opérer 
la  réduction  au  moyen  de  Téquation  qui  détermine  (o. 

Le  mufliplicateur,  par  conséquent,  doit  av^oir   la 
forme 

(•29)  e'^=e^i^'^»"\ 

où  les  fonctions  ^  sont  des  fonctions  hjperalgé  briques 
du  premier  échelon. 

Un  exemple  est  fourni  par  Téquation  différentielle 
linéaire. 

11.  En  vue  de  la  simplicité  nous  avons  supposé  que 
les  grandeurs  P  données  sont  des  fonctions  algébriques 


(    2«     ) 

de  y  et  des  grandeurs  x.  Supposons  maintenaiil  que 
les  grandeurs  P  soient  des  fonctions  transcendantes 
d'échelon  quelconque;  nos  développements  n'en  restent 
pas  moins  valables,  si  nous  remplaçons  partout  les  fonc- 
tions algébriques  de  :c,  j'  par  des  fonctions  algébriques 
de  X,  y  et  de  P. 

là.  Comme  application  simple  du  théorème  général 
démontré  dans  ce  qui  précède,  nous  avons  ce  qui  suit  : 

Soient  P| ,  P2,  .  . . ,  P/n  des  fonctions  algébriques  de  x 
qui  ne  sont  pas  les  dérivées  de  fonctions  algébriques. 
Si  Ton  introduit  alors  les  fonctions 

comme  transcendantes,  il  est  impossible  d'exprimer 
riiitégrale 

où  P  désigne  une  fonction  algébrique  de  x,  sous  forme 
finie  au  moyen  de  fonctions  algébriques,  de  fonctions  ^ 
et  de  leurs  fonctions  inverses,  à  moins  que  l'on  n'ait 

(3o)  I^Pdx  =  2  2cp,,v*^(j^{i,v)  -^  X, 

on  Xjji^v  et  X  désignent  des  fonctions  algébriques  de  x. 
Un  cas  très  particulier  de  ces  fonctions^  est  présenté 
par  le  logarithme. 

Il  est  possible  d^ intégrer  une  différentielle  algé- 
brigue  au  moyen  de  Jonctions  algébriques  et  des  trans- 
cendantes élémentaires(\ogx,a^^sinXr3iVcs'mXy  etc.) 


("  ) 

sous  forme  finie  dans  le  seul  et  unique  cas  ou  Von  a 


(3i) 


I  Pdx=z  ^Cyloparv-t-  X, 


Xv  Cl  X  désignant  des  /onctions  algébriques.  On  dé- 
montre aisément  que  ces  fonctions  algébriques  peui^ent 
s'exprimer  rationnellement  en  x  et  P.  En  effet,  elles 
peuvent  eu  tout  cas  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  x,  Pet  de  la  racine j^^  d'une  équation  algé- 
brique irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x  et  de  P.  Eu  différentiant  (3i), 
on  obtient  une  équation  qui  est  vérifiée  par  j'«  et,  par 
suite,  par  les  autres  racines  j^t  -  -  *  ^  yk  de  Téquation 

irréductible.  On  peut  donc,  dans  l'expression  de  jPdx, 

remplacer  y^  par  chaque  aulre  valeur  de  y.  En  addi- 
tionnant les  équations  ainsi  obtenues,  on  trouve  une 

nouvelle  expression  pour  IPdx^  où  les  grandeurs  y 

entrent  symétriquement.  Les  fonctions  symétriques  des 
grandeurs  y  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  x  et  de  P. 

Si  l'on  introduisait  les  intégrales  elliptiques  II  et  leurs 
fonctions  inverses,  il   pourrait  se  présenter  dans  l'ex- 

pressr»n   /  Pdx  des  termes  de  la  forme 

C'est  à  peu  près  sous  cette  forme  qu'Abel  a,  dans  une 
Lettre  à  Lcgendre  (Œuvres  complètes,  t.  II,  édition 
Sylow  et  Lie,  p.  275),  exprimé  ce  théorème,  avec  cette 
restriction  toutefois  qu'il  ne  considère  que  les  transcen- 
dantes de  premier  échelon  et  non  les  fonctions  inverses. 
Ou  ne  trouve  aucune  démonstration  du  théorème  dans 
les  OEuvres  d*A.bel  ^  mais  M.  Sylow  m'a  appris  qu'il 


(  ^i  ) 

existai t  une  démonstration  dans  les  papiers  laissés  par 
Abel('). 

Une  partie  des  recherches  qui  précèdent  a  été  publiée 
en  1876  dans  un  Mémoire  de  Tauteur  intitulé  :  Om 
Integralreffningens  Transcendenter  (Journal  de  M. 
Zeulhen,  3*  série,  t.  I,  p.  i  à  9). 

NOTK  FINALE  DK  L'AUTEUR  (1897). 

L'Université  de  Copenhague  avait  mis  au  concours,  comme 
question  de  prix,  l'extension  des  méthodes  et  théorèmes  de 
mon  Mémoire  aux  équations  d'ordres  supérieurs.  Le  prix  fut 
obtenu  par  M.  E.  Schou,  qui  est  parvenu  à  des  résultats  bien 
remarquables. 

Gomme  une  partie  de  son  Travail  est  traduite  en  français  et 
comme  mon  Mémoire  des  Gôttinger  Nachrichten  est  très  peu 
connu  en  France,  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  a 
trouvé  qu'une  traduction  française  de  ce  Mémoire  était  dési- 
rable, et  a  eu  la  bonté  de  m'en  offrir  la  publication.  Naturel- 
lement, j'ai  accepté  avec  gratitude  cette  offre  si  honorable.  Je 
tiens  aussi  à  adresser  tous  mes  remerclments  à  M.  Laugel 
pour  la  traduction  dont  il  a  bien  voulu  se  charger. 

JuLius  Petersen. 

(')  Les  mauuscrits  laissés  par  Abel  se  trouvent  maintenant  dans 
l'édition  Sylow,  Lie  (1881).  On  y  voit  qu'Abel  a  démontré  qu'une 

relation  algébrique  entre  les  intégrales   f  ydx^  où  y  est  algébrique, 

et  des  logarithmes  de  fonctions  algébriques,  doit  être  linéaire  à  coef- 
ficients constants;  mais  il  semble  qu'il  n'a  pas  réussi  à  démontrer  la 
formule 

/^rfj7  =  r  +  A,iogfi-+-Ajlog^j+...H-B,n,(^,)  +  B,n2(^%)+.... 

Il  dit  à  ce  sujet,  dans  la  Lettre  à  Legendre  (t.  II,  p.  278): 
...,  mais  en  conservant  à  la  fonction  y  toute  sa  généralité,  j'ai  été 
arrêté  là  par  des  difficultés  qui  surpassent  mes  forces  et  que  je  ne 
vaincrai  jamais;  je  me  suis  donc  contenté  de  quelques  cas  particu- 

tiers,  surtout  de  celui  où  y  est  de  la  forme  -7=r,  /•  et  R  étant  deux 

fonctions  rationnelles  quelconques  de  x. 


(  M  ) 

[K20e] 

SUR  LA  RÈGLE  DBS  ANALOGIES  DE  U.  LEMOINE; 

Paii  m.  Charles  MICHEL, 
Élève  à  l'École  Normale  supérieure. 


On  doit  à  M.  Éiuîle  Lemoîiie  (*)  la  découverte  d'un 
remarquable  principe  général  concernant  les  analogies 
que  présentent  entre  elles  les  relations  métriques  entre 
les  segments  et  les  angles  qu'on  peut  déduire  géométri- 
quement d'un  triangle.  Il  ne  me  semble  pas  qu'on  en  ait 
encore  donné  un  énoncé  précis  et  une  démonstration 
rigoureuse. 

M.  Lemoine  a  cru  pouvoir  donner  une  raison  intuitive 
de  son  principe  en  s'appuyant  sur  la  remarque  suivante  : 

Si  dans  une  relation  entre  des  segments  et  des  angles, 
déduits  d'un  triangle,  on  remplace  les  nombres  qui  les 
mesurent  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  côtés  et  des 
angles  du  triangle,  on  obtient  une  nouvelle  relation, 
qui  est  homogène  par  rapport  aux  côtés,  et,  si  Ton  rem- 
place les  côtés  par  les  sinus  des  angles  qui  leur  sont  pro- 
portionnels, on  a  en  définitive  une  relation  entre  les 
trois  angles  Â,  R,  C,  qui  résulte  de  ce  que  la  somme  de 
ces  angles  est  égale  à  iî.  Si  donc  on  remplace  dans  cette 
relation  A,  13,  C  par  trois  fonctions  de  A,  B,  C  dont  la 
somme  soit  égale  à  t:,  la  relation  est  encore  satisfaite. 

M.  Lemoine  conclut  de  là  qu'on  fait  ainsi  corres- 
pondre   à    une    certaine    relation   entre  des   éléments 


(»)  Lemoine,  Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences f  Congres  de  .Marseille,  1S91:  Journal  de  Mathématiques 
spéciales^  189J;  IS'ouvellcs  Annales  de  Mathématiques,  1893. 
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déduits  d*un  triangle  une  autre  relation,  différente  en 
général  de  la  première,  entre  des  éléments  de  ce  triangle.  ' 
Une  telle  conclusion  n'est  pas  valable,  car  nous  n'avons 
pas  montré  qu'on  peut  remonter  de  cette  relation  k  une 
autre  contenant  explicitement  des  éléments  autres  que 
les  côtés  et  les  angles  du  triangle.  Or,  c'est  le  point 
essentiel,  qui  fait  tout  Tiniéret  du  principe  de  M.  Le- 
moine.  Ce  principe  nous  permet  en  effet  de  passer  d'une 
relation  contenant  explicitement  des  éléments  autre» 
que  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  à  une  autre  qui 
contient  elle-même  explicitement  des  éléments  autres 
que  les  côlés  et  les  angles,  et  même  il  nous  apprend  <|ue 
les  éléments  contenus  dans  les  deux  autres  relations,. 
s'ils  sont  différents,  sont  du  moins  définis  par  les> 
mêmes  conditions  géométriques.  La  démonstration  «le 
M.  Lemoine  ne  s'applique  eu  réalité  qu'aux  relations- 
c|ui  contiennent  seulement  les  côtés  et  les  angles.  Or^ 
cjuand,  par  exemple,  nous  remplaçons  dans  la  relation 

/•=(/;  —  a)  tang  —  >  r  par  une  quelconque  de  ses  valeurs 

ne  contenant  que  les  côtés  et  les  angles  du  triangle, 
nous  formons  une  relation  qui  exprime  Tégalité  de  deux 
quantités  égales  séparément  à  r.  Les  relations  entre  les 
éléments  qu'on  peut  déduire  d'un  triangle  ne  sont  donc 
pas  équivalentes  aux  relations  entre  les  côtés  et  les 
angles  de  ce  triangle. 

Voici  comment  on  peut  énoncer  d'une  manière  pré- 
cise le  principe  de  M.  Lemoine  : 

Si,  dans  une  relation  entre  les  côtés  et  les  angles 
d'un  triangle  et  des  éléments  définis  géométriquement 
à  Vaide  de  ce  triangle,  on  change  A  en  —  A,  B  e« 
ît  —  B,  C  e/î  TT  —  C,  a  en  a^  b  en  —  b,  c  en  —  c,  et 
chacun  des  éléments  qui  j  entrent  en  un  certain  autre, 
affecté  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  mais  défini  à  l'aide 


(  26  ) 
du  triangle  par  les  mêmes  conditions  géométriques  y 
on  obtient  une  nou\»elle  relation  qui  est  encore  satis- 
faite. 

Par  exemple,  si  dans  la  relation 

A 

/•  =(/>  —  a)tang  — » 

on  remplace  a  par  —  a^  b  par  —  b,  c  par  —  c»,  A  par 

—  A,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  par  l'élément  r^  défini 
par  la  même  condition  géométrique  d'être  le  rayon  d'un 
cercle  tangent  aux  trois  côtés  du  triangle  et  aifecté  du 
signe  +,  on  a  la  relation 

A 

/•a  =  />taiig~- 

Dans  la  démonstration  du  principe  de  M.  Lemoine 
que  j'ai  publiée  en  1898,  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales^  je  n'ai  pas  remarqué  l'objection  que 
j'oppose  aujourd'hui  à  Ténoncé  et  à  la  démonstration 
que  M.  Lemoine  en  a  donnés.  Je  me  suis  contenté  de 
montrer  que,  par  un  même  procédé  géométrique,  on 
peut  déduire  d'une  relation  quelconque  entre  a,  J,  c, 
A,  B,  C  une  relation  de  même  forme  entre  a,  —  i,  —  c, 

—  A,  t:  —  H,  T  —  C,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  établir  le 
principe  dans  la  forme  précise  où  je  viens  de  l'énoncer. 

Je  me  propose  dans  ce  travail  de  reprendre  la  démon- 
stration de  ce  principe;  je  crois  bien  lui  avoir  donné 
une  forme  rigoureuse,  dans  la  mesure  toutefois  où  le 
permet  la  question  toujours  délicate  des  conventions  de 
signes.  Dans  la  première  Partie  je  reproduis,  en  la  com- 
plétant, la  démonstration  que  j'ai  publiée  en  1893. 
Dans  la  seconde,  j'aborde  la  question  par  une  voie  dili'é- 
rente,  et  je  suis  conduit  à  une  transformation  des  angles 
et  des  côtés  qui  n'est  pas  celle  de  M.  Lemoine,  mais  qui 
en  a  toutes  les  propriétés. 


(=7  ) 


PREMIERE    PARTIE. 


EllaDt  données  dans  le  plan  les  droites  A  A',  UB\  . . ., 
LL',  passant  par  un  même  point  O,  les  directions  posi- 
lîves  sur  ces  droites  étant  définies  par  les  semi-droites 
OA,  OR,  -..,  OL  situées  dans  une  même  région  du  plan 
(région  positive),  relativement  à  un  axe-origine  UV,  . 
passant  par  O,  sur  lequel  est  définie  une  direction  OU 
comme  direction  positive,  nous  appellerons  angle  da 
deux  droites  Tangle  de  leurs  directions  positives,  et 
angle  de  deux  directions  positives  T angle  dont  il  faut 
faire  tourner  l'une  d'elles  pour  la  faire  coïncider  avec 
l'autre,  en  balayant  l'espace  compris  entre  les  semi- 
droites.  Dès  lors,  eu  définissant  un  sens  positif  de  rota- 
tion, c'est-à-dire  en  appliquant  des  conventions  de 
signes  analogues  à  celles  qui  sont  relatives  aux  segments 
sur  une  droite  et  qui  <  onduisent  à  l'identité  d'Euler,  ou 
arrive  à  une  relation  générale  entre  les  directions  A^ 
U,  C,  .  . .,  L,  où  les  ani;;1es  sont  définis  sans  ambiguïté 
(A,B)-h(B,C)  +  ...-h(K,  L)4-(L,A)so. 

Cela  posé,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux 
demi-droites  OX  et  OY,  l'une  OX  coïncidant  avec  la 
direction  positive  de  Taxe-origine  UV,  l'autre  OY  étant 
une  direction  positive  définie  comme  précédemment  et 
faisant,  avec  OX,  l'angle 

(X,    Y)=:0. 

Donnons  alors  une  droite  parallèle  à  OY,  MP,  dont 
nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  l'abscisse 
OP  =  a  positive,  et  une  droite  OM,  variable,  que  nous 
définirons  par  les  angles  de  sa  direction  positive  OZ 
avec  les  axes  de  coordonnées.  En  posant 

(OX.OZ)-^a.         (OZ,OV)-r  p. 


(28) 

nous  aurons  dans  tous  les  cas,  d'après  les  conventions 

précédentes, 

a  -^  ?  =  0. 

Appelons  c  Toitlonnée  du  point  il,  et  A  la  valcîur  algé- 
brique du  segment  OM. 

Définissons  alors,  au  moyen  de  ces  données  et  par  des 
conditions  géométriques  bien  déterminées,  un  système 
de  points  et  de  droites,  et  soit  une  relation  entre  les 
segments  qui  aboutissent  à  deux  de  ces  points,  Tun  des 
deux  étant  choisi  comme  origine^  et  entre  les  angles  de 
deux  de  ces  droites,  Tune  étant  prise  comme  droite- 
origine.  Si  pi,  p2,  ...,  pp  sont  les  valeurs  algébriques 
des  segments  et  (0|,  0^2,  ...,  io„  celles  des  angles,  qui, 
d'après  nos  conventions,  sont  connues  sans  ambiguïté, 
la  relation  se  mettra  sous  la  forme 

/{?!,  pj.  ...,  ppj  Wh  wj,  ...,  (0;,,  a,  ft,c,  a,  p,?:  — 0)  =  o, 

avec  la  condition  a  -|-  p  =  0,  et  cette  formule  est  géné- 
rale, car  nous  Tavons  obtenue  en  nous  servant  de  rela- 
tions entre  les  segments  et  les  angles^  qui  s'appliquent 
dans  tous  les  cas.  Cherchons  à  V interpréter  géométri- 
quement. 

Plaçons-nous  dans  l'hypothèse  ou  la  direction  positive 
OZ  est  à  l'intérieur  de  l'angle  XOY.  Les  segments  a,  i,  c 
prennent  alors  des  valeurs  positives,  a,  b\  c\  et  les 
angles  a  et  ^  ont  aussi  des  valeurs  positives  a'  et  ^'. 
Désignons  par  ri,  /'a,  ...,  />  et  0|,  O2,  ...,  o„  les  valeurs 
absolues  des  quantités  pf,  p2,  ...,  pp  et  (0|,  (02,  ...,  ^n* 
On  a  alors  la  relation 

.      {f{-±r^,±r^,  ...,±/>, 
^'^     1       ±Ou±o^ ±  On,  a,  b\  c\  a',  p',  7:  -  6)  =  o, 

qui,  ayant  lieu  entre  des  quantités  toutes  positives,  ne 
diffère  pas  d'une  certaine  relation  g:eowef/'/<7ue  entre  les 


<  «o 

côtés  et  les  angles  du  triangle  OM|P  formé  dans  cette 
hypothèse,  et  les  éléments  déduits  de  ce  triangle  par  les 
conditions  géométriques  données. 


Dans  l'hypothèse  où  la  direction  positive  OZ  est  au 
contraire  en  dehors  de  Tanglc  XOY,  les  segments  i  et  c 
prennent  des  valeurs  négatives  —  U*  et  —  d* \  l'angle  ^ 
prend  une  valeur  négative  —  p"  j  de  sorte  que  la  relation 
géométrique  qui  a  lieu  dans  ce  cas  prend  la  forme 

dt  o,,  dz  oj, . . .,  it:  On,  «,    -b%  —  c\  %\  -  Jt",  i:  —  0;  =  o, 

ou,  si  Ton  observe  que  les  angles  a''  et  t:  —  6  sont  exté- 
rieurs au  triangle  OMoP,  formé  dans  cette  hypothèse, 
et  sont  supplémentaires  des  angles  correspondants  du 
triangle,  ai  et  6, 

Mais  cette  relation  géométrique  a  lieu,  quel  que  soit 
le  triangle-,  en  Tappliquant  au  triangle  OM,P  nous 
avons  la  relation  géométrique 

(*)    Sk^^u  ...,=i=Oi,  ...,«,  — ^',  —  c',  t:— a',  —  ^',  e)  =  o, 

d'où  résulte  bien  évidemment  le  principe  de  M.  Lemoine, 
tel  que  je  Tai  énoncé. 


(  3o) 
li  faut  remarquer  que,  si  la  relation  générale  est  irra- 
Upniielle,  le  signe  qui  précède  cliaque  radical  n^cst  pas 
déterminé.  11  ne  se  détermine  que  dans  chaque  cas  de 


figure,  et,  par  suite,  il  est  possible  que,  pour  passer  de 
la  première  relation  géométrique  qui  résulte  de  la  rela- 
tion générale  à  la  seconde  relation  géométrique,  il  soit 
nécessaire  de  changer  le  signe. 

Appliquons  le  principe  de  M.  Lemoine  a  un  exemple 
particulier. 

Menons  par  le  point  P  la  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice des  deux  demi-droites  OX  et  OY;  c'est  une  droite 
lixe  D,  qui  est  une  bissectrice  des  deux  droites  OX  et 
M  P.  Menons  par  le  point  O  la  bissectrice  des  deux  demi- 
droites  OX  et  OZ,  qui  rencontre  la  droite  fixe  D  en  un 
point  variable  I.  Du  point  I,  abaissons  la  perpendicu- 
laire IH  sur  la  droite  OX;  la  direction  positive  est  bien 
déterminée.  Appelons  p  la  valeur  algébrique  du  seg- 
ment IH.  Celte  quantité  sera  fournie  par  une  relation  où 
n'entreront  que  /ï,  i,  c,  a  et  p, 

/(p,  a,  ^^,  c,  a,  p,  TT  — 0)=o. 


(3.  ) 
Quand  la  droite  OZ  est  filtre  OX  et  OY,  le  point  1 
est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  OIM|P;  p  est 
d'ailleurs  négatif  et  sa  valeur  absolue  est  égale  au  rayon 
dn  cercle  inscrit.  On  a  alors  la  relation  géométrique 

Quand  la  droite  Oz  est  en  dehors  de  l'angle  XOY^  le 
point  I  est  le  centre  du  cercle  exinscrit  dans  Taugle  op- 
posé au  côié  a  du  triangle  OM2P;  p  est  encore  négatif, 
et  sa  valeur  absolue  est  égale  au  rayon  Va  du  cercle  cir- 
conscrit. On  a  ainsi  la  relation  géométrique 

/(-  ra.  a,  -  b\  -c'^.T,-  oti.  -  p'.  -j:  -  0), 
cl,  si  on  rapplique  au  triangle  O.VIi  P,  on  obtient 

/(—  /-a,  «,  —  ^',  —  c',  r  —  a',  —  P',  0)=  o, 

ce  qui  montre  que,  dans  la  transformation  de  M.  Le- 
moine,  /*  se  change  en  r^. 

Un  raisonnement  analogue  montre  que  le  rayon  R  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  se  change  en  —  R, 
que  le  rayon  r^  du  cercle  exinscrit  dans  Pangle  B  se 
change  en  le  rayon  r^  du  cercle  exinscrit  dans  Tangle  C. 

Lorsque  la  droite  OlM  tourne  autour  du  point  O  dans 
le  sens  positif,  le  point  M  prend  d'abord  des  positions 
telles  que  M|  ;  puis,  après  le  passage  à  l 'infini,  des  po- 
sitions telles  que  M,.  Le  triangle yi?rme  Ox\I,P  du  pre- 
mier cas  devient,  dans  le  second,  le  triangle  ouvert 
OiVIsP  constitué  par  la  portion  du  plan  couverte  de  ha- 
chures; et  la  deuxième  relation  géométrique  est,  par 
rapport  à  ce  triangle  ouvert^  l'analogue  de  la  première 
appliquée  au  triangle  fer/né  0M|  P.  La  transformation 
de  M.  Lemoine  consiste,  dès  lors,  à  substituer  aux  élé- 
ments d'un  triangle  fermé  de  l'espèce  0M|  P  les  éléments 
correspondants  d'un  triangle  ouvert  de  l'espèce  OM2  P. 


{  3a) 
Mais  les  deux  triangles  fermés  M|OP  et  IM^OP  sont 
d'espèces  diirérentes.  Si  Ton  parcourt  le  contour  du 
premier  triangle  dans  le  sens  M(  OPM^  on  laisse  Taire 
comprise  à  sa  gauche^  le  triangle  M,  OP  est  orienté  po- 
sitivement^ si  Ton  parcourt  le  contour  du  second  triangle 
dans  le  sens  MiOPMa,  Taire  comprise  est  à  droite,  le 
triangle  M,OP  est  orienté  négativement. 

DEU7CIÈME    PAllTIE. 

Soient  trois  droites  dont  les  équations  sont 

X  =  arcosX  -h  j'sinX  ~  p  =  o, 
\  ■  -  X  cos  ;jL  -r  ^  siii  iJL  —  q  =  o, 
Z  :--^  X  cosv  -h^  sin  V  —  /•  =  u. 

Elles  se  coupent  deux  à  deux  eu  trois  points  A,  B,  C 
et  ibruii'Ut  un  triangle.  Considérons  une  courbe  géoiué- 
triqueuient  définie  par  rapport  au  triangle.  Elle  est 
évidemment  indépendante  de  la  position  de  Torigine  et 
de  la  direction  des  axes  de  coordonnées. 

Son  équation  cartésienne  est  de  la  (orme 

?(^î  y^  p^  7-  'î  ^'  {^ï  v)  =  o. 

Remplaçons  x  et  y  par  leurs  expressions  en  fonction 
de  X,  Y,  Z.  On  a  alors  identiquement 

?(^i  y^  p^  Vi  '%  ''-  \^^.  'o  -/i\.  V,  /.,  p.  (j,  /',  >,,  jz.  V), 

et  Téquation 

/(  X,  V,  Zy  p,  q,  r,  X,  ,a,  v)  =  o 

exprime  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  valeurs  que 
prennent  les  polynômes  X,  Y,  Z,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  courbe.  Elles  sont  indépendantes  de  la 
position  de  Torigine,  du  moins  quand  Torigine  varie 
en  restant  toujours  d'un  même  côté  de  chacune  des  trois 
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droites,  c'est-à-dire  quand  elle  reste  dans  une  même 
région  du  plan  limitée  par  ces  trois  droites.  La  fonction 
qui  les  lie  ne  dépend  donc  pas  de  /i,  7,  r.  Mais  ces  va- 
leurs ne  dépendent  évidemment  pas  non  plus  de  Taxe 
Ox.  Or,  quand  Taxe  Oj?  tourne  d'un  angle  0  positifou 
négatif,  les  valeurs  X,  |x,  v  varient  toutes  trois  dans  le 
même  sens  de  la  même  quantité  0.  La  fonction  qui  doit 
être  indépendante  de  0  ne  pc*ut  dépendre  que  des  diffé- 
rences V |JL,  X  —  V,  [Jl  —  X. 

Finalement  Téquation  en  coordonnées  trilatères  est 
de  la  forme 

F(X,  Y,  Z,  V  —  ji,  X  — V,  ji  — X)=  o. 

Cela  posé,  abaissons  de  l'origine  O  les  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  du  triangle  ÂI3C;  ces  perpendicu- 
laires rencontrant  respectivement  les  cotés  en  L,  M,  N, 
considérons  les  directions  positives  OL,  OM,  ON  et  ap- 
pelons)., [x,  vies  angles  (OL,  Ox)  (OM,  Ojr),  (ON,  Ox). 
Ces  angles  sont  définis  à  un  multiple  de  itz  près. 

Mais  si  nous  laissons  fixes  les  deux  côtés  AB  et  AC  et 
si  nous  déplaçons  le  côté  BC  parallèlement  à  lui-même, 
nous  pouvons  prendre  parmi  les  valeurs  de  |jl  et  de  v 
deux  valeurs  déterminées  qui  sont  alors  des  données. 
L'angle  A  prend  des  valeurs  connues  à  un  multiple  de 
271  près  et  qui  augmentent  ou  diminuent  d'un  multiple 
impair  de  tc  après  le  passage  du  côté  BC  par  Torigine 
supposée  fixe. 

Pour  toutes  les  positions  du  triangle  ABC,  Téquation 
de  notre  courbe  reste 

F(X,  Y,Z,v-tx,X-v,pi-X)=o. 

Il  y  a  deux  cas  à  examiner,  selon  que  la  droite  BC 
rencontre  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par 
l'origine  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'origine. 
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Supposons  d'abord  que  rorîgîne  et  l'axe  Ox  soient 
placés  comme  Tindique  \^Jig»  3.  Nous  pouvons  prendre 
pour  |JL  et  V  qui  sont  des  données  les  plus  petits  angles 

Fig.  3. 


positifs  que  fait  Ox  avec  OiM  et  ON,  Si  \  est  le  plus 
petit  angle  positif  que  fait  Ox  avec  la  direction  OL, 
Tanglc  X  est  de  la  forme  a/in  -h)^i . 

A,  B,  C  étant  les  angles  géométriques  du  triangle 
ABC)  on  a  alors 

V  —  fX—   TZ A^ 

X  —  V  ='2Aich-t:  — B, 
jx  —  X=  —  11  —  C  —  1  hic. 

D'autre  part,  puisque  les  quantités  p.  y,  r,  qui  sont  les 
valeurs  algébriques  des  segments  OL,  OM,  ON  sont  po- 
sitives, pour  tout  point  qui  est  à  l'intérieur  du  triangle 
ABC  et  qui,  par  suite,  dans  notre  cas,  est  dans  la  même 
région  que  l'origine  par  rapport  à  cliacun  des  côtés  du 
triangle,  les  valeurs  des  polynômes  X,  Y,  Z  sont  négatives 
et  chacune  d'elles  devient  positive  dès  que  le  point  tra- 
verse le  côté  correspondant.  Si  donc  nous  affectons  les 
distances  géométriques  du  point  aux  trois  côtés  d'un 
signe  :  du  signe  +  si  le  point  est  par  rapport  au  côté  dans 
la  même  région  que  le  sommet  opposé;  du  signe  — ,  s'il 
est  dans  l'autre  région,  et  si  nous  désignons  par  X',  Y', 
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YJ  les  valeurs  algébriques  ainsi  obtenues,  nous  voyons 
que  Ton  a 

X=-X',        Y=-Y',        Z=-Z', 

el  l'équation  de  la  courbe  Ci,  rapportée  au  triangle 
ABC,  est 

F(— X',  —Y',  — Z',  s— A,  2Air-4-r-B,  — ,r  — G  — aAit)  =  o, 

ou,  comme  l'équation  est  homogène  en  X',  Y',  Z', 

<i)     F(X',  Y',  Z\  TT-A,  aAir-i-Tr  — B,  -  iî  -  G  —  2Ai:)=  o. 

Passons   maintenant   à    1* autre    cas    qui    comprend 
les  Jig,  4  et  5.  Appelons  X^  le  plus  petit  angle  positif 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


que  fait  Ox  avec  OL  ;  Tangle  A  est  de  la  forme  2Arn  ^-Xa. 
A,  B,  C  étant  ]es  angles  géométriques  du  triangle  ABC, 
on  a 

V  —  |A  =  W  —  A, 
X  —  V   =2A'7I  —  B, 

\k  —  X  —  —  G  —  'i.kTz. 

D'autre  part,  dans  Isijig,  4?  l«s  valeurs  des  polynômes 
Y  et  Z  sont  négatives  pour  tout  point  qui  est,  par  rapport 
au  côté,  dans  la  même  région  que  le  sommet  A.  Donc, 
X',  Y',  Z'  étant  les  valeurs  algébriques  définies   plus 
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haut, 

X  =  X',       Y  =  -Y',       z=  — r, 

et  Téquation  de  la  courbe  est 

(a)     F(-  X',  Y\  Z',  it  -  A,  aA:ic  —  B,  —  G  —  ^kiz)  =  o. 

Dans  la  /ig.  5,  les  valeurs  des  polynômes  Y  et  Z  de- 
viennent positives  pour  tout  point  qui  est  par  rapport 
au  côté  dans  la  même  région  que  le  sommet  opposé,  cl 
la  valeur  du  polynôme  X  est  négative  xjuand  le  point  est 
par  rapport  à  BC  du  même  côté  que  A.  Donc 

X=-X',        Y  =  Y',        Z  =  Z', 

et  l'équation  est  encore 

(a)      F(-X',  Y',  Z',  7t  — A,  aArit  — B,  -G-2A:7r)=o. 

L'équation  obtenue  est  rapportée  à  l'un  ou  l'autre  des 
deux  triangles  qui  constituent  les  Ji.g,  4  ^^  ^f  ^^  cH^ 
représente  une  courbe  C2  ou  C^  dans  chacune  de  ces 
figures.  Mais,  comme  cette  équation  s'applique  à  un 
triangle  de  référence  quelconque,  si  nous  la  supposons 
rapportée  au  triangle  de  \^Jig'  3,  elle  représenlera  dans 
cette  figure  une  courbe  C,  qui  sera  précisément  l'ana- 
logue et  même  l'komotliétique  des  courbes  C2  et  C^.  Les 
deux  courbes  C|  et  C,  sont  définies,  par  rapport  au 
Irianghî  de  \aijig^  3,  par  les  mêmes  conditions  géomé- 
triques. Donc,  si,  rapportée  au  triangle  ABC, 

(0       F(X,  Y,  Z,  it  — A,  aAir-hit  — B,  —  G  —  ic  — 2Ait)=o 

est  l'équation  d'une  courbe  déterminée  par  rapport  à  ce 
triangle  par  certaines  conditions  géométriques, 

(2)       F(— X,  Y,  Z,  ir-A,  aXrw  — B,  —  G-2itic)=o 

est  celle  d'une  courbe  déterminée  par  rapport  au  triangle 
par  les  mêmes  conditions  géométriques. 
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Si  le  problème  n'est  susceptible  que  d^une  solution, 
comme,  par  exemple,  la  détermination  d'un  cercle 
passant  par  les  trois  sommets  du  triangle,  les  deux  équa- 
tions se  ramènent  à  une  seule.  Si  le  problème  a  plusieurs 
solutions,  comme  la  détermination  d'un  cercle  tangent 
aux  trois  droites  qui  limitent  le  triangle,  les  deux  équa- 
tions représentent  des  courbes  différentes. 

On  voit  que  Ton  passe  d'une  des  équations  à  l'autre 
en  changeant  X  en  —  X,  Y  en  Y,  Z  en  Z,  et  A  en  A,  B 
en  B  — (2m -i-  1)1^,  C  en  C-t-(2m-+-  i)7î,  m  étant  un 
entier  arbitraire  positif  ou  négatif. 

Les  trois  triangles  3,  4  et  5  ont  même  orientation, 
c'est-à-dire  que  le  contour  ABCA  peut  être   parcouru 

Fig.  6. 


dans  le  même  sens.  En  faisant  varier  les  trois  figures 
semblablement  à  elles-mêmes  et  en  les  déplaçant  dans 
le  plan,  on  peut  donc  amener  les  trois  triangles  en  coïn- 
cidence et  les  origines  prennent  alors  les  positions  0|, 

O2  et  o;. 

L'équation  générale 

F(X,Y,Z,  v-fx,  X-v,  tx-X)=o 

est  l'équation  d'une  courbe  satisfaisant  aux  conditions 
données,  quelle  que  soit  la  position  de  l'origine  par 
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rapport  au  triangle  ABC.  Elle  prend  la  forme  (i)  pour 
toutes  les  positions  de  Torigine  telles  que  O4 ,  qui  sont 
à  l'intérieur  du  triangle,  et  la  forme  (a)  pour  les  posi- 
tions telles  que  0^  et  O',^  comprises  à  Fintérieur  de 
Tangle  A  et  extérieures  au  triangle  ABC.  Le  triangle 
ABC,  c'est-à-dire  l'espace /erm^,  qui  est  limité  par  les 
trois  côtés  du  triangle,  est  le  lieu  des  origines  pour  les- 
quelles l'équation  générale  prend  la  forme  (i),  et  Fespacc 
ouvert,  qui  est  la  partie  du  plan  couverte  de  hachures, 
est  le  lieu  des  origines  pour  lesquelles  l'équation  géné- 
rale prend  la  forme  (a). 

On  aperçoit  donc,  et  il  n'est  guère  possible  de  donner 
à  ces  considérations  une  forme  plus  précise,  que  l'équa- 
tion (i)  correspond  à  l'espace  ^er/wé,  comme  l'équa- 
tion (2)  à  V espace  ou\^ert,  et  que  la  transformation  par 
laquelle  on  passe  de  la  courbe  Cj  à  la  courbe  C,  revient 
h  substituer  à  un  élément  lié  à  l'espaceyermé  l'élément 
correspondant  lié  de  la  même  façon  à  l'espace  ouvert. 
Ainsi,  le  cercle  inscrit  à  l'espace  fermé,  c'est-à-dire  le 
cercle  inscrit  au  triangle  géométrique  ABC,  se  transfor- 
mera en  le  cercle  inscrit  à  l'espace  ouvert,  c'est-à-dire 
le  cercle  exinscrit  au  triangle  dans  l'angle  A;  le  centre 
du  cercle  inscrit  se  transformera  en  le  centre  de  ce 
cercle  exinscrit;  c'est  ce  que  conGrme  le  calcul  direct. 

Abaissons  de  l'origine  O  les  perpendiculaires  OL, 
OM,  ON  sur  les  côtés  du  triangle  ABC,  et  appelons, 
comme  plus  haut,  A,  pi,  v  les  angles 

(OL,  0:r),     (OM,  Or),     (ON,  Ot), 

connus  à  un  multiple  de  27tprès. 

Nous  désignerons  par  c,  a,  i  les  valeurs  algébriques 
des  segments  AB,  HC,  CÂ,  comptés  sur  les  directions 
positives  v  4-  ->  A  -i-  -5  ijl  -f-  ^. 
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Envisageons  des  systèmes  de  points  et  de  droites  géo- 
unélriquement  déGnîs  par  rapport  au  triangle  ABC  et 
soit  une  relation  entre  les  segments  qui  aboutissent  à 
deux  de  ces  points,  Tun  des  deux  étant  pris  comme  ori- 
gine, et  entre  les  angles  de  deux  de  ces  droites,  Tune 
étant  choisie  comme  droite  origine.  Si  p^  pst  •  •  •>  p^, 
(Oi,  (O3,  • . .,  (!>;,  sont  les  valeurs  algébriques  de  ces  seg- 
ments et  de  ces  angles,  cette  relation  se  mettra  sous  la 
forme  générale 

/(Pl»pî,  ...,  ppi  «Il  W,,  ...,(i)n,  a,  6,  C,v  — ji,  X  — V,  fl  — X)  =  o. 

Pour  chacun  des  deux  cas  que  nous  avons  distingués 
précédemment,  mettons  en  évidence  dans  la  formule 
générale  les  valeurs  arithmétiques  des  segments  pi, 
p^,  .  . . ,  pp,  a,  &,  c  et  les  valeurs  de  sangles  géométriques 
compris  entre  les  droites.  Nous  connaissons  dans  les 
deux  cas  les  valeurs  dev  —  [jl,X  —  v,  (x  —  Xen  fonction 
des  angles  A,  B,  C  du  triangle.  D'autre  part,  dans  la 
Jîg.  3,  a,  i,  c  sont  positifs;  dans  la  fig.  4?  «  est 
négatif,  b  et  c*  sont  négatifs.  La  relation  algébrique 
fournit  pour  les  trois  figures  une  relation  géométrique 
entre  des  longueurs  et  des  angles.  Mais  la  relation  de  la 
Jig.  5  se  ramène  à  celle  de  la  Jig.  4>  Les  triangles 
de  ces  deux  figures  sont,  en  efiet,  homoihétiques  inverses 
et,  si  l'on  compte  deux  segments  homologues  sur  la 
même  direction,  les  valeurs  algébriques  de  ces  segments 
sont  proportionnelles  et  de  signe  contraire.  Les  deux 
relations  étant  homogènes  par  rapport  aux  longueurs,  il 
suffit  donc  de  changer  le  signe  des  longueurs  dans  Tune 
pour  obtenir  l'autre. 

Il  reste  ainsi  deux  formes  de  la  relation  générale  entre 
les  segments  et  les  angles  du  système  de  points  et  de 
droites  géométriquement  défini  par  rapport  au  triangle, 
qu'on  déduit  Tune  de  l'autre,  lorsqu'on  remplace  les 
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côtés  rt',  &',  c'  du  triangle  par  a\  —  h\  —  c',  et  les 
angles  A,  B,  Cpar  A,  B  —  (am-l-  i)t:,  C-|-  (2m  4-  i)«. 
Si  nous  interprétons  géoméiriquenient,  pour  chaque  cas 
de  figure,  les  valeurs  algébriques  des  segments  et  des 
angles  du  système,  nous  obtenons  deux  relations  géo- 
métriques entre  des  longueurs  et  des  angles  géomé- 
triques. 

Donnons  un  exemple.  Considérons  le  point  I  tel  que 
les  polynômes  X,  Y,  Z  aient  des  valeurs  égales;  abais- 
sons de  ce  point  la  perpendiculaire  sur  le  côté  va- 
riable BG  et  sur  cette  droite  prenons  une  direction  fixe 
comme  direction  positive.  Appelons  p  la  valeur  algé- 
brique du  segment  qui  a  son  origine  au  point  I  et  qui 
aboutit  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  côté  BG.  Or,  le  côté  BC  restant  fixe,  le 
point  I  est  défini  indépendamment  de  la  position  de 
Torigine,  du  moins  quand  elle  reste  dans  une  même 
région  limitée  parles  trois  droites  AB,  BC,  CA,  et  indé- 
pendamment de  Torientation  de  l'axe  Ox.  Donc  p  sera 
fourni  par  une  relation  où  n'entreront  que  les  éléments 
du  triangle  ABC,  qui  sont  indépendants  de  la  position 
de  l'origine  et  de  l'orientation  de  Taxe  O x,  c'est-à-dire, 
en  dernière  analyse,  les  éléments  a,  b,  c  définis  plus 
haut  et  les  différences  v  —  \k^\  —  v,  |i.  —  X,  Soit  cette 

relation 

/(p,  a,  ^,  c,  V  —  fx,  X  —  V,  fx  —  X)  =  o. 

Puisque  pour  le  point  I  les  polynômes  X,  Y,  Z  ont  le 
même  signe,  ce  point  est,  par  rapport  à  chacun  des  côtés, 
dans  la  même  région  que  l'origine.  Donc,  dans  \^jig>  3, 
le  point  I  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle,  et, 
dans  \^  Jig,  4i  c'est  le  centre  du  cercle  exinscrit  au 
triangle  dans  l'angle  A. 

Interprétons  géométriquement,  dans  chacune  de  ces 
deux  figures,  la  relation  générale.  Si  la  direction  positive 
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fixe  sur  laquelle  est  compté  le  segment  variable  IP  est 
convenablement  choisie,  pour  la  première  ligure,  p  est 
positif  et  égal  à  -f-  /'i,  rt  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit 
au  triangle  ABC.  D^ailleurs,  dans  ce  cas,  a,  b,  c  sont 
positifs  et  ont  pour  valeurs  rt|,  &,,  f|,  longueurs  des 
côtés  du  triangle  ABC.  La  relation  générale  devient  la 
relation  géométrique 

y^('*ii  «lî^iî^iî^ —  Xy^hT-ht:  —  B,  —  71  —  C  —  ihi:)  =z  o. 

Dans  la  seconde  figure,  p  est  négatif  et  a  pour  valeur 
absolue  f\2t  rayon  du  cercle  exinscrit  dans  Fangle  A. 
D'autre  part,  a  est  négatif,  b  et  c  sont  positifs,  leurs 
valeurs  absolues  sont  a2,  i^a,  ^29  longueurs  des  côtés  du 
triangle.  La  relation  générale  revient  donc,  dans  ce  cas, 
à  la  relation  géométrique 

y( —  ra,t,  —  «t,  btt  Cij  Tt  —  A,  a A:ir  —  B,  —  C  —  'ikiz)  =  o. 

Cette  relation,  s'appliquant  à  tous  les  triangles,  devient, 
dans  le  triangle  3, 

/{—  ra,\,  —  «1,  61,  c,,  r  — A,  -lA-iï  — B,  —  G  — 2A:ir)  =  o. 
On  voit  que  l'élément — r»  correspond  au  triangle 
ouvert,  comme  l'élément  /•  correspond  au  trîangleyî?rmé. 
Il  apparaît  ainsi  que  trois  droites  dans  un  plan  le  par- 
tagent en  quatre  espaces,  dont  un  f ennemi  trois  ouverts, 
et  que  l'élément  —  r  correspond  à  l'espace  fermé,  comme 
les  éléments  r^,  /'^,  r^,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  élé- 
ments —  r,  /'n,  y'^,  />  sont  les  solutions  d'un  même  pro- 
blème :  Calculer  le  rajon  d'un  cercle  tangent  à  trois 
droites.  \\  en  est  de  même  des  éléments — p^  p  —  «, 
p  —  fc,  p  —  c.  C'est  ce  que  confirme  le  calcul  direct^ 
nous  avons,  par  exemple,  les  formnU>s  bien  connues 

I  I  T  I 

1 ! 1 —  o, 

r        ra         ri,        /f 

—  /•  -f-  /-a  -+-  ^6  -+-  l'r   =  4  R, 

(-  r)(ra)(rA)(r,)=-S* 
Ann.  de  Mathémnt.,  3»  série,  t.  XVII.  (Janvier  1898.)        3. 
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et 

O*  -4-  6*  -+-  C* 

ra^b-^  rb^c-r-  rare—  rra—rrb—  rrc=  ; > 

d'une  part,  et,  d^aulre  part, 

i—P)  (—  ^)  =  (P  —  ^)^a  ^(P--  b)rt,=  (p  —  c)rc, 

—  p  -{-  (p  —  a)  ~h  (p  —  b)  -h  {p  —  c)  =  o, 

i-P){P  -  «)  (/>  -  6)  (/.  -  c)  =  -  SV 

Nous  avons  considéré  dans  nos  figures  des  triangles 
ABC  dont  les  côtés  varient  en  restant  parallèles  à  des 
directions  fixes,  mais  dont  on  peut  parcourir  le  con- 
tour ABCA  dans  le  sens  positif  des  angles  employés  en 
Trigonométrie.  Nous  disons  quils  sont  orientés  positive- 
ment. Mais  il  est  d'autres  triangles  dont  les  cotés  sont 
parallèles  aux  mêmes  droites  et  dont  le  contour  ABCA 
est  parcouru  dans  le  sens  négatif  :  ils  sont  orientés  né- 
gativement. 

Prenons  un  triangle  de  <*haque  espèce  et,  pour  chacun 
d'eux,  plaçons  Torigine  à  rinlérieur.  Dans  le  premier 
cas,  les  segments  a^  b^  csont  positifs  et,  dans  le  second, 
ils  sont  négatifs.  On  voit  ainsi  l'utilité,  pour  la  généra- 
lité des  formules,  de  considérer  les  côtés  d*un  triangle, 
non  plus  comme  des  longueurs,  mais  comme  des  seg- 
ments. 

Il  est  de  même  utile  de  considérer  la  surface  d'un 
triangle  comme  une  quantité  algébrique.  On  lui  don- 
nera, par  exemple,  le  signe  +  pour  un  triangle  orienté 
positivement,  et  le  signe  —  pour  un  triangle  orienté 
négativement. 

La  transformation  à  laquelle  nous  sommes  parvenu 
n'est  pas  la  transformation  de  M.  Lemoiue.  Or,  si  Ton 
se  reporte  à  la  première  Partie  de  ce  travail,  on  voit  que 
la  transformation  de  M.  Lemoine  consiste  à  substituer 
symboliquement  à  l'espace  fermé  A'BC  l'espace  ouvert 
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ABC  couvert  de  hachures,  A|  et  A'  étant  deux  points 
symétriques  par  rapport  à  BC.  Notre  transformation 
consiste,  au  contraire,  à  substituer  symboliquement  à 
l'espace  fermé  ABC  Tespace  ouvert  ABC,  relatif  à 
l'angle  A.  Pour  obtenir  la  transformation  de  M.  Le- 
moine  il  suffit  d'elfectuer,  avant  notre  transformation, 
une  autre  transformation  qui  consiste  à  substituer  à 
l'espace  fermé  A'BC  Tespace  fermé  ABC,  c'est-à-dire 
à  substituer  à  un  espace  fermé  orienté  négativement  un 
espace  orienté  positivement. 

Donnons  un  exemple.  Notre  transformation  fait  cor- 
respondre, comme  nous  Pavons  vu,  — r  et  r^,.  Mais  la 


transformation  qui  substitue  symboliquement  à  l'espace 
fermé  A'BC  l'espace  fermé  ABC  fait  évidemment  cor- 
respondre —  r  et  -i-  r.  Donc,  par  la  transformation  de 
M.  Lemoine,  r  se  change  en  ra\  c'est  ce  que  confirme  le 
calcul. 


uo 

[K23a] 
GONSTRUGTION   DE   LA   PERSPECTIVE   GONIQDE 
D  UNE  SPHÈRE; 

Par  m.  m.  d'OC\GNE. 


Soient  o>  le  centre  de  cette  sphère  mis  en  perspective , 
ab  son  diamètre  parallèle  à  la  ligne  d'horizon. 

Si  ^  et  A  sont  les  points  principaux  de  fuite  et  de  dis- 
tance, le  diamètre  perpendiculaire  au  tableau  a  sa  per- 
spective dirigée  suivant  a>^,  ses  extrémités  c  et  ^  se 
trouvant  à  la  rencontre  de  cette  droite  avec  Aa  et  A6. 

Le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère  a  donc  pour 
perspective  l'ellipse  passant  par  rt,  è,  c,  d  et  ayant  en  c 
et  d  des  tangentes  parallèles  k  ab.  Il  en  résulte  que  cd 
est  un  diamètre  de  cette  ellipse,  dont  le  centre  o  est,  par 
suite,  le  milieu  de  cd. 

Le  diamètre  conjugué  de  oc^  dirigé  suivant  la  paral- 
lèle menée  par  o  à  ai,  s'obtiendra  en  menant  à  cette 
ellipse  une  tangente  parallèle  à  pq.  Pour  cela,  opérons 
un  relèvement  de  front  autour  de  ab.  Le  cercle  horizon- 
tal de  la  sphère  se  relève  suivant  le  cercle  de  diamètre  abj 
et  le  point  à  l'infini  sur  pq  se  relève  au  point  i  situé  sur 
la  perpendiculaire  élevée  à  ab  en  a>  et  à  une  distance  cui 
de  ce  point  égale  à  cp  A.  Donc  les  tangentes  à  l'ellipse  abcd 
parallèles  à  pq  se  relèvent  suivant  les  tangentes  menées 
de  i  au  cercle  ab.  Traçons  l'une  de  ces  tangentes  ie. 
Quand  on  revient  à  la  position  primitive,  le  point  e  si- 
tué sur  la  charnière  ne  bouge  pas,  et  la  tangente  de- 
venant parallèle  à  pq  donne  le  demi-diamètre  oe  conju- 
gué de  oc  y  tel  que  oe  =  (oe. 

L'ellipse  de  contour  apparent  de  la  sphère  est  l'en- 
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veloppe  (les  pcrspeclîves  de  ses  cercles  de  front,  c'esl- 
à-dîrc  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  de 


Fellipse  abcd,  parallèles  à  ab.  Il  en  résulte  d'abord  que 
ce  contour  apparent  a  un  axe  dirigé  suivant  cd.  En  outre, 
lorsque  la  corde  variable  vient  se  confondre  avec  la  tan- 
gente en  c  ou  en  d,  le  diamètre  du  cercle  correspondant 
étant  nul,  il  s'ensuit  que  les  points  c  et  ^  sont  les  foyers 
de  l'ellipse  de  contour  apparent. 

Le  petit  axe  de  cette  ellipse,  dirigé  suivant  la  perpen- 
diculaire élevée  en  o  à  c^  est  nécessairement  égal  au 
maximum  de  la  corde  variable,  c'est-à-dire  au  diamètre 
conjugué  de  oc.  Nous  venons  de  voir  que  ce  diamètre 
est  égal  au  double  de  loe.  11  nous  suffit  donc  de  prendre 
sur  la  direction  du  petit  axe  om  =  on  =  côe.  Ayant  les 
sommets  m  et  /2  du  petit  axe  et  les  foyers  c  et  dy  nous 
obtenons  les  sommets  p  et  t/  da  grand  axe,  en  prenant 
sur  cet  axe  op  =  oq  z=  me. 

En  résumé,  la  construction  de  Tellipse  de  contour 
apparent  de  la  sphère  ayant  ab  pour  diamètre  horizon- 
tal de  front  est  la  suivante  : 

Joindre  le  milieu  lo  de  ab  [perspective  du  centre) 
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au  point  de  fuite  principal  y,  puis  les  points  a  et  b  au 
point  de  distance  principal  A,  ce  qui  donne  sur  wy  les 
points  c  et  d. 

Prendre  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  îù  à  ab  le 
segment  toi  égala  o^  et  mener  du  point  i  au  cercle  de 
diamètre  ab  une  tangente  qui  coupe  ab  au  point  e. 

Sur  la  perpendiculaire  élevée  à  cd  en  son  milieu  o, 
porter  om  =  on  =  we,  puis  sur  cd^  op  =  oq  =  me. 

L'ellipse  de  contour  apparent  cherchée  est  celle  qui 
a  pour  axes  mn  et  pq. 

Remarquons  que  le  cercle  de  diamètre  ab  étant  la 
perspective  d*un  cercle  de  front  de  la  sphère  est  bitau- 
gent  à  celte  ellipse.  D'après  la  construction  de  la  nor- 
male à  l'ellipse  donnée  dans  notre  Cours  (^),  la  corde  de 
contact  passe  par  le  point  k  où  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  (i>  sur  mp  rencontre  la  droite  qui  joint  le  point  o 
au  milieu  u  de  mp. 


CONGRES  BE  ZURICH. 


Uabondauce  des  matières  nous  a  seule  empêché  jus- 
qu'ici de  constater  le  très  grand  succès  du  Congrès  in- 
ternational des  Mathématiciens,  dont  nous  avons  parlé 
plusieurs  foîjs,  et  qui  sV'st  tenu  n  Zurich  au  mois  d^août 
dernier. 

Nous  espérons  pouvoir  donner  prochainement  le  texte 
des  résolutions  adoptées.  Bornons-nous  à  annoncer  que, 
d'après  les  décisions  prises,  le  prochain  Congrès  înler- 
national  se  tiendra  à  Paris,  en  1900,  et  que  l'organisa- 


(  •  )  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  infinitési- 
malCy  p.  382,  noie  au  bas  de  la  page. 
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tion    en    est   confiée   à    la   Société  mathématique  de 
France, 

Ce  premier  essai  a  été  un  véritable  triomphe  et  assure 
la  durée  et  la  solidité  de  cette  institution  nouvelle.  Le 
mérite  en  revient  pour  la  meilleure  part  aux  Membres 
du  Comité  d^  organisa  tion,  qui  ont  droit  à  la  reconnais- 
sance de  tous  les  Mathématiciens. 

Là  Rédaction. 


GORRBSPONBANGE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  M,  d'Ocagne. 

....  Le  théorème  de  M.  Tarry,  dont  j'ai  donné  récemment 
une  démonstration  géométrique  (A^.  A.^  p.  474  ^  i^97)  P^^t  s'é- 
tablir par  une  voie  tout  à  fait  élémentaire.  Reprenons  la  figure 
de  la  page  4/^  et  admettons  que  ab  pivote  autour  du  point  o. 

«  oct  ,  •        .       •       » 

L«  rapport  -^  étant  constant,  et  le  triangle  abc  restant  sem- 

oc 
blable  à  lui-même,  l'angle  boc  et  le  rapport  -r  -^ont  nécessaire- 

oc 
ment  constants.  Si  donc  nous  posons  boc  =  w,  — y  =  X,  nous 

voyons  que  le  lieu  du  point  c  s'obtient  en  prenant  la  droite  ho- 
inothétique  de  bb\  par  rapport  à  o,  le  rapport  d'homothétic 
étant  X,  et  faisant  tourner  la  droite  ainsi  obtenue  de  l'angle  co 
autour  du  point  o. 

Il  suffît,  dès  lors,  pour  obtenir  la  tangente  au  lieu  du  point  c, 
lorsque  la  droite  ab  a  pour  enveloppe  une  courbe  quelconque 
qu'elle  touche  au  point  o,  de  remarquer  que  cette  tangente 
n'est  autre  que  la  droite  que  décrirait  le  point  c  si  ab  pivotait 
autour  du  point  o,  droite  qui  vient  d'être  déterminée 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1539. 

(  t8S&.  p.  391. ) 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  y  dans  un  ellipsoïde 
de  révolution  aplati  par  un  faisceau  de  plans  passant  par 
une  même  droite  parallèle  à  Vaxe  de  révolution,  est  une 
podaire  d* ellipse.  (Foubet.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Bally. 

Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 
On  donne  un  cercle  de  centre  O,  un  point  A,  et  le  cercle  de 
diamètre  OA.  On  joint  le  point  A  à  un  point  mobile  S  de  la 


première  circonférence,  AS  coupe  la  seconde  en  G  :  lieu  du 
point  F  qui  partage  le  segment  GS  dans  un  rapport  constant. 
Joignons  OG,  OS;  la  perpendiculaire  en  F  à  AS  coupe  OS 
en  T,  menons  TP  parallèle  à  AS.  On  a 


GF  _  OT  _  OP 
GS  r  OS  ""  OA' 


GF 

Le  rapport  ^^  étant  constant,  le  point  T  décrit  un  cercle  de 

centre  O,  et  le  point  P  est  îi\t,  TF  enveloppe  la  conique  anti- 
podaire  de  ce  cercle  par  rapport  au  point  P,  et  le  point  F  dé- 
crit la  podaire  de  cette  conique  relative  au  point  A. 
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Cette  conique  est  d'ailleurs  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
un  système  (le  deux  points  suivant  que  Ton  a  OP  <  OT, 
OP  >  OT,  OP  =  OT;  ou,  à  cause  de  l'égalité  des  deux  der- 
niers rapports,  OA  <  OS,  OA  >  OS,  OA  =  OS.  Le  lieu  est 
donc  une  podaire  d'ellipse,  d'hyperbole,  ou  un  système  de 
deux  cercles  tangents  au  point  A  aux  cercles  donnés,  suivant 
que  le  point  A  est  intérieur,  extérieur  à  la  première  circonfé- 
rence, ou  situé  sur  elle. 

On  s*assure  aisément  que  toute  podaire  de  conique  à  centre, 
relative  à  un  point  de  l'axe  focal  de  cette  conique,  peut  être 
ainsi  définie. 

Considérons  maintenant  la  quadrique  engendrée  par  la  révo- 
lution d'une  conique  à  centre  autour  de  l'axe  non  focal  (ellip- 
soïde aplati  ou  hyperboloïde  à  une  nappe).  Les  sections  consi- 
dérées sont  semblables,  chacune  l'étant  à  la  section  méridienne 
qui  lui  est  parallèle. 

Figurons  le  cercle  équatorial  de  centre  0,  décrit  par  les 
sommets  de  l'axe  focal  de  la  méridienne  :  les  foyers  réels  des 
sections  sont  dans  le  plan  de  ce  cercle. 

Soit  A  la  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  donnée  :  le  lieu  du 
centre  des  sections  est  le  cercle  de  diamètre  OA  (lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  du  cercle  équatorial  qui  passent  en  A);  le  lieu 
de  leurs  sommets  est  le  cercle  équatorial.  Or,  G  et  S  étant  le 
centre  et  un  sommet  d'une  section,  et  F  le  foyer  voisin  de  S, 

CF 

le  rapport  ^^  est  constant  et  égal  à  l'excentricité  de  la  méri- 
dienne. On  est  donc  ramené  au  problème  précédent. 

Suivant  que  la  droite  coupe,  ne  coupe  pas  ou  touche  l'ellip- 
soïde, on  a  une  podaire  d'ellipse,  d'hyperbole  ou  un  système 
de  deux  cercles. 

Autre  solution  par  M.  Ducby. 


Question  1540. 

(1885,  p.  3oa.) 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faiieSy  dans  un  cylindre 
parabolique,  par  un  faisceau  de  plans  passant  par  une 
même  droite  perpendiculaire  au  plan  diamétral  principal 
est  une  podaire  de  parabole.  (Fobbet.) 
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SOLUTION 
Par  M.  E.  Bally. 


Soit,  dans  le  plan  diamétral  priacipal,  A  la  trace  de  la  droite 
donnée,   OD  la   génératrice  principale»  AO  la  trace  du  plan 


0 


perpendiculaire  à  OD  mené  par  A,  A  la  parallèle  à  OD  menée 
par  le  foyer  F  de  la  parabole  de  section. 

Soit  F'  le  foyer  d'une  section  d'axe  AO'.  Les  ordonnées  qui 
correspondent  dans  les  deux  paraboles  au  \  points  d'abscisses  OF 
et  O'X'  respectivement,  étant  égales,  on  a  : 

ôf'  =  ôT'.o^. 

Menons  O'II  parallèle  à  OF;  on  aura 

0h'  =  0'F'.0X, 

ce  qui  montre  que  F'  est  la  projection  de  U  sur  AO'.  La  paral- 
lèle à  AO'  menée  par  H  passe  en  un  point  fixe  P,  tel  que 
AP  =  OF.  La  droite  HF'  enveloppe  donc  la  parabole  antipo- 
daire  de  A  relative  à  P,  et  îe  point  F'  décrit  la  podaire  de 
cette  parabole  relative  à  A. 

Si  la  droite  est  tangente  au  cylindre,  le  lieu  est  le  cercle  de 
diamètre  OF. 

Question  1749. 

(1196.  p.  488.) 

On  sait  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  quadri- 
latère ABGD,  dont  les  diagonales  se  coupent  en  O,  est  le 
barycentre  des  cinq  points  A,  B,  G,  D  etO  affectés  des  coef-^ 
Jicients  i ,  i ,  i ,  i ,  —  i . 

On  a  aussi  la  proposition  que  voici  :■ 

Le  centre  de  gravité  d'un  octaèdre  dont  les  diagonales 


(  5.  ) 
AA',  BB',  ce  concourent  en  un  point  O  est  le  barycentre 
des  points   A,  A',  B,  B',  C,  C\  O    affectés    des   coefficients 

I,  I,  ...,  I,  —-2.  (FONTBNK). 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Brano. 

Considérons  ABA'B'  comme  base  commune  de  deux  pyra- 
mides quadrangulaires;  soit  G  le  centre  de  gravité  de  l'aire  du 
quadrilatère,  son  coefficient  sera  3. 


G* 

Portons  sur  G' G  la  longueur  G'O'  égale  à  O  et  affectons  les 
points  G,  G'  et  O  des  coefficients  i,  i,  —  i. 

Les  deux  points  G  et  G'  avec  les  coefficients  i,  i  pourront 
être  remplacés  par  les  points  O  et  O'  avec  les  mêmes  coeffi- 
cients. Ce  qui  conduira  à  chercher  le  barycentre  des  points 
O'  et  G  affectés  des  coefficients  i  et  3.  Ce  barycentre  sera 
en  G'  sur  O'G'  et  au  quart  de  la  distance  à  partir  de  G. 

La  proposition  est  démontrée  si  G'  est  le  centre  de  gravité 
du  solide  considéré. 

Or,  on  peut  prouver  d'abord,  après  Lhuilier  {Annales  de 
Gergonne,  j8i2-i8i3),  que,  si  l'on  a  un  solide  composé  de 
deux  pyramides  triangulaires  possédant  une  base  commune, 
en  prenant  le  point  O  de  percée  de  la  droite  GG'  avec  la 
base  ABA',  puis  le  point  G'  tel  que  G'O' =  GO,  le  centre  de 
gravité  du  solide  sera  sur  O'Gi  et  au  quart  à  partir  de  Gi 
(Gi  étant  le  centre  de  gravité  de  la  base).  £n  effet,  soit  /\p  la 
masse  du  tétraèdre  C'ABA'  et  4  y  celle  du  tétraèdre  G'ABA', 
on  aura  GO  :  OG'=G'0'  :  0'G  =  /?:  q. 

A  la  masse  4/?,  on  substitue  les  quatre  masses />  aux  som- 
mets G,  A,  B,  A';  à  la  masse  \q^  on  substitue  les  quatre 
masbes  q   aux   sommets  G',  A,  B,  A'.  Les  trois  masses /?  + ç 


(5a) 

des  sommets  A,  B,  A'  peuvent  être  remplacées  par  une  masse 
3(jD-f-^)  en  G,;  les  masses  p  et  g  en  C  et  C  peuvent  être 
remplacées  par  la  masse  {p-^q)  en  O'.  Donc,  fînalement,  on 
peut  remplacer  toutes  les  masses  par  une  seule  en  G|  située 
sur  O'Gi  et  au  quart  à  partir  de  Gi.  Donc,  GJ  est  le  centre  de 
gravité  du  solide  GABA'G'. 

Gctte  proposition  est  encore  vraie  si  la  base  commune  des 
deux  pyramides  est  un  quadrilatère  ABA'B'.  En  le  décompo- 
sant en  deux  triangles  et  appelant  G}  le  centre  de  gravité  du 
triangle  AA'B',  le  centre  de  gravité  du  solide  CAA'B'C'  sera 
en  Gj  situé  sur  O'G}  et  au  quart  à  partir  de  Gf. 

Le  centre  de  gravité  G'  du  solide  total  GABA'B'G'  sera  sur 
G|  G^  en  un  point  G',  tel  que  l'on  ait 

G;G^  _  vol.GAB^A'G^  -.  Ël^  «  ^ll  _  ^ 
g; G'  ■"  vol.  GABA'G'  ""  BO  ""  G,  V  ""  G,G 

(O  étant  le  point  de  concours  des  diagonales  du  quadrilatère, 
V  le  point  de  rencontre  de  G|  Gt  avec  AA'  et  G  étant  tel  que 
G,V  =  GG,). 

Il  est  facile  de  voir  que  G  est  le  centre  de  gravité  du  qua- 
drilatère ABA'B',  et  à  cause  de 

G',  G^  _  GjG 
g; G'-  G,G' 

on  conclut  que  G'  est  sur  O'G  et  au  quart  à  partir  de  G. 

Cette  proposition  de  Lhuilier  est  vraie,  que  les  diagonales 
se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  en  un  même  point. 


ERRATA. 


3»  série,  t.  XVI,  1897  •  ^^6^  k^^i  ligne  7,  en  remontant,  au /iéu  cie 
relation,  lire  rotation. 

Page  496,  ligne  3,  au  lieu  de  peuvent  être  adjoints  ces  poinls, 
lire  peut  élre  adjoint  le  point. 

Page  5oo,  ligne  10,  au  lieu  de  sur  le  cercle  K,  lire  à  Tintériear 
du  cercle  K. 

Page  5oo,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  basée  sur  la  théorie 
des  fonctions  modulaires,  lit^e  faisant  la  base  de  la  théorie  des  fonc- 
tions modulaires. 

Page  693,  le  renvoi  au  bas  de  la  page  se  rapporte  à  M.  A.  Thévknet. 

Dans  le  renvoi,  au  lieu  de  1879,  lire  1897. 
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[M>5hp] 

IKUXIKIB  CONCOURS  BES  «  NOUVELLES  ANNALES 
POUR  1897. 

Par  m.  E.  DUPORCQ  («)• 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  : 

i**  Cubique  équilatère  une  cubique  gauche  dont  les 
irois  asymptotes  sont  deux  à  deux  rectangulaires. 
(Exemple  :  la  cubique  des  normales  à  Tellipsoïde.  ) 

2®  Tétraèdre  orthocentrique  un  tétraèdre  dont  los 
arêles  opposées  sont  orlhogonales.  Dans  un  tel  tétraèdre, 
les  hauteurs  sont  concourantes  ;  le  point  de  concours  des 
hauteurs  est  aussi  le  point  par  lequel  passent  les  perpen- 
diculaires communes  aux  arêtes  opposées;  enfin  ce 
tétraèdre  est  conjugué  par  rapport  à  une  sphère  qui  a 
son  centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  les  propriétés 
soi  vantes  : 

I.  Si  deux  cordes  AB,  CD  d'une  cubique  équilatère 
sont  orthogonales,  le  tétraèdre  ABCD  est  orthocen» 
trique, 

II.  Si  une  cubique  gauche  quelconque  passe  par  les 
sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  une 
quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  injinité  de  té- 
traèdres conjugués  par  rapport  à  cette  quadrique, 

III.  Toute  cubique  équilatère  circonscrite  à  un 
tétraèdre  orthocentrique  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  tétraèdre. 

(')  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix. 
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IV.  Toute  cubique  passant  par  les  sommets  et  /r» 
point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  ortho^ 
centrique  est  équilatère. 

V.  «Si  Von  coupe  une  cubique  équilatère  par  une 
série  de  p laïus  parallèles,  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  hauteurs  des  triangles  ayant  pour  sommets  les 
points  de  rencontre  de  la  cubique  et  des  plans  est  la 
sécante  double  de  la  cubique  normale  aux  plans  sé- 
cants. 

VI.  Soit  S  une  sphère  de  rayon  R  et  dont  le  centre  O 
est  sur  une  cubique  équilatère.  II  existe  une  infinité  de 
tétraèdres  ABCD  inscrits  à  la  cubique  et  conjugués  par 
rapport  à  S. 

1  **  Le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres 
est  une  droite. 

2°  On  considère  les  sphères  S  circonscrites  aux  té- 
traèdres ABCD  ;  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères  est 
une  droite.  —  Comment  se  déplace  cette  droite 
lorsque  O  restant  fixe  R  varie? 

3"  Chaque  sphère  S  coupe  la  cubique  en  deux  autres 
points  E  et  F.  Démontrer  que  ces  points  sont  fixes  et 
ne  dépendent  pas  de  R. 

4®  Lorsque  O  varie,  la  droite  EF  décrit  une  qua- 
drique  et  le  plan  OEF  enveloppe  un  cône  du  deuxième 
degré. 

5**  Lorsque  O  varie,  le  milieu  de  EF  décrit  une 
cubique  équilatère. 

Nous  commencerons  par  rappeler  que,  s^il  existe  un 
triangle  inscrit  à  une  conique  C  et  conjugué  à  une 
conique  C,  il  en  existe  une  infinité  jouissant  de  la  même 
propriété  :  o^  dit  que  la  conique  C  est  harmoniquement 
circonscrite  à  la  conique  C.  De  même,  une  quadrique  Q' 
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est  harmoniquemeiit  circonscrite  à  une  quadrique  Q, 
quand  il  existe  un  tëlraèdre  à  la  fois  inscrit  à  Q'  et  con- 
jugué à  Q,  et  il  y  a  alors  une  infinité  de  tétraèdres  ana- 
logues. A  ces  propriétés  correspondent  par  dualité  des 
propriétés  relatives  aux  coniques  ou  aux  quadriqucs 
harmoniquement  inscrites, 

La  condition,  qui  exprime  qu^une  conique  ou  qu'une 
quadrique  est  harmoniquement  circonscrite  à  une 
conique  ou  à  une  quadrique  donnée,  étant  linéaire,  on 
voit  que,  si  deux  coniques  ou  deux  quadriques  sont  har- 
moniquement circonscrites  à  une  troisième,  il  en  sera 
de  même  de  toutes  les  coniques  ou  quadriques  du  faisceau 
linéaire  déterminé  par  les  deux  premières.  En  parti- 
culier : 

Étant  donnée  une  conique  G  harmoniquement  cir- 
conscrite à  une  conique  C,  si  un  quadr angle  inscrit 
dans  C  est  tel  que  l'un  des  couples  de  ses  côtés  opposés 
soit  formé  de  deux  droites  conjuguées  à  C^il  en  est  de 
même  des  deux  autres  couples. 

Par  dualité,  cette  propriété  se  transforme  en  la  sui- 
vante qui  nous  servira  dans  la  suite  : 

Etant  donnée  une  conique  C  harmoniquement  in- 
scrite à  une  conique  C,  si  un  quadrilatère  circonscrit 
à  G  est  tel  que  l'un  des  couples  de  ses  sommets  opposés 
soit  formé  de  points  conjugués  à  C,  il  en  est  de  même 
des  deux  autres  couples. 

I.  Ceci  posé,  soient  A,  B,  C,  D,  L,  M,  N  sept  points 
d'une  cubique  gauche  quelconque.  Considérons  la 
conique  suivant  laquelle  cette  cubique  se  projette  du 
point  A  sur  le  plan  LMN  :  à  cette  conique  sont  inscrits 
le  triangle  LMN  et  le  triangle  formé  par  les  traces  du 
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trièdro  ABGD  :  ces  deux  triangles  étant  inscrits  à  une 
même  conique,  il  existe,  comme  on  sait,  une  conique 
tangente  à  leurs  six  côtés  :  on  déduit  de  là  que  la 
conique,  inscrite  au  triangle  LMN  et  tangente  à  deux 
(aces  du  tétraèdre  ABCD,  est  tangente  aux  deux  autres 
faces.  Autrement  dit  : 

Si  sept  points  A,  B,  C,  D,  L,  M  et  N  appartiennent 
à  une  même  cubique  gauche,  il  existe  une  conique  F, 
inscrite  à  la  fois  au  triangle  LMN  et  au  quadrilatère 
formé  par  les  traces  du  plan  LMN  sur  les  faces  du  té- 
traèdre ABCD. 

Si  les  points  L,  M  etN  sont  les  points  à  l'infini  d'une 
cubique  gauche  équilatère,  c'est-à-dire  les  sommets  d'un 
triangle  conjugué  à  Tombilicale,  la  conique  F  sera  har- 
moniquement  inscrite  à  l'ombilicale  et  inscrite  au  qua- 
drilatère qui  admet  pour  sommets  les  points  à  Finfini 
des  arêtes  du  tétraèdre  ABCD.  Si  donc  deux  sommets 
opposés  de  ce  quadrilatère  sont  des  points  conjugués  à 
Fombilicalc,  il  en  sera  de  même  des  deux  autres  couples 
de  sommets  opposés  :  autrement  dit,  si  deux  arêtes 
opposées  du  tétraèdre  ABGD  sont  orthogonales,  il  en 
sera  de  même  de  deux  arêtes  opposées  quelconques,  et 
ce  tétraèdre  sera  orthocenlrique. 

IL  Soit  F  une  cubique  gauche  circonscrite  à  un 
tétraèdre  T  conjugué  à  une  quadrique  Q  ;  toutes  les  qua- 
driques  qui  contiennent  celte  cubique  sont  alors  harmo- 
niquement  circonscrites  à  Q  :  par  suite,  a  étant  un 
point  quelconque  de  F,  elles  couperont  le  plan  polaire  P 
de  a  par  rapport  à  Q  suivant  des  coniques  harmoni- 
quement  circonscrites  à  cette  quadrique.  Or  ces  coniques 
ne  sont  évidemment  assujetties  qu'à  passer  par  les  trois 
points   p,  y  et  8  où  le  plan  P  coupe  la  cubique  F  :  il 
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faut  donc  que  le  lriangl«   jSyo  soit  conjugué  à  la  qua- 
drique  Q.  Ainsi  : 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  quelconque  a  de  la 
cubique  T  coupe  cette  courbe  aux  trois  sommets  dUin 
triangle  conjugué  à  la  quadiique  Q. 

Réciproquement  : 

Si  un  triangle  fiy^  inscrit  à  la  cubique  T  est  con- 
jugué à  la  quadrique  Q,  le  pôle  a  du  plan  ^yS  par 
rapport  à  Q  sera  sur  la  cubique. 

En  effet,  ]e  plan  polaire  de  ^  par  rapport  à  Q  doit 
couper  la  cubique  aux  sommets  d'un  triangle  conjugué 
à  Q,  et,  comme  y  et  8  sont  deux  de  ces  sommets,  le  troi- 
sième est  nécessairement  a. 

Nous  dirons  que  la  cubique  F  est  harmoniquement 
circonscrite  à  la  quadrique  Q. 

III  et  IV.  Supposons  que  le  tétraèdre  T  soit  ortho- 
centrique  et  que  la  quadrique  Q  soit  la  sphère  S  con- 
juguée à  ce  tétraèdre.  D'après  ce  qui  précède,  toute 
cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  T  et  passant 
par  le  centre  O  de  S  coupera  le  plan  polaire  de  O  par 
rap(K>rt  à  S,  c'est-à-dire  le  plan  de  l'infini,  aux  trois 
sommets  d'un  triangle  conjugué  à  Tombilicale  :  autre- 
ment dit,  cette  cubique  sera  équilatère. 

Réciproquement,  toute  cubique  équilatère  circon- 
scrite au  tétraèdre  T  passera  par  le  point  O. 

V.  Soient  B,  C,  D  les  points  d'intersection  d'une  cu- 
bique équilatère  avec  un  plan  P,  et  AO  la  sécante  double 
de  cette  cubique,  normale  au  plan  P.  Il  existe  une 
sphère  S  de  centre  O  telle  que  le  point  A  soit  par  rap- 
port à  elle  le  pôle  du  plan  P,  et  la  cubique  F  est  liarmo- 
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niquement  circoiiscrile  à  cette  sphère,  puisqu'elle 
passe  par  sou  centre  et  qu'elle  est  équilatère.  Le  té- 
traèdre ABCD  est  donc  conjugué  à  la  sphère  2,  et  la 
droite  AO  passe,  par  suite,  par  Torthocentre  du 
triangle  BCD.  Ce  point  décrit  donc  bien  la  droite  AO 
quand  le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 
Si  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  une  tangente  à  la 
cubique,  la  sécante  AO  se  confond  avec  celte  tangente, 
et  le  trièdre  ABCD  est  trirectangle. 

VI.  Nous  venons  d'obtenir  une  infinité  de  té- 
traèdres ABCD  inscrits  à  la  cubique  F,  admettant 
même  orlhocenire  O  et  un  commet  commun  A.  Il  est 
facile  de  voir  que  les  sphères  S  circonscrites  à  ces  té- 
traèdres passent  par  un  cercle  iixe. 

11  existe,  en  elfet,  une  quadrique  H  passant  par  la 
cubique  F  et  admettant  pour  direction  de  plan  cyclique 
celle  du  plan  P  ;  soit  Q  la  direction  conjuguée  de  plans 
cycliques.  La  quadrique  H  et  la  sphère  S  ont  en  com- 
mun la  circonférence  (BCD)  :  elles  ont  donc  une  autre 
circonférence  commune,  et  celle-ci  est  évidemment  la 
section  de  la  quadrique  H  par  le  plan  de  direction  Q 
mené  par  A,  c'est-à-dire  la  circonférence  (AEF),  en  dé- 
signant par  E  et  F  les  points  où  ce  plan  coupe  la  cu- 
bique. 

I ®,  2**  et  3**  (  *  ).  Ainsi,  si  Ton  considère  deux  tétraèdres 
orthocen triques,  inscrits  a  la  cubique  F,  ayant  même 
orthocentre  O,  et  admettant  un  sommet  commun  A, 
les  sphères  circonscrites  à  ces  tétraèdres  passent  par 
deux  mêmes  points  E  et  F  de  la  cubique.  11  est  facile  de 
voir  que  cette  condition,  imposée  aux  tétraèdres,  d'avoir 

(')  Ces  trois  parties  sont  résolues  dans  l'ordre  inverse  de  celui 
dans  lequel  elles  sont  énoncées. 


(%) 

un  sommet  cooimun,  esl  superflue  et  que  les  points  E 
et  F  ne  dépendent  que  du  point  O. 

Soient,  en  effet,  ABCD  et  A'B'Ciy  deux  tétraèdres 
ortfaocen triques  inscrits  à  F  et  de  même  orthocentre  O. 
G>nsidérons  le  plan  B'C'D"  mené  par  B'  parallèlement 
au  plan  BCD,  et  qui  coupe  la  cubique  eu  CI'  et  D^.  Les 
tétraèdres  ABCD  et  A'B'C'D'  ont  chacun  un  sommet 
commun  avec  le  tétraèdre  AB'Cfy',  qui  admet  égale- 
ment O  pour  orthocentre.  Par  suite,  les  sphères  circon- 
scrites aux  deux  premiers  tétraèdres  coupent  la  cubique 
en  deux  mêmes  points  de  la  sphère  circonscrite  au  troi- 
sième. 

On  sait  qu'une  sphère  harmoniquement  circonscrite 
à  une  quadrique  en  coupe  orlhogonalement  la  sphère 
orthoptique  ;  si  donc  les  tétraèdres  ABCD  considérés 
sont  conjugués  à  une  même  sphère  Z  de  rayon  R,  les 
sphères  S  couperont  orthogonalement  la  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  R^.  Comme  elles  doivent,  d'autre 
party  passer  par  les  points  E  et  F,  elles  auront  une 
circonférence  commune  dans  le  plan  ORF  et  leurs 
centres  (u  seront  sur  une  même  perpendiculaire  A  à  ce 
plan  ;  cette  droite  A  se  déplacera  parallèlement  à  elle* 
même  dans  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  seg- 
ment EF,  quand  le  rayon  R  variera. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  d'un  des  tétraèdres  con- 
sidérés, g  le  centre  de  gravité  de  l'une  de  ses  faces, 
enfin  0|,  G|  et  (i)|  les  projections  orthogonales  sur  cette 
face  des  points  O,  G  et  to.  On  sait  que  G|  divise  le  seg- 
ment 0^g  dans  le  rapport  j,  et  que  g  divise  le  seg- 
ment Oia)|  dans  le  rapport  |.  11  en  résulte  que  Gf  est 
le  milieu  de  OiCi>«  et,  par  suite,  G  le  milieu  de  Ow. 
Le  lieu  du  point  G  est  donc  la  droite  parallèle  à  A,  située 
dans  le  plan  OA  et  équidistante  de  la  droite  A  et  du 
point  O. 
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4°  A  tout  point  O  de  la  cubique  F  correspond,  comme 
nous  Pavons  vu  précédemment,  une  sécante  double  EF  5 
de  notre  démonstration  il  résulte  de  plus  que,  si  O' 
désigne  un  point  quelconque  de  la  cubique,  auquel 
correspond  de  même  une  sécante  double  E'F',  les 
plans  O'EF  et  OE'F'  sont  parallèles,  leur  direction 
commune  et  celle  des  plans  normaux  à  0(y  étant  deux 
directions  cycliques  conjuguées  d'une  même  qua- 
drique  H,  contenant  la  cubique  F. 

Par  un  point  arbitraire  û  menons  les  parallèles  ûa 
et  ûa'  aux  cordes  EF  et  E'F'  5  quand  le  point  O'  se  rap- 
proche indéfiniment  du  point  O  sur  la  cubique,  le 
plan  ûaa'  tend  à  devenir  le  plan  tangent  le  long  de 
Tarête  Qa  au  cône  engendré  par  cette  droite,  et  sa  direc- 
tion coïncide  alors  avec  celle  du  plan  OEF;  nous  voyons 
donc  que  : 

Si  l'on  considère  le  cône  décrit  par  la  droite  ûa,  le 
plan  OEF  est  parallèle  au  plan  tangent  à  ce  cône  le 
long  de  l'arête  ûa. 

Nous  allons  chercher  à  déterminer  ce  cône.  Remar- 
quons, à  cet  elfet,  que  la  direction  du  plan  ûaa'  et  celle 
des  plans  normaux  a  OO',  directions  cycliques  conju- 
guées d'une  quadrique  H  passant  par  la  cubique,  sont 
aussi  des  directions  cycliques  du  cône  asymptote  de  cette 
quadrique,  cône  dont  trois  arêtes  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  la  cubique  F.  Considérons  le  trièdre 
OXYZ  formé  par  les  parallèles  menées  par  le  point  O  à 
ces  arêtes  :  il  nous  suffit  évidemment  de  prendre  les 
points  d'intersection  i,  Q,  3  des  arêtes  du  trièdre  OXYZ 
avec  un  plan  normal  à  OO',  et  de  faire  passer  par  ces 
trois  points  une  sphère  qui  coupe  les  arêtes  en  trois 
nouveaux  points  1',  2',  3'  pour  obtenir  un  plan  i'2'3', 
parallèle  aux  plans  OE'F' et  O'EF.  Remarquons  que  les 
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droites  i  2  et  \^  J  sont  aniiparallèles  dans  Tangle  XOY  ; 
par  suite,  comme  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la 
normale  OCV  au  plan  1  2  3  est  perpendiculaire  à  la 
droite  1  2,  cette  projection  et  la  trace  du  plan  OE'F'  sont 
symétriques  par  rapport  aux  côtés  de  l'angle  XOY.  Il  en 
est  de  même  pour  les  autres  faces  du  trièdre.  On  déduit 
aisément  de  là  la  propriété  suivante  :  soient  Ox  et  Qy 
les  traces  des  faces  ZOX  et  ZOY  sur  un  plan  quelconque 
normal  à  OZ^  soit  m  la  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  00', 
et  M  la  droite  qui  joint  les  projections  de  m  sur  Ox  et 
O^  :  fc  plan  OE'F'  et  le  plan  OM  sont  symétriques  pca^ 
rapport  à  la  droite  OZ. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  si  le  point  m  décrit  une 
hyperbole  passant  par  O  et  ayant  des  asymptotes  paral- 
lèles à  Ox  et  Oj',  la  droite  M  passera  constamment  par 
le  centre  a  de  celte  hyperbole^  c'est  justement  ce  qui  a 
lieu  quand  le  point  O'  décrit  la  cubique  :  Thyperbole 
équilatère  décrite  par  le  point  M  a  alors  pour  asym- 
ptotes les  traces  sur  le  plan  xOy  des  plans  déterminés 
par  le  point  O  et  par  les  asymptotes  de  la  cubique  res- 
pectivement parallèles  à  Ox  et  Oy  :  la  droite  Oa  s'ap- 
puie donc  sur  ces  deux  asymptotes,  et  le  plan  OE'F' 
passe  constamment  par  la  symétrique  de  Oa  par  rap- 
port à  OZ.  Nous  retrouvons  donc  ainsi  que  ce  plan  passe 
par  une  droite  fixe,  que  nous  savons  parallèle  à  EF. 
Ainsi  : 

La  droite  EF,  correspondant  à  un  point  O  de  la 
cubique^  est,  en  direction,  symétrique,  par  rapport  à 
l'uhe  quelconque  des  asymptotes  de  la  cubique,  de  la 
droite  qui  passe  par  O  et  rencontre  les  deux  autres 
asymptotes. 

Or,  cette  droite  Oa,  qui  s'appuie  sur  la  cubique  et 
deux  de  ses  asymptotes,  A^.  et  A_^.,  engendre  évidemment 
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une  quadrique  U.  Quand  le  point  O  s'éloigne  à  Tinfini 
dans  la  direction  de  A^,  la  droite  Oa  correspondante  est 
la  parallèle  à  A^  qui  rencontre  A^  et  A^,  c*est*à-dire  la 
génératrice  parallèle  à  A^  dans  Tliyperboloïde,  H,  dénni 
par  les  trois  asymptotes  :  les  plans  asymptotes  aux  qua- 
driques  U  et  H  menés  par  Tasymptote  A^  sont  donc 
confondus.  Si,  maintenant,  par  un  point  fixe  Û,  nous 
menons  les  parallèles  aux  droites  On,  elles  engendrent 
un  cône  du  second  degré  qui  passe  par  la  parallèle  Q^  k 
Ax,  et  le  plan  tangent  à  ce  cône  le  long  de  cette  généra- 
trice a  la  direction  du  plan  asymptote  que  nous  venons 
de  considérer.  Les  parallèles  12a  aux  droites  EF,  étant 
symétriques  des  droites  ûa  par  rapport  kQ^,  cngendrt*- 
ront  un  cône  du  second  degré  ayant,  le  long  de  û2^,  le 
même  plan  tangent  que  le  cône  des  droites  ùa.  Nous 
trouverions  de  même  les  plans  tangents  au  cône  décrit 
par  ûa,  le  long  des  génératrices  parallèles  à  0:e:  et  O^, 
et  nous  en  concluons  que  : 

Le  cône  engendré  par  les  parallèles  Qcl  à  EF  est 
identique  au  cône  asymptote  de  rhyperholoïde^  H, 
qui  passe  par  les  trois  asymptotes  de  la  cubique. 

Les  droites  EF  décrivent  donc  la  quadrique  homo- 
thétique  à  ce  cône  et  qui  passe  par  F,  ei,  comme  nous 
avons  vu  que  le  plan  OEF  est  parallèle  au  plan  tangent 
à  ce  cône  le  long  de  l'arête  Qa,  nous  obtenons  finale- 
ment le  résultat  suivant  : 

La  droite  EF  engendre  une  quadrique  passant  par 
la  cubique  F,  et  ayant  le  même  cône  asymptote  que 
l' hyper boloïde  H,  qui  passe  par  les  trois  asymptotes 
de  cette  cubique.  Ce  cône  asymptote  est  d'ailleurs 
l^ enveloppe  du  plan  OEF. 

5°  Projetons  orthogonalement  la  cubique  Y  sur  un 


(63  ) 

plan  perpendiculaire  à  Tasymptote  A^  :  nous  obtenons 
une  hyperbole  équilatère,  y,  passant  par  la  trace />  de  !« 
et  admettant  pour  asymptotes  les  projections  des  asym- 
ptotes Ax  et  Ay..  Soit  a  son  centre,  co  le  milieu  de  pa  et  q 
le  symétrique  de  p  par  rapport  à  a.  Le  point  w  est  évi- 
demment la  projection  du  centime  de  Thyperboloïde  H, 
qui  coïncide,  comme  nous  venons  de  le  voir,  avec  celui 
de  la  quadrique  Q  engendrée  par  EF.  Le  plan  A^a^ 
étant  d'ailleurs  un  plan  asymptote  de  la  quadrique  Q 
la  coupe  suivant  deux   droites  parallèles  a  A^  :  celle 


d'entre  elles  qui  appartient  au  système  des  généra- 
trices EF  (sécantes  doubles  de  la  cubique)  se  projette 
évidemment  au  point  q  :  le  point  /•,  symétrique  de  q 
par  rapport  à  w,  est  donc  la  projection  de  l'autre,  qui 
appartient  au  système  différent  de  génératrices  et 
rencontre,  par  conséquent,  toutes  les  droites  EF. 
Les  projections  de  celles-ci  passent  donc  par  r;  le  lieu 
du  milieu  des  cordes  EF  a  donc  pour  projection  le 
lieu  des  milieux  des  segments  interceptés  par  l'hyper- 
bole y  sur  les  droites  passant  par  r.  Or  ce  dernier  lieu 
est  évidemment  l'hyperbole  symétrique,  par  rapport 
à  co,  de  l'hyperbole  v.  Les  points  de  la  quadrique  Q  qui 
se  projettent  sur  ce  lieu  sont  donc  diamétralement 
opposés  à  ceux  de  la  cubique  F.  Donc  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  EF  est  la  cubique 
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gauche  symétrique  de  la  cubique  V  par  rapport  au 
centre  de  Vhyperboloïde  H. 

[I12b] 

SUR  LES  FORMES  ARITHifiTIOUES  LINÉAIRES  A  GOEmCIENTS 
RÉELS  OUELGONOIIES; 

Pae  m.  a.   hurwitz. 


Gôttinger  Nachrichteny  1897.  Cahier  XV. 


Traduit  avec  l'autorisation  de  l'auteur  par  M.  L.  LA.UGEL. 


M.  Minkowski,  dans  son  Livre  Géométrie  der 
Zahlen  (  *  ),  a  énoncé  et  démontré  le  théorème  suivant, 
remarquable  tant  par  son  caractère  élémentaire  que  par 
les  nombreuses  applications  qu'il  comporte  : 

Dans  n  formes  linéaires  homogènes  entières  à  n  va- 
riables, à  coejjicients  réels  quelconques  et  de  détermi- 
nant A  différent  de  zéro,  on  peut  toujours  donner  aux 
variables  des  valeurs  numériques  entières  qui  ne  soient 
pas  toutes  nulles  et  telles  que  chacune  des  formes  ait 
une  valeur  absolue 

1  V^abs.A. 

(')  H.  Minkowski,  Géométrie  des  nombres,  p.  104  ;  Leipzig,  1896. 
Rciativcment  aux.  applications  du  théorème  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques  et  à  la  théorie  des  corps  de  nombres  algébriques,  com> 
parez  §  14-47  du  Livre  précité,  et  ensuite  le  Mémoire  de  M.  Minkowski, 
Sur  les  formes  quadratiques  positives  et  les  algorithmes  ana- 
logues aux  fractions  continues  {Journal  de  Crelle,  t.  107,  p.  278 
cl  suiv.),  et  le  Compte  rendu  présenté  par  M.  Hilbcrt  à  la  Deutsche 
Mathematiker  Vercinigung  :  la  Théorie  des  corps  de  nombres  algé- 
briques ^  théorèmes  42- i7  cl  théorème  50. 
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M.  Minkowski  m'a  communiqué  une  démonstration 
purement  arithmétique  de  ce  théorème,  due  à  M.  Hilbert, 
et  qui  sera  reproduite  dans  le  second  fascicule  de  la 
Géométrie  des  nombres.  Inspiré  par  cette  Communica- 
tion, j'ai  trouvé  une  nouvelle  démonstration,  reposant 
sur  des  principes  analogues,  où  Ton  emploie  des  mé- 
thodes auxiliaires  très  simples,  et  qui  se  recommande 
par  son  peu  de  longueur.  J'expose  cette  démonstration 
dans  les  pages  suivantes. 

I 

Soient 

(0     //=ai/MiH-ai/Mi-+-...-Haii/M«         (i=i,2,  ...,n) 

n  formes  linéaires  à  coefficients  numériques  entiers  des 
variables  z/|,  U29  .  • .,  U/i*  Le  déterminant  de  ces  formes, 
dont  la  valeur  absolue  sera  désignée  par 

(a)  abs|aA-;|  =  D, 

sera,  par  hypothèse,  différent  de  zéro. 

Conformément  aux  définitions  de  Kronecker,  deux 
formes  linéaires  ç,  <J^  à  coefficients  numériques  entiers 
des  variables  ii|,  U2,  . . .,  u„  seront  dites  congrues  pour 
les  modules /4,y2î  "-^fnt  c'est-à-dire  satisferont  à  la 
formule 

(3)  ^^^        (mod/,,/,,  ...,/„), 

lorsque  la  différence  cp  —  à  est  représentable  sous  la 
forme 

(4)  ?  —  'V  =  a:i/i-4-  a72/,4-.  .  .H-  Xn/n, 

oùxf,  X2,  ...,x«  désignent  des  nombres  entiers.  Au 
cas  contraire,  <p  et  ^  sont  dites  incongrues  pour  les 
modules /i,yi,  ...,/«. 

Maintenant  le  point  essentiel  sur  lequel  repose  la  dé- 
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monstratioii  que  nous  allons  oxposer  est  l«^  tkéorètue 
suivant  : 

Le  nombre  des  formes  linéaires  incongrues  pour  les 
modules  fi ,  /a,  . .   ,  ./)i  est  égal  à  D. 

Ce  théorème  a  déjà  été  démontré  différemment  sous 
une  autre  forme  (  *  ).  Néanmoins,  pour  éviter  les  lacunes, 
nous  rétablirons  ici  rapidement. 

Si  Ton  désigne  par  k  un  des  nombres  i ,  a,  . . .,  n,  la 
congruence 

^  j  (mod/„ /,,...,  A), 

où  les  nombres  entiers  8;^,  Sy^^A+o  ^k,n  doivent  être  re- 
gardés comme  les  inconnues,  possède  des  solutions 
où  8a  est  un  nombre  positif  (cjui  n'est  pas  nul).  En 
effet,  on  a  évidemment 

DaA-  =  o(mod/,,/2,  ...,/«). 

Parmi  les  solutions  de  (5),  choisissons-en  une  où  8^ 
soit  positif  et  le  plus  petit  possible,  et  posons  alors 

Si  cp  est  une  forme  linéaire  quelconque  à  coefficients 
numériques  entiers,  on  peut  choisir  les  nombres  f|, 
^2,  . . .,  tn  tels  que  la  forme 

(7)  ?  —  ^^1  —  'ï^i  — .  .  •--  Ugn  =  Cl  Ux  4-  CjWt-i-.  .  .-H  CnUn 

satisfasse  aux  conditions 

(8)  o^c,<o,,         o£c,<Os, 


JZ  t  /I   '-^    W;,. 


(  '  )  Comparez,  par  exemple,  Frobenius  :  Théorie  des  formes  li- 
néaires à  coefficients  entiers  {Journal  de  C relie,  t.  86,  p.  174  et 
suiv.). 
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Ensuite  deux  formes  diflerentes 

( 9 )  CtUi-h  CiUf+-. .  .-^  c„u„ 

satisfaisant  à  ces  conditions  ne  peuvent  pas  être  con- 
grues pour  les  modules  /i ,  /21  •••>/«  i  car,  en  Jes  retran- 
chant l'une  de  T autre,  on  obtiendrait  une  forme  dont 
l'existence  est  exclue  par  le  mode  même  de  détermina- 
lion  des  formes  g^*. 

De  là  résulte  que  chaque  forme  linéaire  ff  est  con- 
grue à  une  seule  et  unique  des  $«  82. .  .3^  formes  (9)  qui 
sont  caractérisées  par  les  inégalités  (8).  En  particulier, 
chaque  forme  congrue  à  zéro  pour  les  modules  fi , 
/21  •'   -i/n  esl  représenlable  sous  la  forme 

d'où  il  résulte  que  non  seulement  les  formes  g^,, 
giy  •••?  gf/i  peuvent  être  exprimées  sous  la  forme  de 
fonctions  linéaires  homogènes  à  coefficients  numériques 
entiers  des  formes  Jk^  fi')  -  •  ^  fnj  mais  encore  que  la 
réciproque  (*)  est  vraie.  Par  conséquent,  les  valeurs 
absolues  des  déterminants  des  deux  systèmes  de  formes 
sont  identiques  et,  par  suite,  le  nombre  ^1^^..,^^ 
des  formes  linéaires  incongrues  pour  les  modules  f\^ 
Aï  ...,//iest  égal  àD.* 

II. 

Soit  r  H-  I  le  premier  nombre  entier  qui  surpasse  J/D, 
en  sorte  que  l'on  ait 

(i)  /•«<D<(/'-hO''. 

Parmi  les  (r  -H  1)"  formes 

(  2  )  Cl  Ml  -f-  Cj  Mj  -h  .  .  .  -f-  Crt  Mn, 

(*)  Par  la  réciproque, nous  entendons  les  mêmes  quatre  dernières 
lignes  du  texte  où  l'on  remplacera  g  par/  et/  par  g.        L.  L. 
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qui  sont  caractérisées  par  les  inégalités 

(3)  o£c,£r,         olcî^r,         ...,         olc^l'r, 

il  en  existe  alors  certainement  deux  diflerentes,  qui  sont 
congrues  pour  les  modules  /« ,  /ai  -  -  -f  fn-  La  forme 

(4)  ri  wi-+-^i"«-*- •••-+■  rA"«* 

que  Ton  obtient  en  retranchant  Tune  de  Tautre  deux 
pareilles  formes,  a  ses  coefficients  compris  entre  —  r 
et  +  r,  et,  par  conséquent,  ceux-ci  sont  en  valeur 
absolue  ^^D.  Enfin,  cette  forme  est  représentable  sous 
la  forme 

OÙ  X\ ,  X2',  •••}  ^/t  désignent  des  nombres  qui  ne  sont  pas 
tous  nuls.  En  comparant  les  coefficients  de  U|,  U2,  «•«,  u^ 
dans  r  équation  (5),  on  reconnaît  que  : 

Si 

(6)        a/, a7|-f-a/ja:j -+-... -f-a,i,a?„        (*  =  i,2,  ...,n) 

sont  n  formes  linéaires  à  coefficients  numériques  entiers 
des  2'ariables  x^^x^j  . . .,  x»,  rfe  déterminant  différent 
de  zéro  et  égal  en  xmleur  absolue àD^on  peut  toujours 
donner  aux  variables  des  ^valeurs  numériques  entières, 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  telles  que  chacune  des 
formes  ait  une  valeur  absolue  <  ^D. 

Comme  on  le  reconnaît,  c'est  là  le  théorème  de  Min- 
kowski  pour  les  formes  à  coefficients  numériques  entiers. 

m. 

Soient  maintenant 
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n  formes  linéaires  à  coefHcienls  rationnels.  La  valeur 
absolue  de  leur  déterminant  A  est  sup[K)sée  dilFérentc 
de  zéro.  Choisissons  le  nombre  entier  positif  g  tel  que 
les  formes 

(2)     g(riiXi-^  ritXt-h...-hrinXn)        (t  =  i,a,  ...,/i) 

aient  des  coefficients  numériques  entiers.  Puisque  la  va- 
leur aLsolue  du  déterminant  de  ces  formes  est  ^^  A,  on 
peut,  au  moyen  de  valeurs  numériques  entières,  qui  ne 
sont  pas  toutes  nulles,  attribuées  à  Xi,  x^^  ...,  x»^ 
rendre  toutes  ces  formes  Sg^i  en  valeur  absolue,  et, 
par  conséquent,  rendre  toutes  les  premières  formes  (i) 
^y/A  en  valeur  absolue.  On  a,  de  la  sorte,  démontré  le 
ihéorème  de  Minkowski  pour  les  formes  à  coefficients 
rationnels. 

IV. 

Pour  étendre  maintenant  le  théorème  aux  formes 
à  coefficients  quelconques  on  a  besoin  d*un  théorème 
auxiliaire  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

Une  réunion  de  plusieurs  systèmes  (en  nombre  fini 
ou  infini),  chacun  de  n  formes  linéaires,  sera  nommé 
un  «  ensemble  »  de  systèmes  de  formes  (*  ).  Nous  consi- 
dérerons un  tel  ensemble,  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  : 

On  pourra  déterminer  deux  grandeurs  positives  3 
et  e  telles  que,  pour  chaque  système  quelconque  de 
formes 

(l)    yi-CixXi-\'CitXt-¥...-^CinXn  (l  =  I,  2,  .  .  . ,  n), 

qui  appartient  à  IVnsemble,  chaque  coefficient  c/^  soit 


(')  G.  Cantôr,  Contribution  à  l'exposition  de  la  Théorie  des 
ensembles  transfinis  {Math.  Ann.,  t.  LXVI,  p.  ^Hi)  et  Travaux  pré- 
cédents du  même  auteur. 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVII.  (Février  1R98.)  5 
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en  valeur  absolue  inférieur  à  8,  et  que  la  valeur  absolue 
du  déterminant  |  c/a  |  soit  supérieure  à  e. 

Maintenant,  soit  (i)  un  système  déterminé  de  formes, 
pris  dans  Tensemble,  et  soient  x^^  x^^  . . .,  Xn  un  sys- 
tème de  nombres  entiers,  pour  lesquels  les  valeurs  des 
formes  y«  ,j^2>  •••>  J^/i  soient  toutes  en  valeur  absolue  ^  G, 
G  désignant  une  grandeur  positive  assignée.  Les  solu- 
tions des  équations  (i)  peuvent  èlre  désignées  par 

en  ce  cas  yiA  est  le  sous-déterminaut  de  c,i^dans  le  dé- 
terminant I  Cik  I  divisé  par  le  déterminant  lui-même. 

Puisque  chacun  des  {n  —  1)!  éléments  de  ce  sous- 
déterminant  est,  pris  en  valeur  absolue,  inférieur  à  o"*"* , 
on  a 


(3)                              ahsY/A<(/i 

..,-: 

et,  par  suite. 

(4)               |:r,l</,!-'7-G 

(' ^1,  -> 

Cette  limite,  pour  les  valeurs  absolues  des  nombres 
entiers  x«,  Xa,  . . .,  x«,  ne  dépend  que  de  0,  e,  G.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  x^^  X2^  . . .,  o^rt  est  un  système  de  valeurs  numé- 
riques entières^  pour  lequel  les  formes  d'un  système  de 
formes  pris  dans  l'ensemble  sont  toutes  prises  em^a- 
leur  absolue,  ^  G,  ce  système  de  valeurs Xt ,  X2,  ...,  JC» 
se  trouve  nécessairement  parmi  un  nombre  fini  de 
systèmes  de  valeurs  qui  dépendent  exclusii^ement 
deOy  e,  G. 

[Si  Ton  représente  chaque  système  de  valeurs  numé- 
riques entières  Xi,  Xa,  . . .,  ^«  P^**  ^*^  point  d'un  espace 
à  n  dimensions,  dont  les  coordonnées  sont  j  1 ,  Xj,  ...,  x,,, 
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le  théorème  précédent  apparaît  comme  conséquence  de 
ce  fait  que  la  totalité  des  points  dont  les  coordonnées 
ont  pour  valeur  des  nombres  entiers  (points  d'un  l'é- 
seau)j  forme  un  ensemble  de  points  sans  points-limites 
(Haûfungsstellc)  à  distance  finie]. 

V. 
Les  formes 

(I)  CnXi-t-CiiXi-^...-¥Ci„T„  (/=  I,  7.,    ...,   /I) 

peuvent  maintenant  avoir  des  coefficients  réels  quel- 
conques et  un  déterminant  A  diflerent  de  zéro.  Alors 
cliaqile  coefBcient  c/a  sera  représenté  par  une  série  fon- 
damentale de  Cantor 

en  sorte  que  /'^J*  désigne,  par  suite,  un  nombre  rationnel 
qui,  pour  "k  croissant  indéfiniment,  tend  vers  la  li- 
mite Cik.  Si  Ton  désigne  par  A^^^  le  déterminant  du  sys- 
tème de  formes 

(3)  r^f]^Xi-hr[\xt'h..,^r^^\^Tn        (1*=  i,  •>.,...,  n), 
on  a  évidemment 

(4)  LimAOï  =  A. 

Si  l'on  convient  maintenant  d'attribuer  à  A  les  va- 
leurs I,  a,  3,  ...,  on  tirera  de  (3)  un  ensemble  de 
systèmes  de  formes  qui  satisfait  aux  conditions  du  pré- 
cédent paragraphe  quand  on  y  supprime  les  systèmes 
de  formes  où  Ton  aurait  A^^^  =  o.  Pour  chaque  indice  X 
détermine,  on  peut  attribuer  à  X|,  T2,  ...,  X/i  des  va- 
leurs numériques  entières,  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles, 


(  70 
telles  que 

I  (er=i,  2,  ...,n), 

et  il  existe  alors  certainement,  d'après  le  théorème  du 
numéro  précédent,  un  pareil  système  de  nombres  en- 
tiers Xi,  a?2,  . .  •,  ^nt  quî»  pour  un  nombre  infini  d'in- 
dices ).,  satisfait  aux  inégalités  (5).  Pour  un  tel  système 
X|,  072»  •••>  J?/,,  on  peut  passer  à  la  limite  X  =  oc,  et 
Ton  obtient  alors 

(6)  I  Cil  a?i  -+-  CiiXt -h . .  .H-  CinO^n  \  =  v^âbsA, 

et  le  théorème  de  Minkowskî  se  trouve  maintenant  com- 
plètement démontré. 

VI. 

Lorsque  a?!,  Xij  .  .  .,  x,i  sont  des  nombres  entiers 
qui  ne  sont  pas  tous  nuls  et  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités (6),  ou  bien  c'est  partout  le  signe  <;  qui  peut 
avoir  lieu  dans  ces  inégalités,  ou  bien  dans  unp  ou  plu- 
sieurs d'entre  elles  c'est  le  signe  d'égalité  qui  peut  avoir 
lieu.  Mais  nous  allons  aussi  démontrer  qu'il  est  pos- 
sible de  déterminer  Xi,  Xa,  .  - . ,  x„,  de  telle  sorte  que 
ce  soit  le  signe  <|  qui  ait  lieu  en  n  — i  quelconques 
des  inégalités  (6),  dans  les  {n  —  i)  dernières,  par 
exemple  (  •  ). 

Si  l'on  désigne  par  /ti,  Ao,  • . . ,  k,i^  n  grandeurs  posi- 
tives qui  satisfont  à  la  condition 

(ï)  AtiÂj...  A-|»=  absA, 


(  '  )  Minkowskî,  Géométrie  des  nombres,  p.  io(i. 
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les  formes 


A/ 

OQl  pour  détenninaiil  =b  i . 

Par  coQséquent,  on  peut  dëlerininer  les  nombres  eu- 
liera  X|, X2,  . .  .,Xh^  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  tels  que 
Ton  ait 

(3)  I  C/iX,  -4-  CitXf-h..  .-^Cin^a  |  $  A"/  (  I  =  1 ,  2,  .  .  . ,  n). 

Choisissons  maintenant  une  suite  de  grandeurs  po- 
sitives 

(4)  6,,     E,,     ...,     ex,     ..., 

qui  soient  toutes  <1  y^abs  A  et  qui  satisfassent  h  la  condition 
lim6x  =  o,  et  déterminons,    pour  chaque  indice  X,  la 

grandeur  positive  e'x  au  moyen  de  Téquation 

(5)  (yanbïï  +  ÊxXv^âbïï— £))"-*=  abs  A. 

On  a  évidemment  aussi 

limex==o. 
X  =  « 

Maintenant,  pour  chaque  indice  X,  les  inégalités 

Il  C|i  Xi-hCiiZt-^.^.-h  CinXn  \  i  v^abs  Â  -4-  ex, 
I  c/i  a?!  -f-  c/i  ari  -+-...  -f-  cm^n  |  =  'i/absA  —  sx 
(t  =  i,  2,  ...,  n), 

pourront  être  satisfaites  [en  vertu  de  (3)].  El,  d'après  le 
paragraphe  IV,  on  peut  supposer  qu'un  seul  et  même 
système  Xi,  0:2,  .  •  •,  x,,  satisfait  aux  inégalités  (6)  pour 
un  nombre  infini  d'indices  X.  Alors,  pour  un  pareil  sys- 
tème, on  aura 


I  ^/i^i-^-  CitXi-\-.,.  \-Cinrn  \  <  v^ahsA         (/=  i ,•>,...,/?  ), 
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et  le  passage  à  la  limite  X  =  oo  nous  montre  que  ron  a, 
en  même  temps, 


[L«7d] 

SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  FOCALE  DES  CONIQUES; 

Pab  m.  g.  galluggi. 


1.  Deux  tangentes  quelconques  d'une  conique  et 
les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  ces  tan- 
gentes touchent  une  autre  conique. 

Soient  AB,  AG  Jes  deux  tangentes,  F,  F'  les  deux 
foyers,  R,  Q,  R',  Q'  leurs  projections  sur  AB,  AC  et  M 
la  projection  de  A  sur  Taxe  focal  FF'  (  '  ).  Les  points  A, 
M,  R,  Q  sont  sur  le  cercle  décrit  sur  AF  comme  dia- 
mètre et  les  points  A,  M,  R',  Q'  sur  le  cercle  décrit  sur 
AF'  comme  diamètre^  mais  R,  Q,  R',  Q'  sont  sur  la  po- 
daire  des  foyers;  donc  les  trois  droites  RQ,  R'Q',  AM 
concourent  en  un  point  A|  qui  est  le  centre  radical  des 
trois 'Cercles  précédents.  La  droite  AM  est  donc  la  po- 
laire du  point  A'^RQ'.R'Q  par  rapport  à  la  podaîre 
des  foyers  et,  par  conséquent,  ce  point  doit  se  trouver 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  AM ,  c'est-à-dire  sur 
FF'.  Il  résulte  de  lout  cela  que  Tliexagone  des  droites 
AB,  RF,  QF,  AC,  FQ',  FR!  est  un  hexagone  de  Brian- 
clion. 

2.  Dans  un  triangle  ABC,  soient  F,  F'  deux  points 
inverses,  P,  Q,  R,  P',  Q',  R'  leurs  projections  sur  BC, 
CA,    AB;    posons    :    A'~RQ'.R'Q,    B'-RP'.R'P, 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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C'=  PQ'.  F  Q,     Al  =  RQ .  R\y,     B,  z-  RP.  R'l>', 
Cl  =  PQ.  P'Q'.  On  a  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  points  A',  B',  C  ço/if  5ar  FF'  ; 

2®  Les  droites  AA|,  BB|,  CC«  50/if  perpendiculaires 
«FF; 

S'*  £«  droite  A  A'  passe  par  B<  e^  C|  5  de  même  BB' 
passe  par  C^  et  k^  et  CC  passe  par  A<  eï  Bi  5 

4**  Z^«  triangle  A|  B|  C|  e^i  conjugué  par  rapport  au 
cercle  des  points  P,  Q,  R,  F,  Q',  R'5 

5**  Ze  triangle  ABC  e^  ce/ui  rfej  droites  A'A,,  B'B|, 
C'Ci  ^o/it  réciproques  par  rapport  au  même  cercle', 

6°  Les  droites  P'A|,  Q'B|,  R'C|  concourent  sur  le 
même  cercle ,  ainsi  que  les  droites  PA',  QB',  RC. 

Les  propriétés  1**  et  2*  sont  établies  par  le  raison- 
nement précédent;  les  autres  s'en  déduisent  très  fa- 
cilement. Toutes  ces  propriétés  ont  été  données  par 
H.  Schrôter  dans  le  cas  particulier  où  P,  Q,  R  sont  les 
milieux  des  côtés  et  P,  Q',  R'  les  pieds  des  hauteurs. 

yoir  :  Schrôter  y  Steiners  Forlesung  ûber  Geome- 
triej  2' Partie,  p.  .84;  Frawke,  Ueber  gewisse  Linien  im 
Dreiecke  {Journal  de  C relie,  vol.  99,  p.  ï6i);  Schrô- 
ter, Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  von  Herrn  Franke 
[Journal  de  Crelle,  vol.  99,  p.  233). 


[Hll]  [J4a] 
SUR  LA  CONVERGENCE  DES  SUDSTITUTIOXS  UNIFORMES; 
Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


Dans  un  article  précédent  (*)  j'ai   étudié  la  conver 

gence  de  la  substitution 

x,fx 


C)   Voir  p.  3o6;  iS»»;. 
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vers  iine  racine  a  de  l'équation  y^:  —  x  =  o,  quand  la 
fonction  donnée  fx  est  holomorplic  dans  le  voisinage 

dfx 
du  point  a,  et  quand  la  dérivée  -^  prend  en  ce  point 

une  valeur  dont  le  module  est  i ,  et  Targuaient > 

h  étant  plus  petit  que  n  et  premier  avec  lui.  J'ai  montré 
qu'alors  les  n  premières  dérivées  de  la  diilereuce 
f'^X  —  X  sont  nulles  pour  x  =  a  cl  que,  i*n  supposant  la 
dérivée  {n  +  i)^^'"»<^  de  celte  même  différence  non  égale 
à  o  pour  j:  =  a,  il  existe,  dans  un  cercle  inCniment 
petit  décrit  autour  du  points,  n  secteurs  de  convergence 
el  n  secteurs  de  divergence  pour  la  substitution  propo- 
sée; ces  secteurs  ont  tous  même  amplitude  et  alternent 
entre  eux. 

Considérons,  à  présent,  le  cas  où  la  première  dérivée 
de  la  différencejf"  j:  —  jc,  qui  ne  s'annule  pas  en  a,  est 
d'ordre  m-\-  \,  m  étant  nécessairement  plus  grand  que 
n\  les  w premières  dérivées  def"x  —  x  étant  des  fonc- 
tions que  Ton  sait  former  des  m  premières  dérivées  de 
fx  —  X,  le  fait  se  produira  s'il  existe  entre  ces  der- 
nières certaines  relations  convenables.  Considérons  la 
fonction  y,t  =f"x'^  comme  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

nous  pourrons  répéter  les  raisonnements  de  notre  pre- 
mière étude  et  nous  trouverons,  autour  du  point  a,  non 
plus  /2,  mais  m  secteurs  de  convergence  pour  la  substi- 
tution X,  f"x;  pour  obtenir  ceux  de  la  substitution 
proposée,  il  suffit  de  remarc|uer  que,  lorsque,  à  une 
distance  très  petite  de  a,  on  passe  de  la  functiony^x  à 
la  fonction y*^'*"*x,  l'argument  de  la  dérivée  de  la  der- 
nière diUerc  très  peu  de  celui  de  la  dérivée  de  la  pre- 
mière augmenté  de  - —  Pour  obtenir  les  secteurs  de 
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coiivci^iïnce  de  Xy  fx^  ou  fera  tourner  ceux  de  x,  f'^x^ 

dans  le   sens  negatit,  d  un  angle  égal    a  — ^^ — • 

Pour  que  les  secteurs  de  convergence  d'une  subslilulion 
x^f*fx  soient  les  mêmes  que  ceux  de  x,  /''x,  il  faut  et 

il  sufGt  que  Tangle  -^ — ^^     "^  soit  un  multiple  de  ?-^; 

c'est-à-dire 

mq^o        (mod/i). 

Si  n  ei  m  étaient  premîei's  entre  eux,  un  secteur  de 
convergence  pour  une  substitution  ne  le  serait,  du 
moins  dans  sa  totalité,  pour  aucune  autre.  Si  n  et  m 
admettaient  un  plus  grand  diviseur  commun  r/,  la  v.a< 

leur -^  de  q  satisferait  h  la  condition  ci-dessus,  et  les 

secteurs  de  convergence  pour  x^f"x  le  seraient  aussi 
pour  les  substitutions 

mais  pour  celles-là  seulement. 

Or  les  deux  dernières  hypothèses  sont  inadmissibles 
et  m  est  toujours  multiple  de  n.  En  effet,  considérons  la 
suite  des  diverses  itératives 

X,    /r,    px,     ...; 

pour  une  valeur  donnée  de  x,  ou  il  y  a  convergence, 
ou  il  y  a  divergence  (écartons  le  cas  où  après  n  itéra- 
tions on  retomberait  exactement  sur  la  valeur  initiale). 
Supposons,  par  exemple,  le  cas  de  la  convergence,  et 
considérons  la  suite  des  itératives 

en  partant  de  la  môme  valeur  x  que  tout  à  Theure,  nous 
aurons  convergence  puisque  ces  itératives  apparliennent 
clles-mùmes  à  la  première  suite;  il  est  donc  impossible 
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d*adiiu!Urc  qu'un  secteur  de  convergence  pour  une  sub- 
stitution ne  le  soit  pas  dans  sa  totalité  pour  une  autre 
quelconque;  m  est  donc  toujours  multiple  de  /i,   on  est 
ainsi  amené  à  ce  théorème  : 

Soit  a  un  point^racine  de  Véquation  Jx  —  x  =  o, 
fx  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a;  dési- 
gnons par  /"  la  /i'^"»^  itérativ^e  de  fx^  par  p  un  mul- 
tiple de  7î,  par  a^^a^^  ...  les  valeurs  que  prennent  en 
a  les  dérivées  de  fx  par  rapport  à  x  ;  par  A| ,  Aa,  . .  • 
les  valeuis  que  prennent  en  a  les  dérivées  def'^x  —  x 
par  rapport  à  la  même  variable^  et  supposons  qu'il 
existe  entre  les  ai  des  relations  telles  que  les  p  quan- 
tités A|,  A2,  . . . ,  A^  soient  nulles;  cela  posé,  si  l'on 
assujettit  les  ai  à  satisfaire  à  Une  nouvelle  condition 
choisie  de  telle  sorte  que  Von  ait  A^^i  r=  o ,  on  a  aussi 

Ap^2  =  Oy  Ap^2  =  0,  . . .,  A.p^n  =  o  ;  autrement  dit  - 

relations  convenables  sont  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  p  premières  dérivées  de  f"x  —  x  soient 
nulles  pour  x  =  a, 

II  serait  désirable  de  démontrer  directement  ce  lliéo- 
rènie  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier. 
Ainsi,  pour  72  ^^  2,  la  relation 

at  H-  1  =  o 
en  traîne 

A I  =  o,        Aï  =  o. 

Jointe  à  la  précédente,  la  relation 

3a|  4-  203  =  o 
entraine 

A3  =  o,        A^  =  o. 

Jointe  aux  deux  précédentes,  la  relation 
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entraine  à  soii  tour 

As  =  o, 

Ac  =  o, 

Pour  «  =  3,  la  relation 

ai 

=  e-?^- 

entraîne 

A|  =  o,        Aj  =  o,        A3  =  o. 
Jointe  a  la  précédente,  la  relation 


^"f  j 


(— 3«ï^-hi5aî  -hiatas)  -h  e  *  (— Srt^-^-Sa}— i4rt,a3)  =  o 
entraine 

At  =  o,        A«  =  o,        Assoy         .... 

Serrct  a  montré  (algèbre  supérieure)   que  la  fonc- 
tion 

•K            I 
V  =  2  COS  — 

n       X 
saiiafait  k  Téquation  fonctionnelle 

Toutes  les  dérivées  de  f'^x  —  x  sont  nulles  au  point- 

racine  et  d^ailleurs,  en  tout  point,  les  coefficients  de  -rj-> 

dans  le  développement  de  cette  fonction,  satisfont  aux 
conditions  sus-énoncées. 

Si  une  fonction  satisfait  à  Téquation  fonctionnelle 

f*^x  —  X  =  o, 

pour  une  valeur  quelconque  de  :i:  il  ne  saurait,  par  dé- 
finition, exister  ni  convergence,  ni  divergence,  puisque 
après  n  itérations  on  retombe  sur  la  valeur  initiale;  c'est 
ce  que  montre  aussi  notre  analyse;  la  n}^^^  itérative 
ayant  pour  valeur  jc,  la  première  dérivée  de  f"x  —  ,r, 
diflerente  de  zéro,  est  d'ordre  infini;  il  y  a  donc  une 
infinité  de  secteurs  de  convergence  et  de  secteurs  de  di- 
vergence  infiniment  petits,   et  alternant;  on  ne   peut 


(8o) 
donc  plus  dire  que  x  soît  pris  dans  un  secteur  de  con- 
vergence ou  dans  un  secteur  de  divergence. 

A  part  ce  cas,  nous  arrivons  donc,  comme  dans  notre 
première  étude,  à  trouver,  autour  du  point  a  et  dans  un 
cercle  infiniment  petit,  deux  aires  de  convergence  et  de 
divergence  de  même  surface.  II  se  peut  qu*un  secteur  de 
divergence  fasse  partie  d'une  région  de  convergence  k 
distance  finie,  cette  région  aboutissant  finalement  a  un 
secteur  de  convergence;  c'est  ce  qui  se  passe  pour  la 
fonction 


Vr 


C{x-^a)P-^ 


dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  (')  et  qu'a  employée 
aussi  M.  Leau,  dans  sa  thèse  si  intéressante  (^).  Nos 
résultats  ont  été  communiqués  »\  l'Académie  des  Sciences 
le  i6  novembre  1896  et  le  3 1  mai  1897. 


[A31]  [06c] 

SUR  LES  EXPRESSIONS  DITES  SURPUISSANCES; 

Par  m.  D.  GRAVÉ,  à  Saint-Pélersbourg. 


Dans  le  Mémoire  intitulé  De  fonnuUs  exponenliali- 
bus  replicatis  ('),  Euler  traite  le  problème  suivant  : 
Soient  les  relations 

ii>3 (ar)  =  a«aC*^  =  a»"',         . . . , 


{^)  Un  théorème  sur  les  /onctions  itératives  ( BuU.  de  la  Soc. 
math.y  t.  XXUI,  1895). 

(')  Étude  sur  les  équations  fonctionnelles,  avril  iSy;. 

(^)  Acta  Academiœ  Scient iarum  Iniperialis  Petropolitanœ, 
pro  anno  MDCCLWVIT.  Pais  prioi.  page  38. 


(8.  ) 
OÙ  a  >  o  ;  nous  aurons 

Il  faut  trouver  la  fonclion  limite  Q{jc)  vers  laquelle 
tend  iOn(x)  avec  raccroissement  du  nombre  entier  /i. 

Ce  problème  se  trouve  complètement  résolu  dans  le 
iMémoire  cité  d'EuIer.  (^omme  l'auteur  ne  démontre  pas 
sa  solution,  j'ai  pour  but  d'exposer  ici  les  résultats 
d'RuIer  avec  les  démonstrations  nécessaires. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  au  lieu  de  i»^k(x)^  écrivons 
lout  simplement  x„»  En  nous  bornant  aux  valeurs 
réelles  de  x^  nous  pouvons  évidemment  supposer  x  po- 
sitif, car,  si  Ton  avait  x<^o,on  pourrait,  au  lieu  de  x, 
prendre  Xi  =  a^. 

Montrons  d'abord  que  si  a  >  e<^  ==  i ,  444^(>  •  ■ .  ?    on 

aura,  pour  n  =  30, 

lîm  ja:»  j  =  «. 

En  effet,  d'après  des  considérations  bien  connues, 


\ogx  ^  I 

d'où, 

pour  le 

cas 

considéré, 

ou 

c'est- 

•à-dire 

T<a', 

X  K.  X\. 
Ainsi  nous  voyons  que  l'on  a 

^  <  iF|  <  ^î  < . . .  <  iCrt-t  <  Xn- 

Démontrons  que  toutes  les  dillérences 
Xk^i  —  Xk  =  a**  —  Xk 
sont  plus  grandes  qu'un  certain  nombre  positif. 
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Eu  consîdéraiil  la  fonction  'f  (x)  =  «•'^ — x,  formons 
sa  dérivée  ©'(x)  =  a-^logrt  —  i.  Nous  voyons  que,  sî 
a]>e,  la  dérivée  est  positive  et  la  fonction  o{x)  a  sa 
moindre  valeur  pour  j?  =  o;  mais  on  a 

<p(0)r=I, 

d'où  il  suit  que  (p(x)>  i. 
1 
Si  e*^<[«<C  <?,  la  dérivée  s'annule  pour 

__       logloga 
"  \oga 

et  nous  obtenons 

i-i-loglogff 
loga 

En  désignant  par  a  le  nombre  positif p-^^ — —9 

nous  aurons 

<p(a:)>a, 

c'est-à-dire  que  toutes  les  différences  Xa^., — Xa  sont 

plus  grandes  que  a.  Ainsi  nous  voyons  que  x^  croît 

sans  limites  avec  le  nombre  n. 

t_ 

Prenons  à  présent  le  cas  suivant  i  •<  a  <  c*'-  L'équa- 
tion a^=x  a  dans  ce  cas  deux  racines  réelles,  une 
entre  1  et  eet  l'autre  entre  e  et  oc.  Désignons  la  pre- 
mière racine  par  X  et  Taulre  par  |jl. 

La  fonction  x«  —  x  =  «^ —  x  =  o(x)  pour  x  =  o  et 
pour  07  =  00  est  positive;  il  ne  reste  qu'à  étudier  ses 
valeurs  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x.  Formons 
la  dérivée  o'(x)  =  a^loga  —  i,  et  désignons  sa  racine 
positive  parxo;  nous  obtenons  évidemment 

a-.=      '     . 
loga 
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1 

Comme  i  <  /i  <  e?*",  on  a 


d'où 


o  <  loga<     » 
e 


loga 


on  aura 

ou 

j-ologa>i. 

Âînsî  ia  fonction  Q>(x)  décroîl  dans  Tinlervallc  de  o  jus- 
qu'à jfo,  atteint  sa  valeur  minimum  pour  Tq  et  com- 
mence à  croître  pour  tous  les  j:  >  ^r©. 

En  substituant  Xq  dans  Texpression  pour  la  fonction 
o(a:),  nous  obtiendrons 

*  ^    ^  loga  loga 

par  conséquent  réquation  cp(a:)  =  ()  a  deux  racines 
simples,  une  entre  o  et  x^  et  l'autre  entre  x^  et  oo. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  réelles  de  Téqua- 
lîon  <f  (^)  =  o  sont  séparées  par  le  nombre  e.  En  elFet, 
en  substituant  e  à  x,  nous  obtenons 


?(0 


r  -Y 

=  a* — €  <i.ye*^  \  — e  =  o. 


Considérons  trois  intervalles  de  o  à  X,  de  X  à  \k  et  de 

[Jl  à  00; 

La  fonction  ^{x)  est  positive  dans  le  premier  et  le 
troisième  intervalle  et  négative  dans  le  second.  Par 
conséquent,  si  nous  prenons  la  valeur  initiale  x  dans  le 
premier  ou  le  troisième  intervalle,  les  valeurs  consécur 
tives  Xk  croissent  avec  h.  Au  contraire,  si  la  valeur 
de  X  se  trouve  dans  le  second  intervalle,  les  nombres  xh 
décroissent. 
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En  posant  x  ==  iJi  -h  S,  où  o  >  o,  nous  aurons 

Ainsi  nous  voyons  qnc  Xa+i  —  JCk>  o(Iog|jL  —  i),  de 
sorte  que,  quelque  petit  que  soit  o  pour  x>  \l^  on  aura 

limjar«j«=:«  =  oc. 

Connue  a  >  i ,  il  s'ensuit  que 

si  j:  <  i.  En  prenant,  au  lieu  de  Ç,  la  racine  A,  on  aura, 

pour  a:  <  X, 

a*  <  a\ 

c'est-à-dire 

xt<  X,. 

Ainsi  nous  remarquons  que  a:„<:;^;  mais  comme,  pour 
JC  <  X,  on  a 

nous  voyons  que  Xn^  avec  l'augmentation  de  n,  tend 
vers  une  limite  qui  ne  surpasse  pas  a;  mais  comme  cette 
limite  doit  être  égale  à  Tune  des  racines  de  l'équation 
a^=  X,  par  conséquent  celte  limite  doit  être  égale  a  X, 
c'est-à-dire  qu'on  peut  écrire 

liiM  jir„j„=«  =  X. 

De  la  même  façon,  nous  démontrerons  que,  si  x  se 
trouve  entre  X  et  |i,  on  aura 

a?  >  a?!  >  a?i  > . . .  >  a:  > . . .  >  X, 

et,  par  conséquent, 

liin  ja-„j„  =  «=  X. 
Si  o:  =  |JL,  on  aura 

et,  par  suite, 
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1 

Le  cas  liinîlc  a  =  e^  donne: 

pour  x^^, 

limjj',,[„_,  =  » 
pour  X  >>  e. 

Passons  à  présent  au  cas  a  <[  i  • 

En  considérant  la  fonction  ^{x),  nous  remarquons 
que  la  dérivée  de  cette  fonction  pour  a  <^  i  est  constam- 
ment négative;  par  conséquent  la  fonction  est  décrois» 
sanie;  elle  est  positive  pour  x=o  et  négative  pour 
jr  =  I ,  donc  elle  a  une  racine  réelle  comprise  entre  o 
ei  I. 

Nous  désignerons  cette  racine  par  X. 

Considérons  à  présent  Téquation 

Cette  équation  n'a  pas  évidemment  de  racines  réelles 

quand  a  >►  e';  pour  i  <  «  <C  e*  les  deux  racines  X  et  jjl 
de  l'équation  a^=  x  sont  les  seules  racines  de  l'équa- 
tion (i). 

En  restant  toujours  dans  le  cas  a<  i,  et  en  posant 

n=  Tj  nous  obtiendrons  &  ]>  i . 

Prenons  la  fonction  ^(x)  =  a"" —  x. 

En  posant  j^  =  a*',  nous  pouvons  écrire  la  dérivée 
'Y(x)  sous  la  forme 

La  seconde  dérivée  sera 

Si  Ton  suppose  i  <  e,  on  aura 

I  —  log66"'>  o, 
Ann.  de  .Hathémat.,  3-  série,  t.  XVII.  (Février  1898.  6 
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et  nous  obtiendrons 

par  conséquent,  la  première  dérivée  <j/(x)  est  une  fonc- 
tion décroissante.  Mais  on  a 

^'(o)  =  — ^ Ko, 

d'où 

'^'(jr)  <o. 

La  fonction  ^(x)  décroît  et,  comme  on  a 

<j;(o)  =  rt>o,         il(r)  — a« — i  <  o, 

elle   devient  nulle    pour    la   racine    A    de   réquaiîoii 

Pour  le  cas  h  ;>  e,  Téquatiou  Yi**^)  ^^  ^  admet  une 
racine  réelle  enire  o  et  i;  cette  racine  est  égale  h 

_  loglog/> 

Pour  o<.r  <  Xo,  on  a 

^'(x)  >  o; 
mais,  pour  Xq  <  .r  ^  i ,  on  a 

Dans  le  premier  intervalle   la  fonction  ^'(x)   croît 

I     I          I          \oR^b 
en  partant  de  la  vaJeur—^^ 1  qui  est  négative  pour 

toutes  les  valeurs  de  b  et  atteint  la  valeur  maximum 
pour  X  =  Xo-  Après  cette  valeur  la  fonction  commence* 
à  décroître. 

Si  'y(Xç)<Co,  la  fonction  'j''(x)  sera  négative  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  et  par  conséquent  la  fonction 
•|(x)  a  la  racine  unique  X  qui  sera  en  même  temps  celli^ 
de  Téquation  a^==x. 

Si  l'on  a  'y(xo)  >  o,  il  n'est  pas  difficile  de  se  con- 
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vaincre  que  1  équation   <|^(j:)  =  o,   outre  la  racine  de 
réqualion  a'=x,  en  admet  deux  autres.  Mais,  comme 
on  a 

f  (xo)=  ilog6-i, 

démontrons  que  si  logi  >  é,  l'équation  ^(x)  =s>  o  aura 
deux  racines  réelles  comprises  entre  o  et  indistinctes 
de  A, 

Dans  ce  cas 

b>e',         ^<j^  =0,065948.... 

La  fonction  ^(x)  a  évidemment  une  racine  7v  qui 
appartient  à  l'équation  a^=x.  Substituons  cette  ra- 
cine dans  l'expression  de  la  première  dérivée;  on  aura 
la  relation 

tl'().)  =  X«log«ô  — i  =  log»X  — i>o, 

où  ^'(X)  devient  nulle  pour  i  =  e*,  X  =  -♦  et  <|/(X)  est 
positive  pour  b  >•  e^. 

Par  conséquent,  il  vient,  pour  e  infiniment  petit  po- 
sitif, 

(}/(X-e)<o,         ^.(X-f.e)>o. 

Mais,  en  tenant  compte  des  inégalités 

iKo)>o,        ^^(i)<o, 

nous  arrivons  à  ce  résultat  que  l'équation  6(x)  =  o  a 
deux  autres  racines  réelles,  une  entre  o  et  A  et  l'autre 
entre  X  et  i.  En  désignant  la  première  racine  par  Xi  et 
la  seconde  par  Xs,  nous  aurons 

X,>A,,        Xi=a>'.,        Xj  =  a>i. 
Ainsi  nous  voyons  que,^  pour  le  cas— <a<i,  on 
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aura 

si  Xk^\]  maïs  a^*=  xa+i  et  «^=  X,  d'où 
Quand  x  <  \  on  aura  évidemment 

T<X,  37,  <  A.  n<X.  .-,  ^f«       <À, 

.ri>X,         a?,>X,  ...,         a*,„^,>)v. 

Comme  la  fonction  '|(j^)  a  le  même  signe  que  'f  (x), 
on  aura  les  inégalités 

J-jit+i  —  a-u-1  =  ^  i  ^\k-\  )  <  O, 

et  nous  remarquons  que  les  expressions  avec  indices 
pairs  croissent  en  restant  toujours  plus  petites  que  X; 
par  conséquent  elles  tendent  vers  une  limite.  De  même 
façon,  les  expressions  avec  indices  impairs  décroissent 
en  restant  plus  grandes  que  X  et  tendent  vers  une  limite 
fixe.  Il  est  évident  que  ces  expressions  ne  peuvent  pas 
avoir  une  autre  limite  que  la  racine  de  la  fonction  '^^{x) 
cl,  par  conséquent, 

Hm  J  x^n  jn  =  -  =  lim  j  X^n-^x  {«  =  •  =  X. 

Pour  X  >-  X,  les  raisonnements  sont  les  mêmes.  Les 
expressions  avec  les  indices  pairs  s'approchent  de  la 
limite  X  en  décroissant. 

Prenons  le  dernier  cas  a  <  —  • 

Considérons  quatre  intervalles 

I(o,XO,     II(Xi,X),    11I(X,X,),    IV(X„^-«). 

Les  signes  des  fonctions  o  et  ^  pour  ces  inlervalies 
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composent  la  Table  suivanle  : 


1. 

tl. 

m. 

IV. 

o(^) 

-4- 

-+- 

— 

— 

'K^) 

-h 

— 

-+- 

— 

La  Table  des  signes  de  la  fonction  montre  que  la  ra- 
cine X  se  trouve  toujours  entre  deux  nombres  consécu- 
tifs de  notre  série 

Xj    a:i,     T,,     jyj,     ...,     Xn,     .... 

Nous  allons  établir  que  les  nombres  avec  des  indices 
pairs  ou  infinis  doivent  se  trouver  dans  un  même  inter- 
valle. En  effets  si  x  se  trouve  dans  le  premier  intervalle, 
X|  doit  être  dans  le  quatrième,  et  vice  versa. 

Cela  peut  être  démontré  de  la  manière  suivante  :  Si 
X  <  X, ,  nous  aurons 

ou,  en  d'autres  termes, 

xi>  Xj, 

et  vice  versa;  si  j?  >«  Xa,  on  aura 

Nous  remarquons  que  toutes  les  valeurs  x^a  à  indices 
pairs  seront  comprises  dans  un  même  intervalle,  et 
toutes  les  autres  XaA^.!  dans  un  autre. 

Six  se  trouve  dans  le  second  intervalle,  toutes  les  va- 
leurs X2k  seront  dans  le  même  intervalle,  mais  tous  les 
nombres  à  indices  impairs  seront  dans  le  troisième  in- 
tervalle, et  vice  versa. 

En  effet,  si 


on  aara 

ou 

De  même  façon,  si 

on  aura 

ou 
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X  <  jr  <  Xj, 
X>ar,>Xt. 


De  tout  ce  qui  précède  nous  pouvons  conclure  que, 
MX  se  trouve  dans  les  deux  premiers  intervalles  I,  II, 
on  aura 

lim  jâ7j„  j„  =  «  =  X|,         lim  jarjn-n  jn  =  «  =  Xf. 

Pour  les  intervalles  llf,  IV,  où  a:  >  X,  on  a 

Km  jarjrtj„  =  «=  X,,         lim }  ar,„+,  j„=«=  Xi. 

On  peut  résumer  les  résultats  obtenus  dans  le  théo- 
j-ème  que  voicî  : 

Théorème.  —  La /onction  limite  ù{x)  se  détermine 
de  la  manière  suivante  : 

1.  a>e^, 

Û(ar)  =  00  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 

i 

2.  i<a<e^, 

û(ar)  =  X  pour         — 00  <  j;  <  jjc, 

Û(|i)=|x  »  .r  =  fi, 

Û(ar)  =  <»  »  iJi<x<-t-oo. 


3.  !<«<., 


fl(ar)  =  X. 
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4.  o  <  a  <  -:i  en  écrivant 

Q^x)  =  X|,     Ûj(j:)  =  X,         pour         —  oo<ar<A, 
Û,(X)  =  Uf(X)=  \  »  j:  =  X, 

û,(x)  =  X„     l2,(:r)=X,  »  X<jr<-hoo. 

Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  la  proposition  concer- 
nant ]es  opéra  lions  in  versos. 

Désignons  par  Log^o:  le  logarithme  du  nombre  x  pris 
dans  le  système  ayant  pour  base  a. 

Considérons  la  série  des  nombres 

JTl  =  Loga-r,  Xn=Lo^a^\n  .••,  ^«  —  1-0  ga  a:,,- 1. 

Si,  dans  le  calcul  des  nombres  consécutifs,  nous  par- 
venons à  un  nombre  négatif  a:*,  le  nombre  suivant 
xa^.,  ==  XaO^aXk  sera  évidemment  imaginaire. 

Désignons  par  'i(x)  la  limite  vers  laquelle  tend 

Loga  Loga  . . .  r.ogrt  LagaiT, 

avec  augmentation  indéfinie  du  nombre  d'opérations  con- 
sécutives. 

Considérons  le  cas  i  ^  a  £  6?*^. 

Cette  limite  ^(x)  est  égale  à  |jl  pour  A  <  .r  <  +  oo; 
elle  est  égale  à  A  pour  x  =  A.. 

Pour  le  cas  o  <C  «  <  -  >  on  aura 
e 

i(j(a:)=X.        poun         X|<2?<Xj- 
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CORRESPONMNGE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M,  G.  Fontené. 

....  À  propos  de  la  Règle  des  analogies  de  M.  Lemoine. 
dont  il  est  question  dans  le  numéro  de  janvier,  je  dirai  ceci  : 
Dans  un  petit  Livre,  Géométrie  dirigée,  édité  par  la  librairie 
Nony,  je  désigne  par  a,  p,  y  les  droites  dirigées  qui  portent 
les  côtés  d'un  triangle  dans  un  plan  orienté,  et  je  pose 

i  a  =  BC,  A  =(P,  Y)H-a/:^; 

6  =CX,         B=(v,  0L)-^ikT.\ 
c  =  ÂB,         G  =(«,  p)-+-2X:ir; 

ayant  défini  le  signe  de  la  distance  d'un  point  à  une  droile 
dirigée,  dans  un  plan  orienté,  j'appelle  A,  h\  h"  les  distances 
des  points  A,  B,  G  aux  droites  a,  p,  y;  je  désigne  par  /•  le  rayon 
algébrique  du  cycle  tangent  aux  trois  côtés,  c'est-à-dire  la 
distance  du  centre  à  une  tangente  dirigée,  etc.  Il  résulte  de 
l'ensemble  du  Livre  que  toutes  les  formules  de  la  Géométrie 
acceptent  Temploi  des  signes  et  qu'une  même  formule  contient 
plusieurs  formules  absolues,  selon  la  manière  dont  on  dirige 
les  côtés  du  triangle.  Le  plan  étant  orienté  dans  le  sens  ABC 
par  exemple,  on  pourra  diriger  les  côtés  du  trianj^le  de  B 
vers  G,  de  G  vers  A,  de  A  vers  B,  ou  diriger  le  premier  de  G 
vers  B,  les  deux  autres  restant  dirigés  comme  ci-dessus  ;  en 
désignant  par  a\  b',  c'  les  valeurs  absolues  des  côtés,  et  par 
A',  B',  G'  les  valeurs  absolues  des  angles  intérieurs  du  triangle, 
on  aura,  selon  les  cas, 


a  =  a\ 

A^Tc-A', 

/«=-«', 

A  =  it— A', 

b=^b\ 

B  =  TT  ~-  B', 

ou 

b  =  b; 

B  =  -  B', 

c  =  c', 

G  =  7c  -  C', 

c  =  c'. 

G=-C', 

résultat  conforme  à  ce  qui  est  dit  à  la  page  35. 

Dans  les  deux  cas,  en  appelant  r  le  rayon  du  cycle  inscrit, 
en  posant  a  -h  6  -+-  c  =  2/?,  on   aura  s  =z  pr  ;  de  même,  on  a 
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toujours  r  ={ p  —  a)  cot  — ;  chacune  de  ces  formules  en  con- 
tient deux.  Il  faut  d*ailleurs  observer  que,  une  fois  les  formules 
fondamentales  établies,  on  n'a  pas  à  examiner  les  diiïérents  cas 
de  figure  pour  démontrer  un  théorème  général. 

J'ai  appris,  par  Ténoncé  qu'a  donné  la  Rédaction,  que 

la  question  1749  était  connue  pour  le  quadrilatère.  La  dé- 
monstration donnée  page  5i  est  terminée  à  la  douzième  ligne, 
car  le  fait  que  le  centre  de  gravité  du  solide  est  au  quart 
de  GO'  s'établit  aisément  du  premier  coup  pour  un  assemblage 
de  deux  pyramides  :  le  raisonnement  analogue  est  classique 
pour  un  quadrilatère  décomposé  en  deux  triangles. 


BIBLHNiRAPRIB. 


OEUVRES  DE  Lagubrre,  pubHées  sous  les  auspices  de 
l'Académie  des  Sciences,  par  MM.  C.  H  ermite.  II,  Poin- 
caré  et  £*•  Jiouc/ié,  Membres  de  Tlnstitut.  2  vol.  gr.  iii-8'\ 

T.  I  :  Algèbre,  Cajlcul  intégral  ;  Paris^  Gauthier- 
Villars  ci  fils,  1897. 

Extrait  de  la  Pré/ace,  —  Les  beaux  travaux  de  Laguerre 
lui  avaient  attiré  l'estime  et  bientôt  l'admiration  des  juges  les 
plus  compétents.  Il  a  paru  utile  de  réunir,  dans  un  ensemble 
complet,  les  Mémoires  si  remarqués  qu'il  a  publiés  pendant  sa 
vie.  Cette  réunion  d'articles  séparés  formera  deux  Volumes, 
dont  nous  présentons  le  premier  au  public. 

C'est  grâce  au  bienveillant  appui  de  l'Académie  des  Sciences 
que  cette  Œuvre  a  pu  être  entreprise  ;  le  monde  savant  lui  eo 
sera  profondément  reconnaissant. 

Dans  ce  premier  Volume,  on  trouve  un  grand  nombre  d'ar- 
ticles sur  les  équations  numériques  et  sur  les  équations  algé- 
briques, sur  l'évaluation  des  fonctions  et  sur  les  équations  dif- 
férentielles. A  la  fin,  figure  une  Note  de  M.  Hermite,  sur  un 
Mémoire  de  Laguerre,  concernant  les  équations  algébriques. 

Plusieurs  des  travaux  de  Laguerre  que  contient  ce  Volume 
avaient  primitivement  été  publiés  dans  les  Nouvelles  AnnaUSf 
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dont  l'émineot  Géomètre  fut  un  des  plus  fidèles  et  des  plus  bril- 
lants collaborateurs. 


SOLUTIONS  DE  OIIESTIONS  PROPOSÉES. 


Qnestion  1384. 

SOLUTION   ET  GÉNÉRALISATION, 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Dans  les  Nouvelles  Annales  de  1896,  page  388,  M.  H.  Bro- 
card a  publié  une  très  intéressante  solution  de  la  question  1384, 
proposée  par  M.  Miinnheim  : 

D'un  point  pris  sur  une  hyperbole  équilatère,  on  mène  des 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe.  Démontrer  que  les 
côtés  d'un  triangle  quelconque  inscrit  dans  l'hyperbole  déter- 
minent sur  ces  droites  des  segments  proportionnels. 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  de  donner  de  ce  théorème 
uae  démonstration  purement  géométrique  et  de  prouver  que 
le  théorème  reste  valable  pour  une  hyperbole  quelconque. 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  H,  dont 
les  points  à  l'infini  sontQ  et  R.  D'un  point  P  pris  quelconque 
sur  II  on  mène  les  parallèles  PQ  et  PR  aux  asymptotes.  En 
vertu  d'une  proposition  bien  connue,  les  deux  triangles  PQR 
et  ABC,  inscrits  dans  H,  sont  circonscrits  à  une  conique  qui 
sera  évidemment  une  parabole,  puisqu'elle  admet  comme  tan- 
gente la  droite  à  l'infini  QR. 

Mais  on  sait  que  trois  tangentes  fixes  à  une  parabole  déter- 
minent sur  toute  tangente  variable  des  segments  proportion- 
nels à  des  quantités  constantes. 

D'où  la  proposition  généralisée  de  M.  Mannheim. 

Qaestion  1529. 

(1U5.  p.  iSS.) 

Trois  droites,  issues  de  trois  sommets  d'un  triangle,  dé- 
terminent sur  les  côtés  opposés  six  segments,  tels  que  la 
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différence  entre  le  produit  de  trois  segments  non  consécU'- 
tifs  et  le  produit  des  trois  autres  est 


abc    /A' y 
a'b'c\k) 


Inin  ; 


k,  a,  b,  c  désignent  l'aire  et  les  côtés  du  triangle  donné; 
A',  a\  b\  c*  Vaire  et  tes  côtés  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites;  /,  m,  n  les  segments  de  ces  trois  droites  com- 
pris entre  les  sommets  et  les  côtés  du  premier  triangle. 

Gesàro. 


I.  Soient 


SOLUTION     ET     GENERALISATION, 

Par   M.  Frangbsgo  Ferrari. 


1.  Ail  Bi,  Cl  points  sitoés  respectivement  sur  les  côtés  BC  =:a, 

CA  =  6,  AB  =  c  du  triangle  ABC  =  A  ; 

2.  A',  B',  C  les  points  d'intersection  des  couples  de  droites 

(BBi,  ce,),  (CCi,  AAi),  (AAi,  BBi); 
3-  a',  b'y  c'  respectivement    les   côtés   B'C,   C'A',   A'B'   du 

triangle  A' B'C'=  A'; 
•4.  AAi  =  /,  BB|  =  /7t,  CCi  =  /i^ 
„    BA,        .    CB,  AG, 

*•  Â7G=*'B^='P'C7b=^' 


d'où 

,    ,        BC        A-f-i                             BC 
^'^       BAi"      h     '          ■■■'          ÀTC 

=  A-f-i,         ...; 

6.   i-hA-f.A/i  =  (A,,  i-+-/?-h/?qr  =  jA,, 

I  H-  q'\-  qk  =  |i,. 

Fig.  u 

A 

A, 


Les  triangles  AAïC,  AA|B  {fig*  i),  coupés  respectivement 
par  les  droites  BB{,  GCi,  donnent 

ACi  A|B  CB^  __  _  AJB;^  k^Ç  BC^  _  _ 

C'A'    BC    B,A"      *'         B'At    CB    C,A  ^      ^' 
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d'où,  en  vertu  de  (i), 

G'Ai  "     hp    '  B'A, 


=  7(A-hi). 


et  de  là 
d'où 


A  Al  ~     |ji,     '  AAi  —         fi, 

a'  _  AC^—AB'  _  (ï^hpq)(i'^h) 
l   ~~        AA,         ""  jisfx, 


Par  analogie, 

^  =  (^  —  ^PÇ)(i-*-p)  c'  ^  (iH-  hpq)ii'i-g) 

m  fJL,  fJL,  '  W  [liflj 

En  multipliant 

,^.-  n'b'c   ^  (i  —  hpq)^(i'hh){i'^p)(i-hq) 

linn  jjLi  \kt  fis 

L'aire  du  triangle  A'B'C  circonscrit  à  ABC  est 

A  |li  JA,  [A, 

donc  on  a 

Inin    /A'\*__  i  —  hpq ^ 


///i/i    /A'\*__  i  —  hpq 

d'où,  par  (i), 

A,C.B,A.CiB-BA,.CB,.ACi  =  a^>c4^f^)* 

abc  \A  / 


II.  Soient 


1.  ABCD  un  tétraèdre; 

2.  Al,  Bi,  Cl,  Di  points  situés  sur  les  côtés  AB  =  a,  BC  =  6, 

CD  =  c,  DA  =  €/  du  quadrangle  gauche  ABCD; 

3.  A',  B',  C,  D'  respectivement  les  points  d'intersection  des 

trois  plans  (CDAi,  DABi,  ABCi),    (DAB,,  ABC,,  BCD,), 
(ABCi,  BCDi,  CDA,),  (BCD,,  GDAi,  DAB|); 
k,  a',   P',  y'»  «1,    Pi»  ïi   t'ai«'e  des   triangles  A'B'C,   B'C'D', 

CD' A',  D'A'B',  ABC,,  BCD,,  CDA„  DABi; 

o.  A,  A'  les  volumes  des  tétraèdres  ABCD,  A'B'C/D'; 

AA,        ,    BB,  ce,  DD, 


AA,  nu,  ».lM  uux 

^-  âTb  =  ^'  b;c  =^'  cTd  -'  ^'  rvv 


"  /•, 
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il'où 


(4) 


AB 
AA, 


/*-+-  I 


AB 


=  /*-*-  I, 


I  -h  A  H-  /i/?  -H  Kpq  =  fil , 
I  -h  7  -H  grr  -4-  qrh  =  {jlj, 


AiB 

y-^p-^pq-^dqr-  ji,, 


8.  N  le  point  d*intersection  des  droites  BGi,   DBi,  et  S  celui 
des  droites  AG,,  CD,. 

Kig.  2. 


Des  triangles  BGG|,  DAGi  {fig>  a),  coupés  respectivement 
par  les  droites  DB,,  GDi,  on  a 


BN    GiD  GB, 

NG,    I>^  B,B           '' 

G,  S  ADt    DG 
SA    DiD  GCi 

d'où, 

en  vertu  de  (4), 

(5) 

BN 

NG.  =^<^-^*>' 

Cl  S    _     rq 
SA   ""  ^  -+-"ï 

=  --1, 


Or  le  triangle  A'B'C'  est  circonscrit  au  triangle  ABGi,  et 
SCS  côtés  A'B',  B'G',  G' A'  rencontrent  les  côtés  BGi,  G,  A,  AB 
de  ABGf  respectivement  au\  points  N,  S,  Ai,  et  de  là^  en 
appliquant  la  formule  (3)  et  ayant  égard  aux  valeurs  (5),  on 
trouve 

—  =  i^  —  hpqr)^{q-\-\) 

Par  analogie, 

^  ^  {y  —  kpqr)^{r-^\)  -f_  _  {i  —  hpqryjh  ^i) 

0^  _  (t  —  ^^PÇr)*{p  -h  i) 

5|    ~  |A4|1,|1, 


(98) 

En  mullipIUnt 

le  volume  du  létraèdre  A'B'G'D',  dont  les  faces  pasfteat  par 
les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  du  quadrangic  ABCD  et  rencon- 
Irent  respectivement  les  côtés  opposés  en  Ct,  D|,  Ai,  Bi  est 


»iPiTi^i/A'y_  i  —  hpqr 

d*où,  en  vertu  de  (4)» 

A,B.B,C.GiD.D,A  — AA,.BB,.CC,.DD, 

a  [i  ï  0    \A  / 

Remarque. —  Les  formules  (3),  (6)  se  déduisent  aisément 
des  formules  de  Taire  du  triangle  et  du  volume  du  tétraèdre 
en  coordonnées  segmentaires  ou  en  coordonnées  barycen- 
triques. 


«IIESTieNS. 


62(1)  (1843,  p.  96).  Soit  un  nombre  quelconque  m  de 
points  donnés  et  n  un  nombre  entier  moindre  que  m  —  i  ;  on 
peut  déterminer  n  +  1  points  tels  que  si,  des  points  donnés  et 
des  points  trouvés,  on  mène  des  lignes  droites  à  un  autre 
point  quelconque,  la  somme  des  puissances  a/i  des  lignes 
menées  des  m  points  donnés  soit  à  la  somme  des  puissances  an 
des  lignes  menées  des  autres  points,  comme  m  est  à  n  -f- 1. 

(Ce  théorème  a  été  donné  sans  démonstration  par  Mathews 

(  '  )  Nous  commençons  dans  ce  numéro  la  réimpression  des  ques- 
tions restées  jusqu'ici  sans  solution  et  nous  la  continuerons  progres- 
sivement dans  la  limite  où  nous  le  permettront  les  nécessités  de  la 
mise  en  pages. 


(99) 
Stewart  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Some  gênerai  theorems  of 
considérable  use  in  the  higher  parts  of  Mat  hématies.  On 
trouve  dans  cet  Ouvrage  plusieurs  autres  théorèmes  du  même 
genre  et  qui  n'ont  pas  été  démontrés.) 

126  (1846,  p.  4i8).  Est-il  possible  de  démontrer  que  2^*  est 
une  quaotité  irrationnelle? 

187  (1848,  p.  24o).  Deux  cAtés  d'un  angle  droit  touchent 
deux  coniques  confocales  (>)  situées  dans  le  même  plan;  le 
lieu  du  sommet  est  un  cercle;  la  droite  qui  réunit  les  deux 
points  de  contact  a  pour  enveloppe  une  conique. 

(Chaslbs). 

193  (1848,  p.  368).  Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  sur- 
face qui  jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  distances 
de  chacun  de  ses  points  aux  trois  côtés  d'un  angle  trièdre  tri- 
rectangle  est  constant. 

1786.  A,  B,  c,  D  étant  quatre  quantités  imaginaires  don- 
nées et  X  une  quantité  imaginaire  variable,  on  forme  le  déter- 
minant 

A   -  X       B  H-  X 

c  —  X         I)  -h  X 

Démontrer 

1°  Que  si  le  module  de  A  reste  constant,  le  point  X,  extré- 
mité de  X,  parcourt  une  circonférence; 

7?  Que  si  l'argument  de  À  reste  constant,  le  point  X  par- 
court une  droite. 

Trouver  le  centre  de  cette  circonférence  et  la  direction  de 
cette  droite  lorsque  l'argument  de  A  est  nul.      (LAiSAT*fT.  ) 


RECTIFIGATION. 


La  question  1298,  comprise  dans  la  liste  de  celles  qui  sont  restées 
sans  solution  (1S97,  p.  58o),  a  été  résolue  par  M.  Cii.  Henry  (1881, 
p.  4i8).  C'est  à  M.  Fauquembergue  que  nous  sommes  redevable  de 
cette  rectification,  et  nous  lui  en  exprimons  nos  remerclments. 

(')  Il  faut  entendre  ici  par  confocales  deux  coniques  ayant  les 
mêmes  foyers;  on  les  appelle  aujourd'hui  plus  habituellement  homo- 
focales,  en  réservant  le  premier  mot  aux  coniques  ayant  un  seul 
loyer  commun. 


NÉCMLM». 


M.  GAUTHIER-VILL4RS. 


Au  moment  où  ce  numéro  des  Noui^elles  Annales 
allait  être  mis  sous  presse,  nous  avons  appris  la 
mort  de  M.  Jevn-Albert  GAUTHIER-VILLARS 
père,  décédé  le  5  février,  à  Tâge  de  G9  ans. 

Nous  ne  pouvons  songer  même  à  esquisser  ici  la 
vie  de  cet  homme  de  bien,  d'un  grand  cœur  et  d'une 
haute  intelligence.  Mais  nous  avons  le  devoir  de 
payer  à  sa  mémoire  le  tribut  qu'elle  mérite,  et 
d'adresser  à  sa  famille  nos  condoléances  les  moins 
banales  et  les  plus  profondément  sympathiques. 

Tous  ceux  qui  l'ont  personnellement  connu  par- 
tageront les  sentiments  que  nous  exprimons  ici. 

Tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  développements 
et  aux  progrès  de  la  Science  comprendront  quelle 
perte  nous  venons  de  faire,  car  ils  savent  quelle 
aide  puissante  il  a  donnée  à  la  Science  française. 

Les  Nouvelles  Annales,  en  particulier,  lui 
doivent  un  hommage  spécial,  et  c'est  avec  un  grand 
serrement  de  cœur  que  nous  l'apportons  sur  sa 
tombe. 

Les  Rédacteurs. 
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lAFLACE.  —  ŒQTrej  complètes  de  Laplaeâ,  publiées  soub  les  au^picat 

m                                            I  à  la  Pnriïlté  fies  :-  Uy  Ulb.  KoilvoUc 

éiJu.a,,  0.-.C    -M f- >rtririt  (h  Upl.ice,  ^ -  --t  cuivre  par  Tony 

Elirait  de  1  AverUisenittil. 

|-I*^\r:ï^^mt^,  %nT  le  B^pporl  tk  lu  St^ftiotv  tr\slrQEioiiiîe  et  de  j a  Coinmlf- 

'■  >  Mpriïri  avoir  prî»  connjjiâ^^iiict^  dc«  totiditiimfi^  diio»  les- 
riiplir  Je  travuil  H  des  soinis  dunl  il  était  cntniiré+ a  iJécîdé, 
^u  é6  jiiJIJet  ig':7.  i|uc  U  Tioiavelle  édition  ^cciitt  puUttéeioui 
tpîces  et  soy«  n«  rQ«pon»«uiliU.  ^ 

^miH  prikéde  if  ut  dovcmue*  très  rares,  nt'  conieuaîenlque 

I ,  na  \  il  (  r  :  7  r  '  'f<  '<umq  uc  cek  xte  (S  v  o  1 11  Iïi  e  si  ) ,  Ejrpomum 

t  dit    *f       '       t   ifiinrirnfHtiYtitpicdtyxpriibïihtl(té$.Liii\ini\%l\m 
US  5  Voliinn  ?î,Vi'ufermarH  Uitià  luïv  autres  SJtnri(Hres4 
l/fluiM  MT  .^.^vjiiynalion  ikiits  do  nonibr(3UX  Uncueltâ  académuiueî» 
|u^«  01»  iTHibil  jimqn'îi  r<*  jtmr  Tétude  si  difficile. 

TîiAîTK  oe  Mkc4N(qs:*  cklicste.  Tome*.  là  V  (T878-i8Sa)» 

f«>  «fir  papier  vergé  forlf  slu  chilTrc  de  Laplâce;  h  voL  îii-4*-«-.  tQO  fr, 
'f>ii;r  di*  llnflande^  lu  cbiiïre  dt!  Lapt»c«(A  petit  nfinibre); 

... , , .  ♦ t «..,♦..*-  ï  3o  f r 

n-mf'>  lU  lil  el  V.  pièpier  vcrg<\  se  vendcrit  iéparêinenl, . ,  ....  'ju  *r. 

Les  Toinci  H  à  V,  papier  bolIaiKlc,  ^c  vciidcHt  ><è|ïârcmcnU. sÛ  it. 

ExrfiRïKOîf  ï>u  «r&TàKE  DU  MONDE,  Tome  VI  (ififtii)' 

Ylt^fç  «ur  papier  \€$%è  fort^  au  chiffre  de  LapUrc%*  ^ .  *  « ^o  fr. 

*firi^  tiir  pjipicrde  IJoUande  au  cindre  de  L^ipUce^..  **.,.« a'j  fr. 

TrrcojHiî  ous  riiou.iLmtiTFâ.  Tome  VU  (it?S5). 
-  %s%t  pjpier  ¥Gri;i^  fort,  4U  cbifTre  de  Lîipl^L'e..« , .  Jî  fr* 

fur  papier  4e  Hollande^  au  (^liilfre  lïe  Lîipîflrc  ,     ^^Wr* 

ifiir^  [)Ui  47ompre!ïd  â3a  pa|îes  sur  p^ipicr  fort,  e^t   d'*in  nianietuent 
^1^  pour  les  Iccieuis  qui  veulcril  faire  une  longue  ctiide  dt:  !«    Théorie 
ùiliiéi i  au!«$j  nou^s  avon^  divisé  un  i^crlatii   nombre  d'evemptaire* 
AcicuTeî.  f*tMir  pcriti<*tlrc  de  rclinr  uUiJrieureiTienl  ces  deui  Co^ci- 
^n  »*>hiine  tiriKjuc,  nou^  a%ans  jouU  nti  premier  faî^eioule  yo  titre  de 
ilt'riifiiplrl.  —  l-cs  fus(*iniiïc^  «e  vciub^nt  «.«.^pureiuftil  : 
Premier  fasckuie, 
I  »ar  papier  vergé  f*>rt,  nu  cliiffre  de  LapUce. ...  ,  ,  r  r 

•glft  «MIT  papier  de  Hollyade,  ^iu  rhitïrc  de  Luplace*..  iK  » >, 

Second  ftucictile. 
|#?  %«r  p«pi<*r  vergé  fort,  «^u  1  lulfic  d<?  LiipJtie*'  -jn  fr. 

çr  âur  pkt[uef  de  tlidiaudc,  au  rliilîrn  ii«?  Lupbi'  '  ^5  fr. 

Mb'WnrnKy  divj tiï%.  Touit;^  VIll  è  VIH. 
T** Jt  i  n  V  m .  rX .  X  r  t  X I    —  ft^m  >ir  f'x  .',i? t rmL^  f / ' 'Jt  B^c u  f.  (h  4f  !  * ,4 raéifm  te 
î*ri»  de  i^hiMjiJe  volume  ; 
:^  fiîrt  U'i  ihilffc  dé  (.Jidiirpr.. .  10  fr* 

iMilc  nM  lUiHVc  dr  La|di>cf:.,  ■  aâ  £r, 

.  t  jijr  ifitij  |in^Cloii«<*mçiit. 
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W 

TABLE  DES  MATIÈRES. 


Février    1( 

Pages. 
[iVPShp]  Deuxième  concours  des  «  Nouvelles  Annales  »  pour  1897. 

(  E»  Duporcq  ) 63 

[Ii2b]  Sur  les  formes  arithmétiques  linéaires  à  coefficients  réels 

quelconques  {A.  Hurwitz) 64 

[Li7d]  Sur  une  propriété  focale  des  coniques  (G.  Gallucci),, .  ,  74 
[Ull]    fJ4a]    Sur  la   convergence   des   substitutions  uniformes             | 

(  E.-M,  Lénieray  ) 73 

[  A31]  [G6cJ  Sur  les  expressions  dites  surpuissances {/J.  Grave).  80 

Correspondance « 92 

Bibliographie 93 

Solutions  de  questions  proposées  :  \\\^A  {A.  Droz-Farny)\  1529 

{Francesco  Ferrari) ,  * 94 

Questions * 98 

Rectification 99 

Nécrologie  :  M.  Gaulhier-Villars  i^Les  Héiiacteurs) 100 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  TILS. 


riENT  DE  PARAITRE. 

LEÇONS 


SUR  LBS 


SYSTÈMES  ORTHOGONAUX 

ET    LES 

COORDONNÉES  CURVILIGNES, 


PAR 


GASTON  DARBOUX, 

Membre  do  l'Institut,  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences 
et  Professeur  de  Géométrie  supérieure  à  l'Université  de  Paris. 


DEUX   VOLUMES   GRAND    IN-8,   AVEC   FIGURES,   SE   VENDANT   SÉPARÉHENT. 

Tome  I.  Volume  de  iv-338  pages  ;  1898 10  fr. 

Tome  II (^En  préparation.) 


25212       Parla.  -  Imprimerie  GADTHIEB-VJLLARS  ET  FILS,  quai  des  Grandt-AoïOBllM, 

^  -  — 


Le  Gérant  :  CtAuthier-Villars. 


(Trolaiémc   Série.)  ^  Mura  1898. 


NOIVELLES  ANMLES 


:*  ^ 


DE 


ni 


s 


(  JOUPAL  DES  ^CApiDATS 

AUX  ÉCOLI^  SPÉGIAL^?,  A  L.V  Ll'tEN^E  ET  A  LAGIIÉGAIION, 
C.-A.  LAISANT, 

ucicicrR  êg  SJiE>Lts,  P!U)ri:»SKt'R  a  .sAi^TE-ntnuc, 


X.  ANTOMAHÏ, 

i«iXTCin  Ks  »i:rc:<ccs,  akcici  éi.kve  uk  i  kcoi  k  M»ic-iiF., 

M'.OPfe»$Ct  tt  lie  MATHÉMATiUL'ES  SI'Éi;lAl.i:9  Af   I.\CEK  CARIOI 


Pnblication  fondée  en  1842  par  Gerouo  et  Terqnem, 
et  continuée  par  Gerono,  Prouhet,  Bourget,  et  MM.  B risse  et  Rouchc. 


TROISIEaVE   SERIE.    —   TOME   XVIÎ. 


MARS    1898. 


S'adt  :sser,p<mr  la  réduction,  à  Paris, 

à  M.  Laisant,  ida,  avcniio  ^'ict(>r-l^ll•;(^, 

on  a    M.    AM(».maki,    II    his.   ri'c    I)iml)i;^iiy. 

I.cs  maiiusciits  puiivcutaiissi  ôlro  onvM\rs  à  riiupriiiu  rie,  35.(iM:ii  »lc»«  ("n  ;iiul.s-Aii^u''lin.s. 


PARIS, 

GAUTIIIER-VILLARS  ET  FILS,  IMI>IUMEUR?-MliHAllU:S 

DU     BUREAU     DES     LONGITUDES,     DE      I.KCOLH     l'O  L  V  r  l.i:  Il  Mgi  E  , 
Quai  tlos  Grarids-Aii[;uslini-,  5'). 

1898 


s^* 


Ce  Recueil  parait  cliQuiM'  mois. 


iite  des  C^rresponifaiiU  dts  WOirVELLES  ÂfUfAiSS 
daua  ïm  nllûn  ûu  iiég^m  les  facultâsdes  Scioucos. 

Uiiêdnct>n  :M.  X.Srattrr,  — UftrikvMit  :  M.aHi:^iiL.--(:ti<ii    \J*  A.OKS.ilîfT- 
—  GroJn>h(L'      M,  i.  CoLUtr*    -   Li*Ut  :  M.  ÎL  V\uk*  -  Lyon  :  il     f 
—  Nancy  :  M-  H,  Vytir-  —  l'arU  i  M.  ll\rv\^  -  Pci*uors  :  M.   HUik- 


Li  Hkbliiflhèifutr  tnathétnatique iies  fravniiteurs»  inlroiiiil  daim 
HOn  (uiirtiQiinemeol  qiieli|t]i'>  iiifMlificntîons  qtjî  lui  ont  fiermû  «l'a* 
bîMAier  feiîà  pi  iv  crAborini.'in*.*iil  ^  ii^^  pour  un  jn  el  G^*"  [lour  *i\  m«4$. 

Son  Uîrci-teiir,  j\f*  le  II''  Hit.ii.oif  i^,  rue  dt  lu  Cure,  l*{ïrift-\a- 

IwtiîlK  nous  fïjil  f^mnir  que  K^s  ttbtynnc^â  île*  /youveliet  Annatet  -/f^ 

Ai^iihrmnlftf  tit*,^ lutui  vttnl  biinù licier  fFnne  rrduolion  cleSo  |H*iir  »»,  s 

t  ^V«^l-tl*4ire  (pM%  |K»ur  rii\^   rabomitm^iU  annuel  nv-  sera  qm?  de 

«,r  f francs. 

Nuu&  hii  en  cxprimiMi-!^  loule  nolr«  rertinnaïf^&arrce. 

S'îulruî^çei  il» iT clément  n  M*  Je  !>''  IIil^i^a,^,  iul'  tle  t»  Cure, 
Paru-Aulcuil. 


LfHHAIIlIH  GAUTHIKR  VILLAHS  ET  FILS, 


OGAGNE  I  Maiirice  d' K  liii:i^Tirerjr  âp^  Pi»nts  et  ri]rtEiS!i<H^s.  Rcjw'iiirtir  »^ 
J  fvrulr  Poly  II  chimique.  —  NomograpMe.  Les  «aïeule  usuels  effectuas  au 
mûyoïi  des  abaques.  Essai  d'une  théorie  générale,  iitf^ivt  f.i 
h  rittip/rv  ti\t/tp/iCftnti/i,  |(i-H,   *ivrr   ntJiiibrriiSL^*  ti^ures  et  S  |. 
i%i .  {fffuTfi^r  i^titt/o/im*  pttr  l*  Jeadémw  dt\t  Svù'fWi^  (?/  himt/re  d  i'. 
ifmsi'ri/^iîfm  dit  Miiiixiùfe  de.i  Tnwaux  pithUa,  ) » . , .     'J  fr.  Si»  ■- . 

BOO&BÈ  I  Eugène  ^  Pmfossenr  iui  i:onsorvutoire  (ion  Arts  et  lli>ik>r<4«Ht«-* 

tjbitïttirut  iW  stH'lic  ^1  1  EcoUi  Polytechnique,  et  CO  MB  EKO  US  SE  i  Charles 
dû),  PchI.^m^ih*  au  r.ivnser  Vil  Loire  cIps  Ail^  et  Mèth  rs  iH  ;*  I  lirnUi  i.eii- 
iriile  lit'^  Arts  fl  Mnnutaciures,  —  Éléments  de  Géométrie»  ttnJ  utn»'^ 
iiiiv  ilrriiior»  j ira;; i"?ii unies  (l'ouseignoincfil  (.k'n  t';liissf*s  «Je  ijMis^h  un*,  <lc 
scruiuîe,  <lr  r!ifM<Mh|n€  et  <Je  [ttiiîa>r»|ihj<},  .muv»^  iI'uu  Cotn  pie  ment  â  î'u- 
ga^edes  Élèves  de  Mathématiques  élémeutâires  et  de  Mathem.jtiques 

apéOlaleSt  et  «l**  IVo/ionx  \ur  h'  I^ve^p  dv^  pluny  rf  h'  An'f'l/f'tut'fi: 

Ik'U.  h*-H  (ipxi.-fîii  pages,  avec  ,\Hj  figures  et  ^jî  ipuislioiiis  p 

et  cxeceiccîi ;  i flt)H,  ...*,...,.  « ,  ♦ ..,...*,  — , . , ,     ;-  , 

Cfei  aiouvcuti't  Éléments  de  Géométrie  (rju'H  ne  Taul  p4i«  toiiftnulre  «««v     . 

T^      r^      ^-  r;    -      -'      -    I"  iHi'UJS)  3oril  riUiêrrrn      ' 

-  êtiiblissemeiitâ  d'in 


(  H).  ) 

SUR   M  OUADBANGLE   MOBILF; 

Far  m.  g.  FONTENJ':, 
Professeur  au  Collcj^e  Rr>lM. 


1.  Étant  données  deux  droites  Or,  Oj  et  une  co- 
ni(]ue  S,  la  correspondance  établie  entre  un  point  A 
de  Oj:  et  un  point  R  de  Oj',  par  la  condition  que  la 
droite  AB  soit  tangente  à  la  conique  iJ,  est  une  corres- 
pondance doublement  quadratique,  telle  que,  si  Tun 
des  points  A  et  B  est  en  O,  les  deux  positions  de  l'antre 
point  sont  confondues  en  O:  cela  l'orme  trois  condi- 
tions et  la  correspondance  dépend  de  cinq  paramètres, 
comme  la  conique.  Si  Ton  pose  OA  =  a,  OB  =  i, 
l'équatiou  tangentielle  de  la  conique  est 

A         lî         C        D       E       ^. 

a*        ah        b^         a         h 

d*où  résulte  la  relation  doublement  quadratique 

Fa»^»'-4-Ea»6H-Da^»î-+-Cfl*-HB6r6-4-Aa2=  o, 

sans  terme  indépendant,  sans  terme  du  premier  degré. 
La  réciproque  est  exacte. 

On  a  un  fait  corrélatif,  dont  la  réciproque  s'énonce 
ainsi  : 

Étant  donnés  deux  points  O  et  O'  sur  une  droite  o), 
si  les  droites  a  et  b  issues  de  ces  deux  points  ont  une 
correspondance  doublement  quadratique,  telle  que, 
quand  V une  des  droites  a  et  b  prend  la  position  w,  les 
deux  positions  de  l'autre  droite  se  confondent  en  w,  le 
lieu  du  point  d^ intersection  des  droites  a  et  b  est  une 
conique  S. 

Ann,  de  AfathémaC,  3-  série,  t.  XVII.  (  Mat^  iS.^S.)  J 
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2.  Soit  un  quadrilatère  complet  (le  lecteur  est  prié 
de  faire  la  figure)  dont  les  Irois  couples  de  sommets 
sontOi  û|,  O2Û27  O3Û3,  les  sommets  0|,  02,03  étant  eu 
ligne  droite:  considérons  deux  coniques  S« ,  S2  (deux 
cercles  par  exemple)  respectivement  conjuguées  par 
rapport  aux  triangles  Qf  O2O3,  HyOt  O3,  et  envisageons 
successivement  les  deux  divisions  de  points  O3O2O1, 
OsQfQo.  Relativement  à  la  première,  les  côtés  a,  6,  c 
d'un  triangle  mobile  ABC  passent  par  les  trois  points 
fixes  Oi ,  Og,  O3,  les  sommets  A  et  B  décrivent  les  co- 
niques S|  et  Sj,  et  Ton  cherche  le  lieu  du  sommet  C. 
Rappelons  d'abord  que,  quand  une  conique  S^  est  con- 
juguée par  rapport  à  un  triangle  Û1O2O3,  un  point  A 
de  cette  conique  donne  lieu  à  un  quadrangle  inscrit 
A  A«  A2  A3,  dont  les  couples  de  côtés  opposés  se  croisent 
aux  trois  sommets  du  triangle  conjugué.  Cela  posé,  si 
Von  mène  par  le  sommet  O2  du  triangle  Û1O2O3  les 
droites  b  et  b'  conjuguées  par  rapport  aux  côtés  issus 
de  O2,  telles  coupent  S<  aux  quatre  points  AA2,  AsAj, 
la  leltre  A  se  rapportant  à  S^,  Tindcie  de  AA2  se  rap- 
portant à  O2,  et  les  deux  droites  AA3,  A4  A2,  ou  <;  et  c', 
passent  en  O3  et  sont  conjuguées  par  rapport  aux  côtés 
du  triangle  issus  de  O3  ;  comme  la  conique  S2  est  con- 
juguée par  rapport  au  triangle  Û2O1O3,  dont  les  côlés 
issus  de  O3  sont  portés  par  les  mêmes  droites  que  ceux 
du  premier  triangle,  les  droites  c  et  c'  coupent  cette 
conique  S2  aux  quatre  points  BB3,  B|  B2,  tels  que  les 
deux  droites  BB4,  6283,  ou  a  et  a',  passent  en  O4  et 
sont  conjuguées  par  rapport  aux  côlés  du  triangle  issus 
de  0|  ;  il  existe  donc  entre  les  droites  a  et  b  une  corres- 
pondance doublement  quadratique,  laquelle  satisfait 
aux  conditions  du  n"  1,  et  le  point  C  d'intersection  des 
droites  a  et  b  décrit  une  conique  S3  ;  d'ailleurs,  si  Ton 
considère  le  triangle  ÛsOiO^,  les  droites  a,  a'  et  les 
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droites />,  A'  sont  respectivement  conjuguées  par  rapport 
aux  côtés  de  ce  triangle  issus  de  Oi  et  de  O2,  et  la  co- 
nique S3,  qui  passe  par  les  points  d'intersection  C,  C|, 
CajCj  des  droites  a,  «'  avec  les  droites  i,  b\  est  conju- 
guée par  rapport  à  ce  triangle.  Il  est  facile  de  voir  que 
cette  conique  passe  par  les  points  communs  aux  co- 
i)if]ues  S|  et  Sa,  les  trois  points  A,  B,  C  pouvant  être 
confondus  avec  Tun  de  ces  points.  Les  notations  sont 
résumées  dans  le  Tableau  : 

rt,  n'     '      6,  />'      [      r,  c 

DR,,     BîBj      CCj,      C3C,   I  AA„     A,  A, 
ce,,     GîCa  1  AA.,     A3A,   ;   BB,,      B,B,. 

qui  permet  en  même  temps  de  suivre  la  démonstration 
en  le  lisant  à  partir  de  AAg,  A3  A| . 

On  a  maintenant  trois  coniques  S|,  S2,  S3.  En  con- 
servant d'abord  les  deux  coniques  S^,  S^  et  en  rempla- 
çant la  division  de  points  Os  O2  0|  par  la  division  O3  Q|  Û2 
les  côtés  a,  j3,  c  d'un  triangle  mobile  ABD  passent,  de 
même,  par  les  trois  points  fixes  Û|,  ûj,  O3,  a  étant  DA, 
pétant  DB,  les  sommets  A  et  B  décrivent  les  coniques  S4 
et  Ss,  et  le  sommet  D  décrit  une  conique  S,  conjuguée 
par  rapport  au  triangle  Û,  Û2Û3  et  passant  par  les  points 
communs  aux  coniques  S4,  S^,  Sa-  D'ailleurs,  les 
droites  AA|,  A2A3,  ou  a,  a',  passent  en  Q^  et  sont  con- 
juguées par  rapport  aux  côtés  du  triangle  Q|  O2O3  issus 
de  Û|  ou  par  rapport  aux  côtés  du  triangle  Q|  02^87  ^L 
de  même  les  droites  BB2,  BsBj,  ou  [3,  P',  passent  en  Û3 
et  sont  conjuguées  par  rapport  aux  côtés  du  triangle 
Û2O1O3  issus  de  â2i  ou  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  Û,  ûj^s  •  l<^s  droites  a,  a' coupent  les  droites  p,  ^' 
aux  quatre  points  D,  D| ,  D2,  D3,  situés  sur  la  conique  S. 
En  prenant,  d'autre  part,  les  coniques  S|  et  Ss^  conju- 
guées par  rapport  aux  triangles  Û1O3O2  et  Q3O1  O2,  et 
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eu  prenant  par  exemple  la  division  do  poinls  O^Q^  U,, 
on  mène  par  Q|  les  sécantes  a  et  a'  qui  coupent  la  co- 
nique S|  aux  poinls  AA|,  Â^Âs,  on  passe  par  Icsdroiles 
AAa,  AiAs,  ou  è,  b\  issues  de  O2,  qui  coupent  la 
conique  S3  aux  poinls  GC2,  CiCj,  et  Ton  obtient  les 
droites  CC3,  C«  Ca,  ou  y,  y',  passant  eu  Û3  :  les  droites  a, 
a'  coupent  les  droites  y,  ^  on  quatre  points  situés  sur  la 
conique  S,  et  ces  poinls  sont  nécessairement  les  points 
d'intersection  D,  D4,  D2,  D3  de  celte  conique  avec  les 
droites  a  et  a'.  On  a  le  Tableau  ; 


a,  a 

AAi,     A,  A3 
DD,,     DjDa 


BBs,     B3B,      CC3,     C,Cj 
DDî,     P3D1  I  DD3,     D,Dî. 


On  peut  alors  énoncer  ce  théorème  ; 

Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  si  l'on  consi- 
dère quatre  coniques  respectivement  conjuguées  par 
rapport  aux  quatre  triangles  du  quadrilatèj'e  et  for- 
mant un  faisceau,  d'oii  il  résulte  que  deux  d'entre 
elles  peui'ent  être  prises  arbitrairement  et  déterminent 
complètement  les  deux  autres,  un  quadrangle  mobile 
ABCD  peut  avoir  ses  sommets  situés  respectivement  sur 
les  quatre  coniques,  les  six  côtes  «,  A,  c,  a,  p,  y  passant 
respectiv^ement  par  les  six  sommets  du  quadrilatère. 

On  peut  prendre,  par  exemple,  les  quatre  cercles 
conjugués  par  rapport  aux  quatre  triangles  du  quadri- 
latère. On  a  un  théorème  corrélatif. 

La  figure  fixe  dépend  de  douze  paramètres  ;  on  peut 
se  donner  les  deux  coniques  S^,  S2  et  la  droite  indé» 
finie  O1O2O3,  prendre  ses  pôles  Q^  et  Ù2  par  rapport 
aux  deux  coniques,  etc.  ;  le  cas  singulier  où  la  droite 
040203  est  tangente  aux  deux  coniques  a  été  donné 
par  M.  Williamson  (i^oir  Salmon,  Sections  coniques)^ 
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et  c'est  de  là  que  m'est  venue  l'idée  du  théorème  gé- 
néral. 

Les  six  côtés  a,  i,  c,  a,  [î,  y  du  (|uadrangle  mobile 
ABCD  donnent  Heu  à  six  droites  a',  6',  c',  a',  fi',  y  res- 
pectivement conjuguées  des  premières  par  rapport  aux 
côtés  des  angles  0| ,  O^,  O3,  U{ ,  Û3,  U3  du  quadrilatère,  et 
delà  résultent  quatre  quadrangles  ÂA|  A2A39  BB1B263, 
-  ..,  respectivement  inscrits  aux  quatre  coniques  S«, 
S2,  SsjS  et  non  comparables  au  quadrangle  ABCD.  Ces 
quatre  quadrangles  donnent  lieu  à  deux  séries  de  quatre 
quadrangles  tels  que  ceux  du  théorème,  et  dont  les 
sommets  sont  indiqués  par  les  lignes  et  les  colonnes  du 
Xableau  suivant  : 

ABCD 

Di     C,     Bi     A, 

C,     D,    A,     B, 

B3     A3     Dj     C3; 

la  droite  a,  qui  contient  les  quatre  points  B,  B|,  C,  C{, 
porte  les  cotés  BB|  et  CC^  des  quadrangles  BB^  B2B3  et 
CC1C2C3  inscrits  à  S2  et  à  S3  et  les  côtés  BC,  BiCi, 
BCo  B|C  de  quatre  des  huit  quadrangles  du  Tableau; 
sa  conjuguée  a'  contient  les  quatre  points  B2,  B3,  C2, 
C3y  etc.  Si  Ton  se  donne  D,  on  obtieut  les  deux  qua- 
drangles DABC  et  D  A,  B2C3. 

3.  La  correspondance  établie  entre  les  points  A  et  C 
des  coniques  S|  et  S3,  par  le  fait  que  la  droite  AC  passe 
en  O2,  est  une  correspondance  doublement  quadra- 
tique; il  en  est  de  même  de  la  correspondance  établie 
entre  les  points  C  et  B  des  coniques  S3  et  S2,  par  le  fait 
que  la  droite  CB  passe  en  0|,  et  il  arrive  que  la  corres- 
pondance résultante  entre  les  points  A  et  B  des  co- 
niques S|  et  S2  se  décompose  en  deux  correspondances 
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(loublemenl  quadratiques,  dont  l'une  consiste  en  ce  que 
la  droite  AB  passe  par  le  point  O3.  Cela  exige  {No uuelles 
Annales,  p.  427,  1897)  que  les  positions  du  point  C 
qui  donnent  deux  points  A  confondus  donnent  aussi 
deux  points  B  confondus,  et  il  en  résulte  que  les  tan- 
gentes menées  de  O1  à  S2  et  de  O2  h  Si  doivent  se 
couper  sur  S3. 


[04da] 
SUR  LHYPBRBOLOIDB  OSCULATEUK  4  INE  SURFACE  RÉGLÉE 
LE  LONG  DTKE  GÉNÉRATRICE; 

Par  m.  Ernest  DUPORCQ. 


Dans  le  numéro  de  septembre  dernier  de  V Intermé- 
diaire des  Mathématiciens,  j'ai,  à  la  suite  de  réponses 
fort  intéressantes  de  M.  Mannlieim  et  de  M.  d'Ocagne, 
indiqué  sans  démonstration  une  solution  d'un  problème 
proposé  par  M.  Chômé.  La  construction  à  laquelle  je 
suis  parvenu  fournit  un  moyen  de  résoudre  la  question 
suivante,  dont  cette  Note  contiendra  le  développement  : 

Construire  V hjperboloïde  osculateur  à  la  surface 
réglée  engendrée  par  une  droite  abc  qui  s'appuie  sur 
trois  courbes  données  {a)^  (b)  et  (c). 

Il  suffit  évidemment  de  construire  la  génératrice  A  de 
cet  hyperboloïde,  autre  que  abc^  qui  passe,  par  exemple, 
par  a.  Nous  remarquerons  d'abord  que  cette  génératrice 
est  commune  à  tous  les  hjperboloïdes  H,  osculateurs 
en  a  à  la  courbe  (a),  et  tangents  en  è  et  c  aux  courbes 
{b)  et  (c)  :  car,  si  Ton  prend  la  droite  abc  pour  axe 
des  z  et  le  plan  osculaieur  en  a  k  {a)  pour  plan  des  xj  , 
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l*axe  des  x  étant  d'ailleurs  la  tangente  à  cette  courbe, 
les  hyperboloïdes  H  ont  pour  équation  générale 

mx'-h  Xj'-+-  ayz  H-  bsx  -h  \i>xy  -h y  =  o, 

équation  dans  laquelle  les  paramètres  a  ci  b  sont  déter- 
minés par  la  connaissance  des  plans  tangents  le  long  de 
Taxe  des  z,  et  le  paramètre  m,  par  celle  de  la  courbure 
de  (a).  On  voit  bien  que  la  génératrice  A,  représentée 
par  les  équations 

^  =  o,         mx  -^  bz  =  Oy 

ne  dépend  pas  des  paramètres  variables  X  et  [x.  D'ailleurs, 
la  courbe  (a)  uMutcrvenant  que  par  son  plan  osculaleur 
et  sa  courbure  en  a,  on  peut  évidemment  la  supposer 
plane. 

Ceci  posé,  considérons  le  plan  P,  mené  par  b  paral- 
lèlement au  plan  de  la  courbe  (a)  :  nous  allons  chercher 
sur  ce  plan  la  trace  a  de  la  génératrice  A. 

Soient  bb*  et  bt  les  traces  sur  ce  plan  des  plans  tan- 
gents en  &  et  c  aux  hyperboloïdes  II,  et  soit  c(/  la  paral- 
lèle menée  de  c  k  ht.  Tous  les  hyperboloïdes  H  sont  tan- 
gents en  c  à  ce'  et  osculateurs  en  a  à  la  courbe  (a).  Or 
on  sait  que  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  cinq 
points  coupent  un  plan  quelconque  P  suivant  des  co- 
niques harmoniquement  circonscrites  à  une  même  co- 
nique r,  la  droite,  joignant  deux  des  cinq  points  consi- 
dérés, et  le  plan  déterminé  par  les  trois  autres  ayant 
évidemment  pour  traces  sur  le  plan  P  un  point  et  une 
droite  qui,  par  rapport  à  F,  sont  pôle  et  polaire.  Ici, 
deux  des  cinq  points  à  envisager  sont  confondus  en  c 
sur  la  droite  c(/^  et  Tes  trois  autres  sont  confondus  en  a 
sur  la  courbe  (a). 

Pour  déterminer  dans  le  plan  P  la  conique  F  corres- 
pondant à  ces  cinq  points,  considérons  sur  la  courbe  (a  ) 
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un  point  quelconque  a",  et  désignons  par  F'  la  conique 
du  plan  P  qui  correspond  aux  cinq  points  suivants  : 
deux  points  c  et  c'  confondus  en  c  sur  la  droiti;  cc\  deux 
points  a  et  a!  confondus  en  a  sur  la  courbe  (a),  enfin  le 
point  a!' \  celte  conique  V  a  pour  limite  la  conique  F 
quand  le  point  a"  se  rapproche  infiniment  du  point  a. 
Or,  désignons  par  r  la  trace  de  la  droite  ca!'  sur  le  plan  P  : 
elle  se  trouve  sur  la  courbe  (r),  suivant  laquelle  la 
courbe  (a),  vue  du  point  c,  se  projette  sur  le  plan  P, 
et  la  tangente  en  b  à  cette  courbe  est  évidemment  la 
droite  ia.  Par  rapport  à  la  conique  F  les  traces  des 
droites  cc'^  ca  elcaf^  ont  respectivement  pour  polaires  les 
traces  des  plans  aa! al\  c' a' a"  et  c'a»' 5  autrement  dit  : 

1°  F'  est  une  parabole  d*axe  parallèle  à  bt] 

1"^  Elle  est  tangente  en  i  à  br\ 

3**  Lapolairedu  point  rpar  rapport  à  F'  estla  droite  £x. 

Soit  u  le  point  où  ia  coupe  la  parallèle  ru  à  ir,  et 

Kig.  1. 


soit  s  le  milieu  du  segment  ru.  Ce  point  étant  évidem- 
ment sur  la  parabole  F',  on  en  déduit  immédiatement 
que  si  /•  se  rapproche  indéfiniment  de  b  sur  la  courbe  (/) 
la  limite  F  de  la  parabole  F'  a  en  i  une  courbure  opposée 
à  celle  de  la  courbe  (/•),  et  moitié  moindre.  D'après 
une  propriété  connue  du  centre  de  courbure  de  la  para- 
bole, la  directrice  de  F  passe  doncT  par  le  centre  de 
courbure  p  de  la  courbe  (r)  en  h,  c'est-à-dire  par  la 
trace  sur  le  plan  P  de  la  droite  c co,  w  désignant  le  centre 
d(î  courbure  en  a  de  la  courbe  {a  ). 
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Nous  avons  donc  oblenu  une  parabole  F  à  laquelle 
soGt  hannoniquemenl  circonscrites  les  coniques  suivant 
lesquelles  le  plan  P  coupe  les  hyperboloïdes  H  :  ces 
coniques  sont  d'ailleurs  tangentes  en  &  à  la  droite  bb' ^ 
qu'elles  coupent,  par  conséquent,  en  des  points  con- 
jugués par  rapport  à  F  :  elles  passent^  par  suite,  par 
le  pôle  de  cette  droite,  qui,  situé  sur  la  droite  6a,  n'est 
doDC  autre  que  le  point  a  lui-même. 

La  construction  de  ce  point  est  donc  ramenée  au  pro* 
blème  suivant  : 

Construire  le  pôle  a  de  la  droite  bb'  par  rapport  à  la 
parabole  F,  tangente  en  b  à  boi^  dont  l'axe  a  pour  di- 
rection bt,  et  dont  la  directrice  passe  par  le  point  p  de 
la  normale  bp  en  b. 

Soient  i' Fintersection  de  bV  avec  F,  K  le  milieu  de 
hh\  q  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  bq  et  a  y 
aux  droites  ai'  et  ia.  Ce  point  est  Forthocentre  du 
triangle  aplati  formé  p^r  la   tangente  ai'  et  deux  lan- 

Fig.    2. 


génies  confondues  avec  A  a.  La  droite/;^  est  donc  la  di- 
reclrîce  de  F  et  est,  par  suite,  perpendiculaire  à  aK. 
Or,  en  direction,  aK  est  conjuguée  de  bb'  par  rapport 
aux  droites   y.b  et  ai'  :  la  perpendiculaire  r/p'  à  bb'  est 


donc  conjuguée  de  qp  par  rapport  a  l'angle  £7 a;  autre- 
ment dit,  b  est  le  milieu  de  pp' . 

Par  suite,  pour  construire  le  point  a,  il  suffit  de 
prendre  le  symétrique  />'  de  p  par  rapport  a  i,  de  mener 
les  perpendiculaires  pq  et  p'q  aux  droites  bt  et  ii',  et 
de  projeter  leur  point  commun  q  sur  la  trace  iadu  plan 
tangent  en  a  aux  hyper  bol  oïdes  H. 

Le  milieu  o  du  segment  pq  est  évidemment  situé  sur 
la  perpendiculaire  bo  à  bV  et  sur  la  perpendiculaire 
^o  au  milieu  de  bct.  Si  donc  on  suppose  connus  le 
point  G),  la  génératrice  A  et  la  trace  bb^^  on  voit  que  la 
droite  pq  passe  par  le  point  fixe  o  quand  le  point  c  se 
déplace  sur  la  droite  ab  :  cette  remarque  permet  de  con- 
struire facilement  la  trace  bt  du  plan  tangent  en  c  aux 
surfaces  réglées  satisfaisant  à  ces  données,  ce  qui  était 
justement  la  question  posée  par  M.  Chômé. 

Supposons  que  le  plan  de  la  courbe  (a)  soit  normal  à 
la  droite  ab  :  les  droites  pq  sont  alors  les  traces  sur  le 
plan  P  des  plans  dé  terminés  par  le  point  w  et  les  nor- 
males aux  surfaces  H  aux  différents  points  de  ab  :  la 
droite  coo  appartient  donc  au  paraboloïde  de  ces  nor- 
males. Le  plan  atùoq  est  donc  le  plan  tangent  à  ce  pa- 
raboloïde au  point  co;  d'ailleurs,  le  point  a  est  le  point 
central  de  la  génératrice  aco  et  le  plan  tangent  à  ce 
point  est  le  plan  iùab.  Le  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  au  paraboloïde  des  normales  est  donc, 
pour  la  génératrice  ad)  : 


K  = 


tan  g  ùaq 


OU  encore,  en  désignant  par  cp  l'angle  iaa, 

lan«î'>p 
Or,  si  Ton  désigne  par  p,  et  Oo  1^'s  rayons  de  courbure 
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principaux  de  la  surface  II  en  a,  ou   a  évidemment, 
d'après  la  relation  d'EuIer, 

—  =  —  sin*  -^-  H cos*  -^ 

ato       pi  ^       pi  ^ 

et 

I         .  o         •     .   .  o 

—  C05*  -^  H sin*  -î-  =  o. 

•  ?!  a        p«  2 

On  en  déduit  aisément 

K  =  /pTpI'. 

On  retrouve  ainsi  ce  théorème,  du  à  Ossian  Bonnet, 
et  dont  la  démonstration  directe  est  immédiate  : 

iSï  l'on  considère  le  paraboloïde  des  normales  à  une 
surface  réglée  S  le  long  d'une  génératrice  y  le  para- 
mètre de  distribution  des  plans  tangents  à  ce  parabo- 
loïde le  long  d'une  des  normales  considérées  est  égal 
à  la  moyenne  géométrique  des  rayons  de  courbure 
principaux  de  S  au  pied  de  cette  normale. 

Ce  théorème  s'appliquerait  évidemment  aussi  à  la 
normal ic  à  une  surface,  admettant  pour  base  une  ligne 
asymptotique  de  cette  surface.  Son  application  aurait 
permis  d'établir  rapidement  la  construction  précédem- 
ment obtenue,  dans  le  cas  où  la  courbe  (a)  est  normale 
à  la  génératrice  ahc. 


[M-3d] 
SUR  UNE  CERTAINE  SURP4GE  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  m.  Cii.  BIOGHE. 


La  surface  qui  a  pour  équation 

(  X  H-  Y  -+-  Z  -4-  T  )3  -  \3  -  Y3—  Z3—  T3  =  o. 
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à  laquelle  Clebsch  a  donné  le  nom  de  surface  diagonale^ 
présente  certaines  particularîlés  que  je  crois  bon  de  si- 
gnaler ici  (*). 

I. 

1.  D^abord  la  surface  diagonale  a  ses  vingt-sept 
droites  réelles  et  distinctes,  et  la  détermination  de 
celles-ci  peut  s'effectuer  facilement.  Si  l'on  ordonne 
Téquation  par  rapport  à  une  des  lettres,  T,  par  exemple, 
elle  devient 

T»(X-+-YH-Z)-hT(X-f-Y-hZ)«H-(Y-+-Z)(Z-hXKX-+-Y)=o, 

ou 

T(XH-Y-i-Z)(X-hY4-Z-hT)H-(Y-+-Z)(ZH-X)(X-hY)  =  o; 

cette  forme  d'équation  met  en  évidence  les  droites 
(  T  =  o,        J  T  =  o,        j  T  =  o, 

et,  à  cause  de  la  symétrie  de  l'équation  initiale,  on  peut 
trouver  d'autres  systèmes  de  trois  droites  dans  chacune 
des  faces  du  tétraèdre  de  référence;  on  a  ainsi  douze 
droites. 

2.  On  voit  de  plus  que  le  plan 

X-^Y-hZ-hT  =  o 

coupe  la  surface  suivant  un  triangle  formé  par  les  traces 
des  plans 

Y-hZ  =  o,        Z-hX  =  o,        X-hYr=o 
sur  le  premier. 


(')  Voir  un  très  intéressant  Mémoire  de  Kckardt  au  Tome  X  des 
Math,  Annalen;  1876, 
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3.  On  trouve  les  autres  droites   en  menant  par  les 
trois  dernières  droites  obtenues  des  plans  convenable- 
ment déterminés.  Pour  simplifier  le  calcul  posons 

X-hY=-2P,         Z-+-T  =  aQ, 
X-Y  =  2P',        Z  — T  =  2Q'. 

L'équation  de  la  surface  peut  s'écrire 

4 (P  -+-  Q)'—  P*-  3 PP'«—  Q3—  3QQ'«  =  o. 

L'intersection  de  la  surface  par  le  plan 

P-i-XQ  =  o 
est  donnée  par 

4(,-_X)»Q»-hX5Q5H-3XQP's-Q»-3QQ'»=o. 

Si  Ton  supprime  dans  cette  équation  le  facteur  Q,  il 

reste 

[4(i-X)»-hX»— i]Q«H-3XP'«— 3Q'«  =  o; 

celte  équation  est  celle  d'une  quadrique  qui  se  réduit  à 
un  système  de  deux  plans  si  Ton  a 

X  =  o        ou        3(i-X)(X»— 3X-M)  =  o. 

Les  solutions  X  =  o,  X  =  i  couduisenl  à  des  droites 
déjà  obtenues;  il  reste  à  prendre 

31^/5, 

on  a  donc  les  droites 

(  2(X-f-Y)-h(3-f-/5)(Z-hT)  =  o, 
j  ^(Z_T)-(/5  +  i)(X-Y)  =  o, 
\  a(XH-Y)-+-(3  4-/3)(ZH-T)  =  o, 
I  2(Z  — T)4-(/3-+-i)(X-Y)  =  o 

et  celles  qu'on  obtient  en  cbangeant  le  signe  devant^A; 
on  a  ainsi  quatre  droites.  Les  huit  autres  s'obtiennent 
en  permutant  les  lettres  X,  Y,  Z,  T. 
On  a  donc  les  vingt-sept  droites. 


(  ««4  ) 
II. 

i.  Il  peut  arriver  qu'en  un  point  d'une  surface  toutes 
les  courbures  soient  nulles,  on  a  alors  des  ombilics 
d'une  nature  spéciale  qui  ont  pour  homologues^  si  Ton 
transforme  homograpbiquement  la  surface,  des  points  de 
même  nature.  Ces  points  peuvent  exister  sur  des  sur- 
faces du  troisième  ordre,  il  peut  même  y  en  avoir  une 
infinité.  M.  de  Saint-Germain  a  montré  que  ce  cas  se 
présentait  pour  les  surfaces  dont  Téqualion  est  de  la 

forme 

Y»H-XF(X,Y,Z,T)=o, 

F  étant  une  fonction  du  deuxième  degré  {Comptes  ren- 
dus, i4  décembre  1 885). 

Il  est  facile  de  constater  que  chaque  sommet  du  té- 
traèdre de  référence  est  un  de  ces  ombilics  spéciaux; 
par  exemple  le  plan 

X  4-  Y  H-  Z  =0 

coupe  la  surface  suivant  trois  droites  situées  dans  les 

faces 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

On  a  encore  six  ombilics  spéciaux  aux  points  d'inter- 
section des  arêtes  du  tétraèdre  avec  le  plan 

X-hYH-Z-4-T=o. 
Par  exemple,  le  plan 

X  -h  Y  =  o 
contient  les  droites 

X  4-  Y  =  o,         i  X  -i-  Y  =  o,         j  X  -4-  Y  =  o, 
Z-4-T  =  o,         I  T  =  o,         \  Z  =  o. 
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On  a  donc  dix  ombilics  spéciaux  donl  quatre  sonl  les 
sommets  d'un  tétraèdre,  et  six  les  traces  des  arêtes  sur 
un  même  plan. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ic^  surfaces  ayant  pour  équa- 
tion 

(X-h  Y  -hZ-i-T)'"—  X'«  —  Y'«—  Z"»— T'WrrrO, 

m  étant  impair,   possèdent  aussi  douAC  ombilics  ayant 
même  disposition  que  pour  le  cas  de  m  =  3. 


[02q] 

SDR  LA  DÉTERNIXATIOX  DES  GOIRBES  PAB  I!^E  ÉOUATIOX 

E^TRE  LES  DISTANCES  TAKGEKTIELLES  DE  LEIRS  POIHS 

A  DBS  COIRBES  DONNÉES; 

Par  m.  Maurice  d*OGâGNE. 


Si  M|  A  =  /, ,  Ma  A  =  /a,  . . . ,  M„  A  =  In  sont  les  dis- 
tances tangentielles  du  point  A  aux  courbes  (Mi),  (Ma), 
...,  (M„),  1  équation 

F(/„ /„..., /,.)  =  o 

définit  une  courbe  (A). 

Pour  que  les  points  de  cette  courbe  soient  détermi- 
nés sans  ambiguïté,  il  faut  que  le  signe  des  distances 
lif  /a? .  •  • ,  /«  soit  défini  avec  précision. 

Rappelons  la  convention  que  nous  avons  adoptée 
dans  notre  Courts  de  Géométrie  infinitésimale.  Prenant 
pour  sens  positif  d'une  courbe  en  un  point  le  sens 
direct  (trîgonom étriqué  positif)  de  son  cercle  oscula- 
teur  en  ce  point,  nous  étendons  ce  sens  positif  à  toute 
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la  tangente;  dès  lors  le  sous  positif  de  la  normale  est 
celui  qui  va  du  point  considéré  sur  la  courbe  vers   le 
centre  de  courbure  correspondante)  (loc.  cit.,  p.  261). 

On  peut  donc  dire  que  la  distance  /,•  sera  prise  posi- 
tivement ou  négativement  suivant  que  le  segment  M/ A 
de  la  tangente,  considéré  comme  une  force  appliquée 
en  M/,  tendra  à  faire  tourner  le  rayon  de  courbure  M,  u/ 
autour  du  centre  de  courbure  [x/  dans  le  sens  direct  ou 
dans  le  sens  rétrograde. 

La  détermination  de  la  normale  en  A  à  la  courbe  (A) 
résulte  du  théorème  suivant,  donné  dans  notre  Cours 
(p.  271)  : 

*SV^    sur  la   tangente    AM,-,    on  porte    le   segment 

AL/=  —j-  et  si  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  tan- 

gente  en  L,  coupe  au  point  X/  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  centre  de  courbure  [jl/  répondant  au  point 
Mi,  la  normale  en  K  à  la  courbe  (A)  est  dirigée  sui- 
vant le  vecteur  résultant  des  vecteurs  A'ki. 

Il  suffit  d'ajouter  que  chaque  segment  AL/  doit  être 
porté  sur  la  tangente  correspondante  (dont  le  sens  posi- 
tif a  été  ci- dessus  défini)  en  tenant  compte  de  son  signe. 

Si  la  courbe  (M/)  est  un  cercle,  on  peut,  du  point  A, 
lui  mener  deux  tangentes  AM/  et  AiM^-,  et  si  //  et  l'^ 
sont  les  longueurs  de  ces  tangentes  prises  avec  leurs 
signes,  on  a 

//4-/i=0. 


(*)  Si  la  courbe  se  réduit  à  un  point,  on  pont  choisir  indifférem- 
ment le  sens  positif  sur  une  droite  passant  par  ce  point,  mais  une 
fois  ce  choix  fait,  le  sens  positif  de  la  direction  normale  est  parfai- 
tement défîni;  c'est  celui  que  Ton  obtient  en  faisant  tourner  de  90', 
dans  le  sens  direct,  la  partie  positive  de  la  première  droite. 
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Si  donc  on  a,  pour  chaque  point  de  la  courbe  (A), 

F(/,,...,//,...,/«)  =  o, 
on  a  aussi 

F(/„..., -/;,..., /«)=o. 

La  normale  obtenue  en  partant  de  Tune  ou  de  l'autre 
équation  doit  donc  être  la  même,  c'est-à-dire  que  le 
vecteur  A^/  doit  être  le  même  dans  les  deux  cas. 

Or,  on  a  évidemment 

En  d'autres  termes,  les  segments  AL/  et  AL|  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  de  même  que  les  segments 
AM,-  et  AM|-,  et  comme  la  droite  A  |Ji,-  est  la  bissectrice  de 
Tangle  M/AM^-  on  voit  immédiatement  que  le  point  \i 
est  le  même  dans  les  deux  cas. 

Remarque.  —  On  peut  changer  à  la  fois  le  sens  de 
tous  les  segments  AX/.  La  direction  de  leur  résultante 
reste  la  même.  Donc,  au  lieu  de  porter  à  partir  de  A  sur 

chaque  segment  M«A  le  segment  AL/=  ^,  on  peut 
|K)rter  le  segment  AL,==  —  ^• 

Exemple.  —  Supposons  que  Téquatiou  donnée  soit 

2/?=  /r".  Dès  lors  rr  =  li*  Nous  pcTuvons  donc  prendre 

AL|=:  —  //,  ce  qui,  quel  que  soit  le  signe  de  M/ A,  fait 
coïncider  L/  avec  M/  et,  par  suite,  X,-  avec  (x/.  Donc, 
dans  ce  cas,  la  normale  est  dirigée  suivant  le  vecteur 
résultant  des  vecteurs  A|i./;  en  d'autres  termes,  elle 
passe  par  le  centre  de  granité  des  centres  de  courbure 
[ji|.  On  retrouve  ainsi  un  cas  particulier  d'un  théorème 
Ann.  de  Mathémat.,  3' série,  t.  XVII.  (Mars  1898.)  8 


(  "8) 
de  M.  J.  Pomey  (Nouvelles  Annales^   1889,  p.  Saj), 
que,   dans  le  cas  général,    nous   avons   déjà   rattaché 
à  notre  théorème  {Nou\^elles  Annales,  1890;  p,  291). 


[Bla] 


RBNARQUBS  SUR  UNE  lATRIGB  ; 

Par  m.  L.  RAVUT. 


Considérons  la  matrice 

I   o  I  o  o  o  ) 

I  o  o  o  o 

S  =      00010 

o  o  o  o  I 

00100 

dont  la  sixième  puissance  égale  i .  Il  s'agit  de  prouver 
que  Ton  a,  pour  équation  identique  de  cette  matrice, 

(S«— i)(S»  — i)  =  o. 

Pour  rétablir,  posons 

loiooo)       (00000) 


S  = 


I  0  0  0  0 

00000 

-h 

00000 

00000 

00000 
o  o  o  I  o 
o  o  o  o  [ 
00100 


D'une  manière  générale,  nous  avons 


Les  deux  facteurs 


î«— 


\[   I  o  o  o  o 

O  I  o  o  o 

o  o  o  o  o 

o  o  o  o  o 

o  o  o  o  o 


et 


Ç3^ 


(  o  o  o  o  o  ) 

o  o  o  o  o 

o  o  I  o  o 

o  o  o  I  o 

o  o  o  o  I 


étant  nuls,  le  dernier  membre  des  égalités  précédentes 
est  égal  à  zéro.  Par  suite 


(S«-i)(S»~i)  =  o. 

Si  Ton  considérait  la  matrice 

{  o   I  o  o  o  ) 
I  o  o  o  o 
s  =     o  o  I  o  o 

o    o    o    I    Cl 

o  o  o  o   I 
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on  aurait  évidemnienl 

S«— i  =  o, 
mais  Ton  aurait  aussi 

(S«-i){S-i)»=o. 


[K14b] 
QUELQUES  REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  BEULER 
CONCERNANT  LES  POLYÈDRES  (M; 

Par  m.  Ëmilb  WEILL, 

Agrégé  des  Sciences  mathématiques. 


1.  Nous  définirons  un  polyèdre  :  une  figure  formée 
d^un  nombre  fini  de  polygones  dont  les  plans  diffèrent 
et  tels  que  chacun  de  leurs  côtés  appartienne  à  deux  de 
ces  polygones  et  à  deux  seulement. 

Théorème  d'Euler.  -^  Soient  F  le  nombre  des  faces 
d*un  polyèdre,  S  le  nombre  de  ses  sommets,  A  le 
nombre  de  ses  arêtes.  Il  existe  des  polyèdres  pour  les- 
quels ces  quantités  sont  liées  par  la  relation 

F  -h  S  =  A  4-  2. 

Supposons  un  polyèdre  réalisé  matériellement  et 
cherchons  à  en  séparer  les  faces  les  unes  des  autres. 
Nous  pourrons  d'abord  enlever  la  face  1,  limitée  par  le 
contour  ABCDE,  en  donnant  un  trait  de  scie  continu 
suivant  ABCDE,  A  puis  la  face  2,  en  donnant  un  trait  de 


(')  La  démonstration  donnée  dans  cet  article  a  élé  inspirée  par  la 
lecture  du  Chapitre  IV  du  Traité  sur  les  fonctions  algébriques  et 
leurs  intégrales f  de  MM.  Appell  et  Goursat. 
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scie  continu  suivant  ÂFGHB^  ce  trait  étant  nécessaire- 
ment interrompu  en  B  et  ainsi  de  suite. 


Nous  supposerons  que  tous  les  traits  de  scie  ainsi 
tracés  sont  efGcaces,  c'est-à-dire  que  chacun  d'eux 
détache  une  face. 

Ceci  ne  se  présente  pas  toujours.  Considérons,  par 
exemple,  le  polyèdre  obtenu  comme  suit  : 

Soient  trois  triangles  ayant  leurs  côtés  parallèles,  mais 
situés  dans  trois  plans  différents.  Joignons  les  sommets 
homologues. 

Traçons  dans  ce  polyèdre  ABCA'B'CA''B''C"  le  trait 
de  scie  fermé  ABCA,  il  est  inefficace.  Opérons  encore 


autrement  :  traçons  les  deux  traits  de  scie  AA'B'B  A  et 
B'C'CB;  chacun  d'eux  sépare  une  face.  Si,  ensuite,  nous 
traçons  le  trait  BB^B',  il  est  ineiBcace. 
Si  celte  particularité  ne  se  présente  pas,  nous  aurons 
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évidemment  séparé  toutes  les  faces  après  F  —  i  traits  de 
scie. 

Enlevons  maintenant  le  sommet  A  i  Temporte-pièce  ; 
il  sera  remplacé  par  un  trou.  Ce  trou  n'altérera  pas  le 

Fig.  3. 


nombre  de  traits  de  scie  continus  nécessaires  pour  sépa- 
rer toutes  les  faces  du  polyèdre.  Le  trait  ABCDEA  sera 
simplement  remplacé  par  le  trait  a,BCDEa|. 

Il  n'en  sera  plus  de  même  si  nous  supposons  un  som- 
met A'  du  polyèdre  autre  que  le  sommet  de  départ  rem- 
placé par  un  trou. 

A  ce  sommet  aboutissent  plusieurs  faces  i',  2',  .y. 
Soit  l' la  première  de  ces  faces  que  nous  séparons  du 
reste  du  polyèdre.  Le  trait  de  scie  qui  suivait  d'abord  le 

Fig.  4. 


contour  B'A'C  sera  morcelé  en  deux  portions  :  l'une 
venant  suivant  B'i^  l'autre  parUnt  de  d  et  se  dirigeant 
suivant  c/C  Les  autres  traits  de  scie  partiront  des  points 
rf',  c'y  au  lieu  de  partir  du  point  A';  ce  sera  leur  seul 
changement. 
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Chaque  fois  que  nous  remplacerons  ainsi  un  sommet 
autre  que  le  sommet  de  départ  par  un  trou,  nous  aug- 
menterons d'une  unité  le  nombre  de  traits  de  scie  con- 
tinus nécessaires  pour  séparer  toutes  les  faces  du 
polyèdre. 

Nous  supposerons  que,  pour  séparer  toutes  les  faces  du 
polyèdre,  il  ne  soit  pas  nécessaire  d'avoir  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  sommets  origines  de  traits  de  scie. 

Expliquons-nous  sur  un  exemple  : 

Soient  ABCDE  une  face  d'un  polyèdre  quelconque  et 

Fig.  3. 


FGH  un  triangle  situé  dans  le  plan  de  cette  face  et  à  son 
intérieur.  Un  point  S  de  l'espace  et  le  triangle  FGH 
déterminent  un  angle  solide  qui,  avec  le  polyèdre  pri- 
mitif, constitue  un  nouveau  polyèdre  SFGHABCDE.... 

Si  nous  prenons  le  sommet  S  comme  origine  des  traits 
de  scie,  nous  séparerons  d'abord  les  faces  SFG,  SGH, 
SHF,  puis  nous  serons  arrêtés  et  nous  devrons  choisir 
une  nouvelle  origine  de  traits  de  scie  sur  la  seconde 
portion  du  polyèdre. 

Nous  supposerons  enfin  que,  si  nous  remplaçons  tous 
les  sommets  du  polyèdre  par  des  trous,  le  nombre  des 
trous  obtenus  est  déterminé  sans  ambiguïté  ;  c'est  dire 
qu'il  n'existe  pas  de  sommet  par  lequel  passent  plusieurs 
nappes  du  polyèdre.  Dans  ce  dernier  cas,  en  enlevant  le 
sommet  considéré,  on  obtiendrait  pour  ainsi  dire  un 
trou  multiple. 
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Dans  ces  conditions,  les  S  sommets  étant  remplacés 

par  S  trous  dont  S  —  i  sont  efficaces,  le  nombre  de 

traits  de  scie  nécessaires  pour  séparer  toutes  les  faces 

est 

F  — n-S  — i  =  F-t-S  — 2. 

D'autre  part,  ce  nombre  est  égal  au  nombre  d^arètes 

du  polyèdre  puisque  tous  les  sommets  sont  enlevés,  et 

Ton  a  bien 

F-hS  — •j  =  A, 

F -f- S  5=  A -H  2. 

C.    Q.    F.    I>. 

Nous  appellerons,  avec  M.  Jordan,  poljedres  eulé- 
riens,  les  polyèdres  auxquels  le  théorème  d*Euler  est 
applicable. 

Théorème.  —  Les  polyèdres  cons^exes  sont  eu/é" 
riens. 

On  démontre  facilement  que  si  un  polyèdre  présente 
la  première  particularité  écartée  dans  la  démonstration 
précédente,  il  existe  un  contact  fermé,  ne  se  coupant 
pas,  formé  d^arètes  du  polyèdre  et  tel  que  si  Ton  coupe 
la  surface  polyédrale  suivant  ce  trait,  elle  n*est  pas 
partagée  en  deux  portions  distinctes;  un  polyèdre  con- 
vexe ne  peut  donc  présenter  la  première  particularité. 

Il  ne  peut  présenter  non  plus  la  seconde  particularité 
écartée  car  il  faudrait  qu^l  aiw  une  face  limitée  par  plu- 
sieurs contours  polygonaux. 

Enfin,  il  ne  peut  présenter  un  sommet  par  lequel 
passent  plusieurs  nappes. 

On  peut  donc  lui  appliquer  la  démonstration  précé- 
dente. 

2.  On  sait  que  le  iLéorème  d^Epler  peut  être  généra- 
lisé. Ceci  nous  permettra  de  voir  que  les  polyèdres  eulé- 
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riens  considérés  dans  ce  qui  précède  ne  sont  pas  les  seuls 
de  cette  espèce. 

Considérons  un  polyèdre  ne  présentant  que  la  pre- 
mière singularité  et  supposons  qu'on  puisse  tracer  n 
traits  de  scie  continus  fermés  sans  morceler  la  surface 
poljédrale^  ces  traits  de  scie  une  fois  tracés,  la  démon- 
stration donnée  est  valable  et  la  relation  d^Euler  de- 
vient : 

F-hS  =  A-f-a  — /i 

(ce  qui  nous  montre  que  le  nombre  n  est  un  nombre 
invariable  attaché  au  polyèdre). 

Nous  voyons  que  le  second  membre  de  la  relation 
d'Euler  a  diminué. 

Considérons  maintenant  un  polyèdre  ne  présentant 
que  la  seconde  singularité  et  supposons  qu'il  soit  néces- 
saire d'avoir  m  +  i  sommets  origines  de  coupures.  Il 
n'y  aura  plus  que  S  —  (m  +  i)  trous  eflicaces  et  la  rela- 
tion d'Euler  devient 

F-KS  =  AH-2-+-m. 

Le  second  membre  a  augmenté. 

On  voit  donc  qu'un  polyèdre  pourra  présenter  des 
singularités  diverses  de  telle  façon  que  l'augmentation 
du  second  membre  de  la  relation  d'Euler,  due  à  cer- 
taines d'entre  elles,  compense  la  diminution  due  aux 
autres. 

Voici  un  exemple  de  ce  fait  : 

Soient  ABCDEF  et  A'FC'D'E'F  deux  faces  d'un 
lH)lyèdre  eulérien  p.  On  a 

(i)  /-+-s  =  a-h2. 

Soient,  situés  respectivement  dans  les  plans  de  ces 
faces   et  intérieurs   à  leurs  contours,  d<;ux   polygones 
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GH&L  et  G'H'K'L'  qui  sont  deux  faces  d'un  second  po- 
lyèdre eulérien  p'  pour  lequel  on  a 

(a)  /'h-  s' =  a' H-  2. 


L*accolemenl  des  polyèdres  p  et  p  donne  un  po- 
lyèdre P  pour  lequel  on  a 

F=:/-^f'-'i,        s  =  *-+-*',        A  =  a-i-a'. 

Additionnant   membre   à  membre  les  équations  (i) 

et  (2)  il  vient  : 

F-+-S  =  A-h2. 

3.  Nous  avons  vuTinfluence  des  deux  premières  sin- 
gularités écartées  précédemment  sur  la  relation  d'Euler. 
Cherchons  à  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  le  polyèdre 
présente  un  sommet  auquel  aboutissent  plusieurs 
nappes. 

Considérons  un  polyèdre  quelconque  et  son  polyèdre 
polaire.  On  sait  que  si  le  théorème  d'Euler  ou  une  de 
ses  généralisations  est  applicable  au  premier,  ce  même 
théorème  ou  la  même  généralisation  est  applicable  au 
second. 

Si  le  polyèdre  donné  présente  une  face  limitée  par 
plusieurs  contours  polygonaux,  le  second  présente  un 
sommet  par  lequel  passent  plusieurs  nappes  de  la  sur- 
face polyédrale. 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  le  polyèdre  donné 
présente  une  face  limitée  par  deux  contours  polygonaux 
distincts. 
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De  deux  cboses  l'une  :  ou  Ton  ne  peut  pas  passer 
d'un  des  sommets  de  Tun  des  polygones  limitant  cette 
face  a  l'un  des  sommets  de  l'autre  polygone  en  suivant 
constamment  des  arêtes  du  polyèdre  (c'est  le  cas  de  la 
seconde  particularité  que  nous  avons  citée);  ou  l'on 
peut  passer  de  l'un  à  l'autre  de  ces  polygones  en  suivant 
les  arêtes  du  polyèdre.  Donnons  un  exemple  de. ce  der- 
nier cas. 

Traçons,  dans  un  plan,  deux  triangles  ABC,  A'B'O' 
ayant   leurs  côtés  parallèles,   le  triangle  A!WC  étant 


intérieur  à  ABC,  et  dans  un  plan  parallèle  au  premier 
un  triangle  h^WC"  ayant  ses  côtés  parallèles  à  ceux  des 
deux  premiers;  joignons  AA%  A^'A',  BB%  B''B',  CC% 
CfC.  Le  polyèdre  obtenu  jouit  de  la  propriété  énoncée. 

Dans  le  premier  cas,  le  polyèdre  polaire  du  polyèdre 
donné  a  deux  nappes  passant  par  un  sommet  a  et  telles 
qu'il  est  impossible,  en  partant  de  9  sur  une  des  nappes, 
de  revenir  en  ce  point  sur  l'autre  nappe  en  suivant 
constamment  des  prêtes  du  polyèdre.  Si  le  polyèdre  ne 
présente  que  cette  singularité,  le  second  membre  de  la 
relation  d'Euler  est  plus  grand  que  A  +  2. 

Dans  le  second  cas,  le  polyèdre  a  deux  nappes  passant 
par  un  sommet  a  et  telles  qu'il  est  possible,  en  partant 
de  9  sur  une  des  nappes  du  polyèdre,  de  revenir  en  ce 
point  sur  l'autre  nappe  en  suivant  constamment  des 
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arêtes.  Si  le  pol;^èdre  ne  pi*ésente  pas  d'aulre  singularité, 
le  second  membre  de  la  relation  d*Euler  est  plus  petit 
que  A  H-  2. 

[A8k] 

RENARQIIK  AU  SUJET  DR  LA  QUESTION  DE  CONCOURS 
DES  «  NOUVELLES  ANNALES  »  EN  1896; 

Par  m.  E.  MALO, 
Capitaine  du  Génie  à  Sétif. 


Il  s'agit  de  l'interprétation  géométrique  des  racines 
d*un  polynôme  R(x)  du  quatrième  degré,  interprétation 
qui  m'avait  échappé  lorsque  je  me  suis  jadis  occupé  de 
cette  question,  et  qui  n'a  peut-être  pas  été  aperçue 
jusqu'ici,  bien  qu'elle  soit  simple  et  intéressante. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  points  JigureUifs  des  racines 
de  r équation  F(a^)=o;  il  existe  six  droites  passant 
trois  par  trois  par  ces  quatre  points,  et  qui,  en  outre,  se 
coupent  deux  par  deux  en  trois  autres  points  E,  F,  G. 
Si  Ton  écarte  successivement  les  couples  qui  se  coupent 
en  E,  F,  G,  on  a  trois  systèmes  de  quatre  droites  qu'on 
peut  désigner  convenablement  par  la  notation  (E),  (F), 
(G),  et  dont  chacun  détermine  une  parabole  inscrite  : 
les  foyers  c,  /",  g^  de  ces  paraboles  sont  les  points  figti" 
ralifs  des  racines  du  covariant  R(jc). 

Les  triangles  EFG,  efg^  sont  komologiques. 

Le  centre  d*homologie  I  appartient  en  commun  k 
trois  cercles  passant  respectivement  par  l'un  des  points 
E,  F,  G  et  par  les  points  milieux  de  ceux  des  côtés  du 
quadrangle  ABCD  qui  se  coupent  en  E,  en  F,  en  G;  les 
trois  points  où  les  cercles  dont  il  s'agit  se  rencontrent 
encore  deux  à  deux  sont  les  points  c,  /,  g> 
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Le  cas  particulièrement  important  où  les  points  A, 
Bj  C,  D  sont  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  les  racines 
de  F(j:)  toutes  réelles,  échappe  à  cette  6guration; 
maison  peut  en  donner  une  autre,  également  simple  et 
curieuse. 

Alors,  en  effet,  il  existe  une  cartésienne  admettant  la 
droite  joignant  les  points  A,  B,  C,  D  comme  axe  et  ces 
points  comme  sommets  ;  les  trois  foyers  de  cette  carté- 
sienne figurent  les  racines  du  covariant  R(x),  réelles  par 
suite,  en  même  temps  que  celles  de  F(jc:). 

En  somme,  toutes  les  propositions  partielles  dont  se 
compose  la  question  de  concours  des  Nouvelles  jinnales 
sont  susceptibles  d'une  figuration,  ou  même  d'une 
démonstration,  géométrique;  mais  les  deux  exemples 
donnés  ci-dessus  sont  probablement  les  plus  curieux  en 
même  temps  que  les  plus  simples. 

Le  premier  considéré  en  lui-même,  et  indépendam- 
ment de  la  proposition  d'Analyse  à  laquelle  il  est  lié 
implicitement,  constitue  un  théorème  qui  pourrait 
peut-être  être  proposé  comme  question  dans  votre 
Recueil.  Il  suffirait,  pour  avoir  un  énoncé  indépendant, 
de  remplacer  les  mots  soulignés  par  ceux-ci  : 

les  sommets  d'un  quarlrangle, 

et  par  : 

les  foyers  e^f,g  de  ces  paraboles  forment  un  tri^ 
angle  homo logique  du  triangle  EFG. 
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AGRÉGATION  DBS  SCIKNGBS  NATHÉMATiOUKS;  GONCMIBS 
N  I8M.  SOLIiTfON  DR  LA  OUKSTION  DE  MATHÉMATIQUES 
ÉLÉMIMTAlUS; 

Par  m.  GROSSBTÊTE, 
Professeur   au    lycée  de 


On  considère  une  sphère  variable  2  orthogonale  à 
une  sphère  fixe  S  et  tangente  à  une  autre  sphère 
fixe  S,. 

1°  Lorsque  la  sphère  S  est  assujettie  à  la  condition 
d'avoir  son  centre  dans  un  plan  P,  le  lieu  du  point  de 
contact  de  Jl  et  de  Si  est  un  cercle. 

Démontrer  que,  si,  le  plan  P  est  tangent  à  la 
sphère  S,  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  S  est  une  sec- 
tion conique  ayant  pour  foyer  le  point  de  contact  de 
S  et  de  P. 

Examiner  le  cas  oà  le  plan  P  est  tangent  à  la 
sphère  S  en  un  point  du  cercle  d'intersection  de  S  et 
de  S|. 

2**  On  peut  déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  S 
et  de  S,  un  point  f  tel  que  la  sphère  Sq,  concentrique  à 
S  et  passant  par  f^  reste  toujours j  quand  S  varie,  tan- 
gente à  une  sphère  fixéD  ayant  pour  centre  le  point 
f\  centre  de  S| . 

3°  Soient  m  le  centre  de  S^j  et  m!  le  point  de  contact 
de  r^j  et  de  D.  Lorsque  le  point  m'  décrit  un  cercle 
de  D,  le  point  m  reste  dans  un  plan  et  décrit,  dans  ce 
plan,  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Discuter  en  supposant  que  le  plan  du  cercle  consi- 
déré sur  D  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

4°  Soit  T  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  seg- 
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ment  qui  joint  le  point  f  à  un  point  m'  pris  sur  ta 
sphère  D;  lorsque  le  plan  T  passe  par  un  point  fixe  y, 
le  lieu  du  point  ni  est  un  cercle  fq. 

Si  le  point  q  vient  à  se  déplacer  dans  un  plan  fixe, 
le  cercle  y^  reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  de  la 
sphère  D.  Examiner  le  cas  où  le  point  q  décrit  une 
droite  fixe. 

5®  Soit  c  le  milieu  deffiy  prouver  que  les  droites 
cm  etjm!  se  coupent  en  un  point  qui  demeure  dans  un 
plan  fixe  lorsqu'on  fait  varier  la  sphère  So* 

I®  Toutes  les  sphères  X  dont  les  centres  sont  situés 
dans  un  plan  P  sont  orthogonales  à  ce  plan;  par  hypo- 
thèse, elles  sont  orthogonales  a  S  ;  donc  elles  passeront 
constamment  par  deux  points  fixes  A.  et  B  situés  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  S  sur  le  plan  P. 
Ces  points  A  et  B  sont  les  points  limites  du  faisceau  de 
sphères  déterminé  par  le  plan  P  et  la  sphère  S. 

Si  le  plan  P  ne  coupe  pas  S,  le  faisceau  de  ces  sphères 
est  du  premier  genre,  les  points  limites  A  et  B  sont 
réels  et  symétriques  par  rapport  au  plan  P  {fig*  i). 

Si  le  plan  P  coupe  S,  le  faisceau  est  du  second  genre, 
les  points  limites  A  et  B  ne  sont  pas  réels.    « 

Dans  Tun  ou  l'autre  de  ces  cas,  si  Ton  coupe  la 
sphère  Si  par  une  sphère  quelconque  S'  du  faisceau 
conjugué,  le  plan  radical  de  cette  sphère  auxiliaire  et  de 
S|  rencontre  le  diamètre  de  S  perpendiculaire  au  plan  P 
en  un  point  I,  tel  que  lA  X IB  égale  la  puissance  de  I 
par  rapport  à  la  sphère  S|.  Or,  les  points  de  contact 
des  sphères  £  et  de  S|  sont  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  menés  de  1  à  la  sphère  S|  ;  donc  le  lieu 
des  points  de  contact  de  la  sphère  S|  et  des  sphères  S 
considérées  est  le  cercle  de  S^  qui  est  situé  dans  le  plan 
polaire  de  Ipar  rapport  à  S|. 
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Dans  Je  cas  particulier  où  P  est  tangent  à  S,  les  points 
A  et  B  sont  confondus  avec  le  point  de  contact  A  ;  et  si 
p  désigne  Tun  des  points  de  contact  d^une  des  sphères  £ 
et  de  S I  ou  aura 

AI  X  lA  =  \]>^        d'où        I A  =  I/>  ; 

par  suite,  la  sphère  S',  décrite  de  I  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  lA,  passe  par  tous  les  points  tels  que^. 

Fig.  I. 


Cette  sphère  S'  est,  de  plus,  orthogonale  à  la  sphère  Si 
et,  par  suite,  elle  est  inscrite  dans  le  cône  droit  qui  a 
son  sommet  en  /*!,  centre  de  S|,  et  qui  a  pour  base  le 
cercle  lieu  des  contacts  des  sphères  2  et  S| .  D'ailleurs, 
les  centres  des  sphères  S  sont  sur  les  génératrices  de  ce 
cône  droit  et  dans  le  plan  P,  par  suite,  à  Tintersectiou 
du  cône  droit  et  du  plan  P  tangent  en  H  à  la  sphère  S' 
inscrite  dans  ce  cône.  D'après  le  théorème  de  Dandelin, 
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celle  section  conique  a  pour  foyer  le    point  A;  c'est 
cette  section  qui  est,  dans  le  plan  P,  le  lieu  des  centres 
des  sphères  S. 

Si  le  plan  P  est  tangent  à  la  sphère  S  en  un  point  du 
cercle  d'intersection  de  S  et  de  Si,  le  lieu  du  point  de 
contact  est  un  point,  le  lieu  du  centre,  dans  le  plan  tan- 
gent h  S,  des  sphères  S  se  réduit  à  un  point,  en  général, 
et  si  Sf  est  orthogonale  h  S,  le  lieu  du  centre  est  la 
droite  Kf^^f^  étant  le  centre  de  S| . 

2**  On  peut  déterminer  sur  la  ligne  des  centres  de  S 
et  de  S|  un  poiniyiel  que  la  sphère  S^,  concentrique  à  S 
et  passant  par  y,  reste  toujours,  quand  S  varie  tangente 
aune  sphère  fixe  D  ayant  pour  centre  le  point /«  centre 
Je  S,  {fig.  i). 

En  effet,  les  sphères  2  étant  tangentes  à  S|  et  ortho- 
gonales à  S  sont  aussi  tangentes  à  une  seconde  sphère  S\ 
inverse  de  S|  par  rapport  au  centre  O  de  S,  la  puis- 
sance d'inversion  étant  le  carré  du  rayon  de  S.  Soit/^le 
centre  de  S, .  Lorsque  le  centre  O  est  extérieur  à  S|,  les 
sphères  £  sont  tangentes  de  la  même  manière  à  S|  et  à 
S',  et  alors  la  différence  entre  les  distances  du  centre  m 
de  2  ày*et  à  /i  est  constante  et  égale  à  la  différence  du 
rayon  des  sphères  inverses  S|  et  S^ .  Lorsque  O  est  sur 
S|  le  point/  est  à  l'infini  sur  O/i .  Lorsque  O  est  à  Tinté- 
rieur  de  Sf  les  sphères  S|  et  S',  sont  tangentes  à  S,  l'une 
intérieurement,  l'autreextérieurement,  et  alors  la  somme 
m/+  mfs  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  rayons 
des  sphères  S|  et  S\  inverses  Tune  de  l'autre.  Donc, 
dans  l'espace,  le  lieu  du  point  m,  centre  des  sphères  S, 
est  une  quadrîque  de  révolution  ayant  pour  foyers  les 
points /et/i,  Tun  d'eux/pouvant  être  à  l'infini.  L'un 
des  axes  de  celle  quadrîque  est  la  droite  O/j.  Par  suite, 
si  de  m  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  m/,  on  décrit 
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une  sphère  ^So,  cette  sphère  sera  tangente  à  la  sphère 
directrice  D  relative  à  Tautre  foyer. 

3'*  m  désignant  le  centre  de  So  ^H  m' le  point  de  contact 
de  So  et  de  D,  nJ  décrivant  un  cercle  de  D,  m  reste  sur 
la  (|uadrique  de  révolution  et  puisque  les  points  m,  m',  y« 
sont  alignés,  m  est  aussi  sur  le  cône  droit  de  sommet /< 
qui  a  pour  base  le  cercle  considéré  sur  D.  Or,  l'inter- 
section d'une  des  nappes  d'un  cône  de  révolution,  qui  a 
son  sommet  à  l'un  des  foyers  d'une  quadrique  de  révo- 
lution avec  cette  quadrique,  est  uue  courbe  plane.  Donc 
le  point  m  décrit  une  courbe  plane  quand  nJ  décrit  uu 
cercle  D.  Cette  courbe  pourra  être  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  puisqu'elle  est  la  section 
plane  y  d'un  cône  de  révolution. 

Si  le  plan  du  cercle  considéré  sur  D  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même,  l'axe  du  cône  de  révolution  est 
invariable  et,  puisque,  d'après  un  théorème  connu,  le 
pôle  du  plan  de  la  section  y,  par  rapport  à  la  quadrique, 
est  sur  cet  axe,  il  arrive  que  le  plan  de  la  section  tourne 
autour  de  la  droite  conjuguée  de  celle  qui  est  l'axe 
commun  des  cônes  droits  considérés.  Cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  dej^i  et  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de/*!  sur  le  plan  de  l'un  des  cercles  considérés. 
Soit  P'  ce  plan.  Eu  prenant  la  section  de  la  quadrique 
par  ce  plan  P',  la  droite  conjuguée  de  l'axe  commun 
des  cônes  passe  par  le  pôle  de  cet  axe  par  rapport  k  la 
sectiou  méridienne  du  plan  P'.  La  discussion  et  l'étude 
de  la  section  se  fout  facilement  en  faisant  tourner  dans 
le  plau  méridien  une  droite  autour  du  pôle,  par  rapport 
à  la  section  méridienne,  de  l'axe  commun  des  cônes. 

4"  Le  plan  T  perpendiculaire  au  milieu  du  segment 
qui  joint  le  point  /à  un  point  m'  de  la  sphère  D  est  tan- 
gent à  la  quadrique,  le  point  de  contact  est  sur  y,  m'. 
Lorsque  ce  plan  taiigrnt  tourne  autour  d'un  point  fixe  y. 
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il  enveloppe  le  coiie  de  soiuinel  y,  ciicoiiscril  à  la  (jua- 
drique.  La  courbe  de  cou  tact  est  l' intersection  de  la 
quadrîque  cl  du  plan  polaire  de  //  par  rapport  à  celte 
quadrique.  Cette  courbe  étant  plane,  lecùiiedesomniet/i 
qui  Taura  pour  base  sera  de  révol  ution,  son  axe  étant/i  y. 
Or  les  génératrices  de  ce  cône  sont  les  droit(îs  fni.  Donc  le 
lieu  du  point  m'  sur  la  sphère  D  sera  Tintersectioii  du 
cône  droit  de  sommet  /i  et  de  la  sphère  D  :  ce  sera  un 
cercle  que  nous  appellerons  y^. 

Si  le  (>oiut  q  se  déplace  dans  un  plan  iixe«  la  sphère 
de  rayon  ^,  qui  coupe  S|  précisément  suivant  le  cercle  y^, 
se  déplace  en  passant  constamment  par  deux  [)oints 
fixes  f  et  cp,  cp  étant  le  symétrique  de/ par  rapport  au 
plan  dans  lequel  se  meut  ^.  Toutes  les  sphères  de  centre  q 
qui  passent  par/ et  9  sont  telles  que  si  on  les  accouple 
avec  S|  il  existe  sur/cp  un  point  [x  dont  la  puissance 
par  rapport  à  S|  est  égale  à  ^fX^*^\  par  suite,  le 
point  |JLy  qui  est  d'égale  puissance  par  rapport  à  S4  et  par 
rapport  à  Tune  quelconque  des  sphères  du  faisceau  con- 
sidéré, est  situé  dans  le  plan  radical  de  Tune  de  ces 
sphères  et  de  Si .  Or  le  cercle  y^  est  dans  ce  plan  radical  ; 
donc  les  plans  des  cercles  y^y  passent  constamment  par 
le  point  fixe  {jl.  11  en  résulte  que  les  cercles  y^^  sont 
orthogonaux  à  un  cercle  fixe  de  D  qui  n'est  autre  que 
Tintcrsection  de  Si  et  du  plan  polaire. du  point  [jl  par 
rapport  à  celte  sphère  S,. 

Dans  le  cas  où  le  point  q  décrit  une  droite  fixe,  il 
peut  être  considéré  comme  se  déplaçant  simultanément 
dans  deux  plans  quelconques  passant  par  cette  droite. 
Par  suite  les  cercles  y^  ont  leurs  plans  passant  par  la 
droite  jjljx'  des  points  fixes  correspondant  aux  plans 
envisagés;  par  suite,  ces  cercles  sont  orthogonaux  à 
deux  cercles  de  S|  et  jouissent  de  propriétés  connues. 

5"  Soit  c  le  milieu  àv  ffs  iji^-  2),  les  droites  cm  et 
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fni!  se  coupent  en  un  point  M  qui  demeure  clans  un  plan 
fixe  quand  on  fait  varier  S©.  En  effet,  prenons  pour  plan 
de  figure  une  section  méridienne  de  la  quadrique  de 


Fig.  1. 


révolution.  Figurons  le  cercle  directeur  de  centre  y,  ; 
soient  /  le  point  fixe  de  O/i,  c  le  milieu  de  ff^^  m  un 
point  de  la  conique  méridienne  correspondan  t  au  point  rn 
du  cercle  directeur,  a  la  projection  du  foyer  f  sur  la 
tangente  mt,  et  D  et  E  les  points  de  rencontre  du  cercle 
principal  avec  y*m'  et  mt.  Nous  remarquerons  d'abord 
qaefm  est  parallèle  à  DE,  caries  angles  CD  a,  CaD,  Ha/ 
sont  égaux;  de  plus«  Ca  étant  parallèle  ^  fm'  et  le 
triangle//«m'  étant  îsoscèle,  il  en  est  de  même  de/aH, 
H  étant  le  point  d'intersection  de  Ca  et  de  fm\  les 
angles  H/a  et  aDC  sont  égaux,  par  suite  CD  et /M  sont 
parallèles.  Cela  posé,  le  faisceau  C(DMa/)  est  harmo- 
nique, puisque  mf  parallèle  au  rayon  CD  est  divisé  par 
le  rayon  Ca  en  deux  parties  égales^  /et  M  sont  donc 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  aD.  Donc  la  po- 
laire de  /  par  rapport  au  cercle  principal  passe  par  M. 
Il  en  résulte  que,  dans  le  plan  de  la  figure,  le  lieu  de  M 
est  la  directrice  relative  au  foyer  /;  et,  dans  Tespacc, 
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le  Iiea  do  M  est  le  plan  directeur  de  la  quadrique  relatif 
au  foyer  /. 


VARIETES. 


Prix  liObatchefsky  (premier  concours,  1897). 

La  Société  physjco-ma thématique  de  Kasan  a  riion^ 
neuf  d'informer  qu'elle  a  décerné,  dans  sa  séance  solen- 
nelle du  3  novembre  (22  octobre)  1897,  le  prix  de 
y.'l.  Lobatchefsky  à  M.  Sophus  Lie,  professeur  ordinaire 
à  rUniversité  de  Leipzig,  pour  son  Ouvrage  :  Théorie 
(ter  Transformations gruppen,  Band  IIL  Leipzig,  iSgS. 

Les  mentions  honorables  sont  décernées  : 

A  M.  L.  Gérard,  professeur  au  lycée  Ampère  (Lyon), 
pour  son  Ouvrage  :  Thèse  sur  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. Paris,  1892. 

A  M.  E.  Cesàro,  professeur  ordinaire  à  TUniversilé 
Royale  de  Naples,  pour  son  Ouvrage  :  Lezioni  di  Geo- 
nietria  intrinseca.  Napoli,  1896. 

Et  à  M.  (i.  Fontené,  professeur  au  collège  Rollin, 
pour  son  Ouvrage  :  L'hjper espace  à  n  —  1  dimensions, 
Paris,  1892. 

La  médaille  d'or  de  N.-L  Lobatchefsky,  destinée,  selon 
le  §  16  du  règlement  du  prix  Lobatchefsky,  à  récom- 
penser le  travail  des  personnes  qui  aident  la  Société 
physico-mathématique  de  Kasan  à  examiner  les  Ou- 
vrages présentés  au  concours,  a  été  décernée,  dans  la 
même  séance  solennelle  du  3  novembre  1897,  à 
M.  Félix  Klein,  professeur  ordinaire  à  l'Université  de 
Gottiugue,  pour  son  rapport  sur  l'Ouvrage  de  M.  Lie. 
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Le  rapport  diî  M.  Klein  vient  d'èlrc  imprimé  à  Kasan, 
sous  le  titre  :  Zurcrsten  Verleilungdes  Lohatscltesvsky- 
Prcises  (GiUaclileii,  belreffend  den  drittcn  Band  der 
Théorie  der  Transforma tionsgruppen  von  S.  Lie). 

Les  rapports  sur  les  Ouvrages  de  M.  (iérard,  Cesàro 
et  Fontené,  ont  été  donnés  par  M^L  les  professeurs 
T.  Souvorof,  I).  Seiliger  et  P.  Nasimof,  membres  de  la 
Commission.  En  outre,  ont  pris  part  aux  travaux  de  la 
Commission,  MM.  les  professeurs  D.  Doubiago,  A.  Ko- 
tt'lnikof,  D.  Sinlzof  (secrétaire  de  la  Commission). 

Le  nombre  total  des  Ouvrages  présentés  au  concours 
a  été  égal  à  neuf. 

Extrait  du  règlement  du  prix  Lob  al  chef shy. 

Ltî  prix  Lobatcliefsky  est  décerné  lous  les  trois  ans. 
Il  est  d'une  valeur  de  5oo  roublc»s  papiers.  Il  reste  à  la 
volonlé  de  la  Société  d*en  augmenter  avec  le  temps  la 
valeur,  si  l'élat  du  capital  le  lui  permet  (§  4). 

Le  prix  Lobatcbefsky  est  destiné  aux  Ouvrages  rela- 
tifs à  la  Géométrie,  et  de  préférence  à  la  Géométrie  non 
(Miclidienne  (§  o). 

Sont  admis  à  concouiirà  ce  prix  les  Ouvrages  imprimés 
en  russe,  français,  allemand,  anglais,  italien  et  latin, 
adressés  a  la  Société  pliysico-matbématiquc  par  leurs 
auteurs  et  publiés  dans  le  cours  des  six  années  qui 
auront  précédé  le  jugement  de  la  Société  concernant  le 
prix  (§6). 

Dans  aucun  cas  le  prix  ne  peut  être  partagé  entre 
deux  ou  plusieurs  auteurs  concurrents.  Dans  le  cas  où 
se  présenleront  plusieurs  Ouvrages  d'égale  valeur,  c'est 
le  tirage  au  sort  qui  en  décidera  (§  7). 

Le  prix  sera  décerné  pour  la  seconde  fois  le  3  no- 
vembre i()oo.  Selon  le  ,^  11  du  règlement,  bs  Ouvrages 
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destiués  au   concours   doivent  être   adressés,   à   la  So- 
ciété physîco-malliéinatiquc  de  Kasan,  jusqu'au  3  no- 
vembre 1899. 

Le  Président  de  la  Société  physico-mathématique, 

A.  Vassilief. 


CORRESPOIVDAKCB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lémeray.  —  ...  Dans  ma  Noie 
Sur  les  racines  de  Véquation  x  —  a^y  parue  dans  les  N.  A. 
(décembre  1896),  c'est  bien  involontairement  que  j'ai  omis  de 
citer  le  Mémoire  d'Euler  dont  parle  M.  Gravé  dans  son  récent 
Article  :  Sur  les  expressions  dites  surpuissances,  Mémoire 
dont  j'ignorais  l'existence. 

L'attention  qu'Euler  a  prêtée  à  cette  question  montre  qu'il 
y  attachait  quelque  importance.  Qu'il  me  soit  permis  de  rap- 
peler que,  dans  la  Note  mentionnée  ci-dessus,  j'ai  démontré  les 
liaiites  des  surpuissances  dans  le  cas  de  la  variable  réelle,  et 
que,  dans  le  numéro  de  février  1897,  j'ai  donné  la  démonstra- 
tion dans  le  cas  de  la  variable  imaginaire. 
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Traitf:  d'Algèbre  éli^^mentaire,  par  MM.  Cor  et 
Biemann.  —  ln-8*',  4^o  p.  Nony,  1898. 

Ce  ne  sont  pas  les  Traités  d'Algèbre  élémentaire  qui 
manquent^  et  il  est  certain  que  la  plupart  sont,  en  bien  des 
points,  excellents;  mais  il  faut  avouer  que  la  plupart  ont 
aussi,  surtout  là  ou  ils  cessent  d'être  excellents,  un  air  de 
famille  qui  se  perpétue  avec  une  ténacité  singulière;  les  chan- 
gements que  l'on  observe  à  chaque  nouveau  venu  portent  sur- 
tout  sur  \e<   purlics  bonne**   qui,   a<!«!irémpnï,   en   de>i<^nnont 
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meilleures  encore,  mais  ne  s'observent  guère  sur  les  autres  qui 
demeurent  dans  la  plus  immobile  imperfection. 

Les  auteurs  n'ont  pas  non  plus  la  tâche  trop  facile;  ils  ont 
à  compter  avec  la  tradition,  les  programmes,  les  douces  babi> 
tudes  des  examinateurs  de  toute  catégorie,  la  hâte  des  éditeurs 
et  les  épines  du  sujet;  car,  môme  élémentaire,  l'Algèbre  n'est 
point  sans  parties  épineuses.  Gomment  écrire  un  livre  en  res- 
tant au-dessus  de  toutes  ces  influences,  l'écrire  pour  lui-même 
et  pour  soi-même,  selon  la  formule  de  l'Art  pour  l'Art,  tem- 
pérée par  le  seul  respect  de  la  Science? 

Je  ne  sais  si  c'est  là  ce  qu'ont  voulu  faire  MM.  Cor  et  Ric- 
mann  en  écrivant  leur  Livre,  mais  je  suis  bien  tenté  de  le 
croire  :  la  tradition  et  les  épines  semblent  les  avoir  très  peu 
gênés;  quant  au  reste,  je  gage  qu'en  dépit  du  frontispice  de 
leur  œuvre,  ils  n'en  ont  eu  souci. 

Aussi  quel  air  d'aisance  et  de  liberté  dans  ces  belles  pages  ; 
il  y  a  une  fraîcheur,  un  rajeunissement  des  choses  qui  vous 
enchantent;  des  questions  usées  jusqu'aux  moelles  vous  pren- 
nent un  air  de  jeunesse  dont  on  demeure  étonné;  je  citerai  la 
Section  consacrée  à  Véquation  du  second  degré;  c'est  un  vé- 
ritable joyau  :  il  est  impossible  d'être  plus  simple  et  plus  précis, 
plus  riche  et  plus  souple;  on  voit  défiler  en  raccourci,  dans 
quelques  pages  d'une  langue  mathématique  exquise,  toute  la 
théorie  des  équations  entières  :  les  changements  de  signes,  les 
fonctions  symétriques,  la  transformation,  l'élimination;  le 
vieux  sujet  en  est  entièrement  rajeuni  et  vivifié;  et  ce  souffle 
de  renouveau  se  retrouve  dans  l'exposition,  qui  vient  ensuite, 
de  la  méthode  si  belle  et  si  judicieuse  de  M.  Girod  pour  la 
discussion  des  problèmes  du  second  degré,  méthode  qui  a 
donné  à  cette  partie  de  l'Algèbre  élémentaire  une  consistance 
dont  elle  manquait  entièrement  auparavant,  et  qui  n'avait  pas 
encore  paru,  je  crois,  dans  aucun  livre  didactique. 

Plus  loin,  nous  entrons  dans  la  théorie  des  fonctions,  avec 
les  notions  précises  de  limite  et  de  continuité,  le  théorème  de 
Gauchy  et  l'étude  directe  des  fonctions  entières  et  rationnelles 
les  plus  simples.  L'étude  des  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques et  circulaires  fait  l'objet  du  Ghapitre  suivant  : 
nous  y  trouvons  une  démonstration  rigoureuse  de  l'égalité 

au  lieu  du  lamentable  cercle  vicieux  qui  constitue  l'une  des 
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plus  immobiles  imperfections  dont  j'ai  parlé  plus  haut;  et  une 
belle  étudef  qui  me  semble  entièrement  nouvelle,  de  l'erreur 
dans  le  calcul  logarithmique,  un  petit  modèle  de  précision  et 
d'élégance  dans  une  question  o\ï  elles  ne  se  rencontrent  géné- 
ralement pas.  Je  n'aime  pas  la  démonstration  des  inégalités 
sinx<âr<tangj7,parla  considération  des  aires;  elles  résultent 
trop  évidemment  de  la  déOnition  même  du  nombre  jt,  bien 
antérieure  à  la  mesure  de  l'aire  d'un  secteur. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  dérivées,  avec  d'inté- 
ressants exemples  d'études  de  fonctions  et  la  construction  des 
développements  en  série  des  fonctions  exponentielles  loga- 
rithmiques et  circulaires. 

Les  auteurs  appellent  série  ce  qui  est  communément  appelé 
maintenant  une  suite  infinie.  La  logique  voudrait  que,  sui- 
vant que  Ton  considère  les  termes  d'une  suite  infinie  au  point 
de  vue  de  leur  somme  ou  de  leur  produit,  on  parlât  de  somme 
infinie  ou  de  produit  infini;  cette  dernière  dénomination  est 
usuelle;  il  semble  que,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  le  mot 
série  tende  à  prendre  exactement  le  sens  de  la  locution  somme 
infinie,  à  peu  prés  inusitée  jusqu'ici  (*).  Peut-être  eût-il  con- 
venu de  maintenir  ce  sens  au  mot  série,  et,  dans  tous  les  cas 
de  ne  pas  le  rétablir  dans  le  sens  de  suite  infinie,  terme  qui 
me  parait  très  convenable,  et  en  faveur  duquel  on  peut  invo- 
quer au  moins  Tancienneté  et  l'étymologie. 

Mais  je  n'ai  encore  dit  que  tout  le  bien  que  je  pense  de  la 
seconde  Partie  du  beau  Livre  qui  nous  occupe.  La  première  ne 
me  plait  assurément  pas  autant. 

Le  Livre  s'ouvre  naturellement  par  une  théorie  des  opéra- 
tions sur  les  nombres  positifs  et  négatifs,  d'une  belle  simpli- 
cité, mais  où  les  auteurs  ont  peut-être  été  trop  préoccupés 
d'être  courts;  ainsi  n'ont-ils  pas  suffisamment  insisté,  je  crois, 
sur  la  signification  algébrique  dont  est  susceptible  toute  expres- 
sion arithmétique  par  suite  de  l'identité  du  calcul  des  nombres 
positifs  avec  celui  des  valeurs  absolues. 

(')  J.  Tannkry,  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable,  n»*40  et  41.  Dans  le  Calcolo  differenziale  de  A.  Genocchi, 
le  mot  série  est  employé  dans  le  môme  sens  que  par  MM.  Cor  et 
Riemann;  dans  la  plupart  des  auteurs  antérieurs  à  notre  quart  de 
siècle,  par  exemple  dans  Gauss,  le  mot  série  est  employé  indiffé- 
remmcat  dans  le  sens  de  suite  infinie  et  de  somme  infinie. 
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L'étude  des  polynômes  qui  vient  ensuite  ne  me  satisfait  pas 
entièrement.  Je  ne  comprends  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  définir  à 
nouveau  la  somme,  la  différence  ou  le  produit  de  deux  ou  plu- 
sieurs polynômes;  il  m^  paraît  qu'il  faut  seulement  constater 
que  le  résultat  de  ces  différentes  opérations  définies  antérieu- 
rement peut  lui-même  être  obtenu  sous  la  forme  de  polynôme 
réduit;  ainsi,  je  ne  puis  admettre  qu'il  y  ait  une  convention 
nouvelle  dans  ce  fait  que  — f{^)  représente  le  polynomey(a:) 
dont  on  a  changé  tous  les  signes.  Enfin,  il  y  a  la  question  ca- 
pitale de  l'identité  des  polynômes  obtenus  comme  résultats 
d'une  suite  d'opérations,  quand  on  les  effectue  en  suivant  deux 
voies  différentes,  qui  demeure  un  peu  dans  l'ombre  :  la  dé- 
monstration, par  exemple,  de  ce  théorème  que,  dans  un  pro- 
duit de  plusieurs  polynômes,  on  peut  remplacer  quelques-uns 
d'entre  eux  par  leur  produit  préalablement  effectué,  est  à 
peine  esquissée;  l'identité 

[/(^)  +  g{^)]  h{x)  =  f{x)  h(x)  -h  g{x)  h{x), 
indispensable  dans  la  théorie  de  la  division,  est  simplement 
affirmée.  Ajouterai-je  que  cette  question  des  polynômes  au 
début  de  l'Algèbre  élémentaire  est  un  peu  irritante,  parce 
qu'elle  y  est  déplacée;  qu'elle  n'est  pas  absolument  indispen- 
sable pour  ce  qui  suit,  et  qu'elle  viendrait  beaucoup  plus  à 
point  au  début  de  l'étude  des  fonctions,  à  propos  des  fonctions 
entières,  alors  que,  par  les  notions  déjà  acquises  de  limites,  la 
question  de  l'identité  peut  être  immédiatement  résolue. 

Quoi  qu'il  en  soit,  celui  qui  comparera  cette  exposition  des 
principes  du  calcul  algébrique  avec  ce  qui  s'écrivait,  sur  le 
même  sujet,  il  y  a  seulemsnt  quelques  années,  sera  frappé  du 
chemin  parcouru  et  des  progrès  véritablement  considérables 
qui  ont  été  réalisés  et  qui  ont  leur  origine  dans  les  profondes 
leçons  faites  à  l'École  Normale  par  M.  Jules  Tannery. 

Nous  arrivons  ensuite  dans  des  régions  moins  épineuses  oii 
la  clarté  et  l'élégance  reprennent  leurs  droits  :  la  théorie  du 
plus  grand  commun  diviseur,  l'étude  des  équations  et  inéqua- 
tions du  premier  degré,  celle  des  déterminants  et  leur  appli- 
cation aux  équations  linéaires.  Dans  la  théorie  des  détermi- 
nants, les  auteurs  ont  supprimé  la  notation  à  double  indice  et 
cela  pour  le  plus  grand  profit  de  la  clarté. 

Suis-je  parvenu  à  donner  une  idée  suffisante  de  la  richesse 
do  ce  Volume  de  moin*  de   "loo  page??  De  la  liberté  avec  la- 
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quelle  il  a  été  composé,  du  soin  avec  lequel  il  a  été  écrit?  De 
la  richesse  des  matières  et  de  la  nouveauté  des  méthodes?  Je 
Tai  jugéen  toute  franchise,  car  il  est  de  ces  livres  longuement 
médités  et  venus  à  leur  heure,  qui  n'ont  rien  à  redouter  de  la 
critique,  qui  ont  en  cu\-mémes  leur  force  et  qui  n'attendent 
pas  d'un  éloge  complaisant  le  succès  dû  à  leur  très  haut  et 
très  réel  mérite.  H.  Padé. 

Leçons  d'Aloèbue,  par  Ch,  Briot,  revues  et  mises 
au  courant  des  nouveaux  programmes,  par  M.  E.  La^ 
cour.  Deuxième  Partie^  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe 
de  Malliémaliques  spéciales,  17*  édition.  Delagrave, 
1897. 

Les  Leçons  d'Algèbre  que  nous  signalons  forment,  en  dépit 
du  titre  trop  modeste,  un  Ouvrage  vraiment  nouveau. 

Les  personnes  dont  l'éducation  mathématique  s'est  faite  à 
l'époque  où  paraissaient  les  livres  d'enseignement  de  Briot 
savent  quelle  en  était  la  lumineuse  simplicité;  les  points  essen- 
tiels de  chaque  théorie  y  apparaissent,  dégagés  des  propositions 
secondaires;  l'abstraction  inévitable  de  certaines  définitions  ou 
démonstrations  devenait  intuitive,  des  images  appropriées  en 
faisant  saisir  le  sens  et  dirigeant  Tenchainement  logique  des 
idt'cs. 

La  simplicité  aussi  réelle  qu'apparente  des  programmes  du 
temps  facilitait  alors  le  développement  de  ces  qualités.  Depuis, 
les  cadres  de  l'enseignement  se  sont  peu  à  peu  élargis;  à  tort 
ou  à  raison,  diverses  théories  s'y  sont  glissées  et  sont  généra- 
lement développées  dans  les  cours.  Les  Leçons  d'Algèbre  de 
Briot,  sous  leur  forme  primitive,  devenaient  incomplètes;  les 
élever  au  niveau  de  renseignement  actuel,  et,  cependant, 
conserver  leurs  qualités  fondamentales,  semblaient  deux  tâches 
incompatibles;  M.  Lacour  a  réussi  à  les  concilier. 

Élève  de  Briot,  M.  Lacour  déploie  dans  son  enseignement 
les  qualités  de  son  maître.  Je  me  souviens  encore  quel  était 
notre  étonnemcnt  lorsque,  à  l'Ecole  Normale,  où  certains  de 
nos  plus  brillants  camarades  avaient  été  formés  à  ses  leçons, 
ccu\-ci  nous  exposaient  avec  quelle  facilité  ils  avaient  appris, 
sans  l'emploi  d'indices  encombrants,  la  théorie  des  détermi- 
nants et  drs  équations  linéaires.    A   rencontre   d'une   erreur 
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facile,  c'était  montrer  que  les  démonstrations,  faites  sur  des 
exemples  particuliers,  y  gagnent  en  clarté,  sans  rien  perdre  de 
leur  généralité. 

Sans  négliger  les  commençants,  pour  lesquels  le  nouvel 
Ouvrage  reste  ce  qu'était  celui  de  Briot,  un  guide  où  trouver 
un  développement  net  et  concis  des  notions  nouvelles  qui  les 
arrêtent,  M.  Lacour,  en  signalant  d'astérisques  les  passages 
que  ceux-ci  peuvent  négliger,  a  songé  aussi,  soit  aux  bons 
élèves  de  Mathématiques  spéciales,  qu'anime  le  désir  de  faire 
quelques  pas  au  delà  du  domaine  limité  par  les  programmes, 
soit  aux  étudiants  de  nos  Facultés  des  Sciences,  pour  lesquels 
la  différence  des  enseignements  du  Lycée  et  de  TUniversilé 
laisse  quelques  lacunes  que  ne  comble  ni  l'un  ni  l'autre. 

Nous  signalerons  particulièrement  aux  premiers  les  Cha- 
pitres relatifs  aux  déterminants  et  aux  équations  linéaires,  les 
principes  fondamentaux  des  théories  des  séries  et  des  inté- 
grales définies,  notions  neuves  qui  parfois  déconcertent  nos 
jeunes  élèves.  Le  calcul  des  fonctions  symétriques,  la  déter- 
mination numérique  des  racines  d'une  équation  sont  également 
très  soigneusement  traités;  là,  comme  d'ailleurs  dans  tout  le 
cours  de  l'Ouvrage,  les  applications  pratiques  de  la  théorie  se 
font  sur  de  nombreux  exemples. 

Quant  aux  élèves  plus  avancés,  les  candidats  à  l'École  Nor- 
male, entre  autres,  ils  liront  avec  fruit  le  Chapitre  relatif  aux 
formes  quadratiques,  les  propriétés  de  la  forme  adjointe,  la 
formule  de  Gauss  et  ses  applications  dues  à  M.  Darboux,  la 
théorie  des  invariants  et  covariants  des  formes,  toutes  ques- 
tions qui,  quoique  disparues  de  la  lettre  des  programmes, 
s'imposent  dans  des  applications  si  nombreuses  et  si  intéres- 
santes de  la  Géométrie  analytique.  Dans  le  même  ordre  d'idées, 
ils  apprendront  la  résolution  de  l'équation  du  4'  degré,  basée 
sur  l'existence  d'invariants  de  son  premier  membre,  les  prin- 
cipes de  la  transformation  des  équations  et  en  particulier  de  la 
transformation  bilinéaire.  Nous  leur  signalerons  encore  la  dé- 
monstration de  la  transcendance  de  e^  d'après  un  principe  dû 
à  Ilurwitz.  démonstration  d'ordre  aussi  simple  que  celle  du 
théorème  classique  :  le  nombre  e  ne  peut  être  racine  d'une 
équation  du  second  degré  à  coefficients  commensu râbles. 

Enfin,  les  étudiants  trouveront  développées  dans  ces  Lcron* 
les  propriétés  des  séries  entières  par  rapport  à  une  variable  et 
des  produits  infinis,  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des 
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racines  d'un  système  de  deux  équations  algébriques,  {générali- 
sation immédiate  de  la  môme  théorie  relative  à  une  seule 
variable,  avec  son  application  à  l'élimination  de  deux  incon- 
nues et  l'extension  du  théorème  de  Bézout  à  un  système  de 
trois  équations,  questions  qui  n'ont  pas  place  dans  les  cours 
des  lycées,  et  dont  cependant  les  étudiants  ont  souvent  à 
admettre  les  résultats  pour  suivre  avec  fruit  les  leçons  de 
leurs  maîtres. 

Ajoutons  à  cette  énumération  incomplète  la  présence  de 
nombreux  exercices  dont  beaucoup  découvrent  bien  des  hori- 
zons nouveaux  :  polynômes  de  Lef^endre,  nombres  de  Ber- 
noulli,  fonctions  de  Besscl,  intégrales  eulériennes,  série  hyper- 
géoraétrique  de  Gauss,  fonctions  elliptiques  et  leur  propriété 
daddilion.  Et  le  tout  prenant  place  dans  un  Volume  de 
700 pages  à  peine!  Cette  simple  remarque  est  peut-être  ce  qui 
le  recommande  le  plus  éloquemment.  A.  Tresse. 

Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1898; 
Paris,  Gauthier-Villars  et  fils. 

La  maison  Gauthier-Villars  (55,  quai  des  Grands-Augustins) 
vient  de  publier,  comme  chaque  année,  V Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  pour  1898.  —  Ce  petit  Volume  compact  con- 
tient comme  toujours  une  foule  de  renseignements  scien- 
tifiques qu'on  ne  trouve  que  là.  Le  Volume  de  cette  année  con- 
tient en  outre  les  Notices  suivantes  :  Sur  la  stabilité  du 
système  solaire;  par  M.  H.  Poincaré. — Notice  sur  V Œuvre 
scientifique  de  M.  H.  Fizeau ;  par  M.  A.  Cornu.  —  Sur 
quelques  progrès  accomplis  avec  l'aide  de  la  Photographie 
dans  Vétude  de  la  surface  lunaire  ;  par  MM.  M.  Lœwï  et 
P.  PciSEUx.  —  Sur  les  travaux  exécutés  en  1897  à  l'obser- 
vatoire du  mont  Blanc;  par  M.  J.  Janssen. —  Discours  pro- 
noncés au  cinquantenaire  académique  de  M,  Faye^  le 
%^  janvier  1897  ;  par  M.  J.  Janssen  et  M.  M.  Loewy.  fn-i8  de 
VI-806  pages,  avec 2 Cartes  magnétiques  :  i''',5o( franco  \^%%'j). 

Le  Rationnel,  par  Gaston  Milliand,  agrégé  de  Mathé- 
matiques, docteur  es  lettres,  chargé  de  cours  de  Philo- 
sophie à  la  Faculté  des  Lettres  de  Montpellier,  (i  vol. 
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iii-1^.    de  la   Bibliothèque   de  Philosophie  contempo- 
raine, 2*^', 5o.  Félix  Alcaii,  éditeur.) 

Cet  Ouvrage  fait  suite  à  VEssai  sur  la  certitude  logique, 
du  même  auteur,  dont  la  deuxième  édition  a  récemment  paru. 
Il  comprend  six.  études  intitulées  :  Mathématique  et  Philo- 
sophie, La  Science  rationnelle  y  A  propos  de  la  Géotméirie 
grecque,  Une  condition  du  progrès  scientifiquCy  Le  raison- 
nement scientifique  et  le  syllogisme,  Sur  la  notion  de 
limite  en  Mathématique,  Pensée  pure  et  intuition. 

Le  but  de  M.  iMilhaud,  en  composant  et  en  réunissant  ce;^ 
études,  a  été  de  montrer  que,  dans  une  recherche  de  la  con- 
naissance rationnelle,  on  doit  plus  tenir  compte  qu'il  n'est  fait 
d'ordinaire  d'une  activité  spontanée  de  l'esprit,  et  qu'on  ne 
doit  pas  craindre  d'aller  jusqu'à  reconnaître  à  celle  activité 
créatrice  quelque  degré  de  contingence  et  d'indétermination. 
Il  n'a  pas  la  prétention  d'apporter  un  système  nouveau,  mais 
il  insiste  sur  le  besoin,  pour  la  pensée  philosophique  que  solli- 
citent de  pareils  problèmes,  d'entrer  dans  une  certaine  direc- 
tion et  de  ne  pas  négliger  un  facteur  qui  lui  semble  avoir  son 
importance. 


PUBLIGATiONS  REGENTES. 


C.  BuRALi-FoRTi.  —  Exercice  de  traduction  en  symboles  de  Lo- 
gique matiiématique  (Extrait  du  Bull,  de  Math,  elém.,  1897). 

Kv.  Galois.  —  Œuvres  mathématiques,  publiées  sous  les  auspices 
de  la  Société  Mathématique  de  France,  avec  une  introduction  par 
M.  Em.  Picard.  Paris,  Gauthicr-Villars  et  fils,  1897. 

G.  Vaîlati.  —  Del  concetto  di  centro  di  gravita  nella  statica 
d'Archimedc  (Extrait  des  R,  dell.  Ace.  r.  de  Scienze  di  T\)rino; 
Turin,  Clausen,  1897). 

D'  LuDWio  GoLDSi^HMiDT.  —  Die  Wahrscheinlichkeitsrcchnung  : 
Versuch  ciner  Kritik.  Hambourg  et  Leipzig,  L.  Voss,  1897. 

NicoL.  —  Cours  de  Géométrie  cotée.  Paris,  Nony,  1897. 

N.  Cor  et  J.  Hiemann.  —  Traité  d'Algèbre  élémentaire.  Paris, 
Nony. 

E.  ViLLiÊ.  —  Compositions  d'Analyse,  Cinématique,  Mécanique  et 
Astronomie,    donnc^es    depuis  iSfK)  à  la   Sorhonne   pour   la    Licence 
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ès  Sciences  matliéinaliquos.  Knoncés  el  solutions;  3'  Partie.  Compo- 
sitions donaccs  depuis  1889;  in-8».  Paris,  Gauthier-Villars  cl  fils; 
1898. 

Jievue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées  \  Directeur  : 
L.  Olivieh,  Docteur  es  Sciences,  9"  année,  1S98.  Paris,  Carré  et 
Naud. 

Mathesis,  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et 
des  établissements  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansion  et 
J.  Necbeho.  2»  série,  t.  VUI,  1898.  Gand,  Ad.  llostc,  et  Paris,  Gau- 
thier-VilIars  et  fils. 

J.  Andradk.  —  Leçons  de  Mécanique  physique;  i  vol.  gr.  in-8». 
Paris,  Société  d'éditions  scientifiques;  1898. 

M.  d'Ocag^k.  —  Karl  Weicrstrass;  gr.  in-8»,  a8  pages  (  Kxtrait  de 
la  Resfut  des  questions  scientifiques).  Louvain;  1897. 

Euo.  CossEUAT.  —  Sur  les  surfaces  qui  peuvent,  dans  plusieurs 
mouvements  différents,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  —  Sur  les 
surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de  longueur  nulle  (Kxtrait  des 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences;  1897). 

L.  Dksaint.  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions 
(thèse):  in-4*,  70  p.  Paris,  Gauthicr-Villars  et  fils;  1R97. 

Bertrand  A.-W.  Russell.  —  An  essay  on  the  foundations  of  Geo- 
melry;  in-8',  aoi  p.  Cambridge,  Uni  vers  ity  Press;  1897. 

E.  Cbsàro.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  régions  et  des 
courbes  qui  les  remplissent  (Extrait  du  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  i^97)- 


QUBSTIOKS. 


261.  (1852,  p.  3G8).  — •  Trouver  l'équation  de  la  courbe,  la- 
quelle coupe,  sous  un  angle  constant,  toutes  les  lignes  géodé- 
siques  sur  une  surface  développable,  issues  d'un  point  fixe  sur 
la  surface.  (Strebor). 

26G.  (1852,  p.  402).  —  Soient  trois  a\es  rectangulaires;  on 
les  divise,  à  partir  de  l'origine,  chacun  en  parties  égales  à  l'u- 
nité; parles  points  de  division  d'un  axe  on  mène  respective- 
ment des  plans  parallèles  au  plan  des  deux  autres  axes;  ces 
trois  systèmes  de  plans  parallèles  déterminent,  par  leurs  in- 
lerseciions,  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des 
nombres  entiers.  Soit  un  point  d'intersection  ayant  pourcoor- 
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données  les  nombres  entiers  /w,  /i,  /?;  ce  point  est  le  sommet 
d*un  parallélépipède.  Prenons,  dans  l'intérieur  de  ce  parallélé- 
pipède, trois  points  ayant  pour  coordonnées  entières  respec- 
tives /ni,  /ij,  pi'j  niiy  nj,  pfi  ms,  /I3,  pz-  Le  plan  qui  passe  par 
ces  trois  points  partage  le  parallélépipède  en  deux  portions: 
combien  chaque  portion  renferme-t-elle  de  nombres  entiers? 

324.  (1856,  p.  ^29).  —  Quelles  sont  les  phases  de  la  Terre  et 
les  éclipses  de  Terre  pour  un  spectateur  placé  dans  la  Lune? 

333.  (1856,  p.  243).  --  ?^tant  donnée  une  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces  de  degrés  m  et  /i,  quels  sont  les  degrés  res- 
pectifs des  surfaces  formées  par  les  normales  principales,  les 
tangentes  de  la  courbe  et  les  axes  des  plans  osculaleurs? 


1787.  On  considère  les  points  de  contact  des  coniques  in- 
scrites à  un  quadrilatère  avec  un  des  côtés  du  quadrilatère  et 
l'on  demande  : 

1*  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  coniques  corres- 
pondant aux  points  de  contact; 

2"  L'enveloppe  des  cercles  osculateurs  qui  correspondent 
aux  centres  de  courbure  précédents.  (C.  Tzitzéica.) 

1788.  On  considère,  dans  un  cercle  de  centre  O,  un  rayon 
fixe  OA  et  un  rayon  variable  OM.  Le  point  M  se  projette  en  P 
sur  OA.  Le  lieu  du  centre  des  symédiancs  du  triangle  MOP 
est  une  courbe  fermée  dont  l'aire  est  les  3^  de  l'aire  du  cercle 
donnj.  (E.-N.  Barisien.) 

1789.  Les  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ses  cercles  oscu- 
lateurs, en  deux  points  conjugués,  se  rencontrent  sur  une 
courbe  ayant  même  aire  que  l'ellipse.      (Ë.-N.  Barisien.) 

1790.  A  quelles  conditions  peut-on  trouver  sur  une  qua- 
drique  un  point  P,  tel  que  tout  cône  ayant  pour  sommet  ce 
point  et  pour  base  une  section  par  un  plan  quelconque  paral- 
lèle à  une  droite  donnée,  soit  capable  d'un  tricdre  trirectangle 
inscrit?  Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  combien  y 
a-t-il  de  points  P?  (R.  Gilbert.) 
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|M*3dl  •^"*'  un  î  eertaiii.!  sirface  du  tn)i>iêuic  orJre  (  Ch.  Bloche  ),      1 1  i 
[02q|  Sur  la  délerniinalion  <Jes  eourbe*  par  une  é'juation  enlie 
les  (lisianees  langentielles  de  leurs  points  à  des  eourbes  données 

(  M.  d 'Ocdi^ne.  ) ii  '» 

[IHa)  Keniarque^  sur  une  matrice  (  A..  /?aç^w^  ) iiS 

|K14b]  <)uelques  reniar«^ue'^  sur  le  lliéorème  d'Euler  ronoernanl 

les  polyèdres  ( Enx.   Widll) lio 

[  A3k|  Remarque  au  sujet  de  la  question  de  Concours  des  «  Nou- 
velles Annales  »  en  i8(j6  (  E.  Malo) i'«8 

Agré«,'ation  des  Sciences  mathématiques;  Concours  de  i8<)f).  Solu- 
tion de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires  (0'/'o.v."?e/^/<?).      \\o 
Variélés  :  Prix  Lohatchefsky  ;  premier  concours,  1897  {A.   Vassi- 

lief) ' 1 3; 

Correspondance.  —  M.  Lémeray  :  Sur  un  Mémoire  d'Euler iJy 

Bil)lio^ra|)hie.  —  Traité  d'Alfijèbre  élémentaire  (Cor  et  liiemann); 
Leçons  d'Alj^èbre  {liriof,  revu  par  /i.  Lacour)\  Annuaire  du 
Bureau  des  Lonj^itudes  pour  1898;  Le  rationnel  {G.  Milhaad).      i3y 

Publications  récentes i\(^ 

Questions  proposées  :  261,  2GG,  \\±i,  X\\\  1787  à  iTUd i4: 


LIBHAIRIE   GAUTHIKR-VILLARS    ET   FILS. 

QUAI    DES   GRANDS-AUGUSTINS,    55,    A    l*ARIS. 


f'icftt  de  paraître. 

RÉMOND  (A.),  Ancien  filève  do  l'Ecole  Polylechniquo,  Professeur  de  Ma- 
lliénuUiques  spéciales  à  l'Ecole  préparaloiVe  de  Sainie-Barbe.  —  Exer- 
cices élémentaire  de  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimen- 
sions, avec  un  E.rposé  des  médailles  de  résolution,  suivis  des  Enoncés 
des  problèmes  donnés  pour  les  compositions  d' admission  aiùr  Ecoles 
Polytechni(]ue,  ?sorma1e,  Centrale,  Arn'ale,  au  Concours  gcnértei  et 
à  r  Jgré}^ation.  -x  volumes  iii-8,  avec  fiuures  : 

l"  Partie  :  Géométrie  à  deux  dimensions,  2"  édition;  1898 7  fr. 

Il*  Partie  :  Géométrie   à   trois    dimensions.    Problèmes     *-éncr^n.r 
Enoncés.  •;»*  édition  { \>^  liriii^e  corriiié  )  ;   1 898 *. . .      7  fr 
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S  M.  Laimant,  i(i?.  aviMiiio  Mrtor-Hiijîo, 

ou  à    M.    ANToMAitr,    Il    his,  rvo.   Daubi^ruy. 

Lrj.  maaui^crîts  poavont  aussi  ôlro  (•nv(»;srs  à  rinipiinioric.  55.  quai  dos  (Ir.iuds-Aii;  iislii  »*. 


PARIS, 
GAUTmER-VILLARS  ET  FILS,  IMPRIMEURS-LIBRAIRES 
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Quai  des  Grands-Aii(;u$tiiis,  55. 


1898 


*i 


E    = 


-7=    ^      "^ 


»0      il 


^    c 


^3     .£ 

•^    'Z 


^^'    -= 


Co  Kecueil  parait  cil  a  qui-  îiioIb. 
lies  manuscrits  non  insérés  ne  sont  pas  rendus. 


IliiU  fl«i  CorrefipûmtanU  ûm  IIOCnrELL£S  àNHALES 
dàni  les  villûs  oq  sitgeiit  le»  Pacolldê  des  Scleoces . 

GmittAix.  —  i:Jt*rtiJOUt^Fcrrainil  :  M*  H.  r,c(i:aAHi>.  -  Uî].»u  :  M,  l»t  i 

—  «irottoblr  ,   M.  J.  Cou^fcr.  —  LiH«  :  M.  1(.  Pauê»  —  Lyou  :  II. 
AiaTïi.^^çe.  "  Marsoillo     M,  Sai'vagk.  —  MarUpeilier  :  M.  E,  F*» 

—  Soni!y  :  II.  H*  Vucjt,  —  ï^aris  i  M.  nirn\  —  l*olUers  :  M.  Mml- 


L,i  fiîhliidhèqut  mfithémaîique  des  irai^atliiutr^  st  întroiuic  ilaffô 
froii  ftifirlionrienieiif  ♦|uclniies  miHiilîcatiotis  qui  hii  oui  fuîrmlâ  tïa- 
hni^^iT  .se%  |iri\  d'yhodiiL'jnL'ul  e^i  ia*^*"  pour  un  an  et  C'^niuiréi^  na<'»>*. 

Stiiï  DirûctL'ur,  M,  le  1)*"  Uiii»4?«N  (4»  i''î*î  ^e  ta  Cure,  Par!**\u- 

lisuU),  nouft  fflil  snvoîr  f|ti«  Ir^s  abonnés  des  A'oui'cties  Annaivs  Je 

U<tih*^  ma  tiques  iJOUiTonl  iN^ruMicier  «l'une  rèiiueliôn  de  aO  fHHir  hki, 

e'câl-û-dii"c  qut%  pour  eu\,   rabtinneiTit'nL  annuel  ne  «»erfi  qur  «Ir 

Aix  francs, 

\ou^  lui  rn  i^itprmitvns  Inute  notre  reconnaïisance. 

S^adrC*^Stï'  dilrrhMnrnt    ii    M.    Iii    f>'    lIiJLÎlÀ?«N,  4»  TUC   de    lii    Tiirr. 

F^ini^-AuieuiL 


LIIÏHAIIIIE  GAUTHtEK-VILLARS  ET  FILS, 


LUCAS   (£<îûuarâ'f,   rrorûSHC^ur  «Je  Matltéoiaiiqueg  gpi^cîale«t  au   Ly< 
Saint -Louis.--  Hécréations  mathématignes.  .[  vijluHirs  jh^uI  hi>^,  c^ 
ractèros  el^ôvirs,  Mires  itn  deuv  cou  leurs,  se  vcmiant  siparL^ment  ; 

TosiK  L  —  Lus  Ttm»enéff.  —  £f:t  Fo/tts.  —  Ln  Lrilnrintheâ  ^  —  i, 
ftfifwx,  —  L^  SoUiaifr.  —  La  yumérathrt.  —  £ff  Bfi^Ufnmtdfer,  •»  1 
7h*ftttft.  a'  édition;  iHgï*  Prix  :  Papier  hoilando,  ii  fr.  ^  Vélin, 7  fr.  ~ 

To.vric  IL    -  Qttt  prni  ga^rte^  -^  Lrs  Botmntfs,  —   Lrs  Mttrrîie\,  ~^ 
Ptin/urt,   —  Lr  Cnfu*^t/ic.  —  Lrx  Jf*ttx  de  iif*inf»ixt*iirjt.  —   LeJ^Ui 
tien  iPiiamiitffn.  a-  éiiiLîon;  i8«j5.  Pri\  :  Papier  hi>IÏ!intfc,  i-*  fr.  —  Vtiil 
7  fr,  5o>  , 

TuMK  ÎIL  —  £c  Cakuî  digimi .  —  Machines  arùhmédqtiûf .         '     ^' 
méidûH.  —  A>cr  JoHctiotis  f/c  pohits.  —  Z(?  /<fï*  mîiitaire.  —  £rt  /' 
Bfr-'-*--  *  '  '^  ^  -  c/'tffi?,  —  iLcr  /"Vr  ri  ehcK^al.  -^  Le  Jeu  amcrif  ftm, 

J'  jeums^  ~-   V Etoile  ntnifffîoie,  —  fiùtâge  et   .Voif 

>ix    *.>f-ii:i  i.i4lande,  ij  tr,  Su.  ^  Vùliu*  t»  fr,  3ti, 
IV  Kr  iteaMiîB.  — iff  Cftleftdtter  pcrpéittri,^  L*Jrù^méiiqu 
'     '    ''  ^*tifiur  vn  (tdttms,  —  /.«rji  J/t'     "  ,  :  '         ' 

•  fr.    -  Vdin,  7  fr.  >a. 


(  >49) 

tR4b] 
SUB  ll^E  INTÉGRALE  D'I'N  PROBLÈME  SUR  L'ÉQUILIBRE 
Bl'^  FIL  FLEXIBLE  ET  l\EXTENSIBLE; 

l'kR  M.  M.  LAGOUTIXSKY. 


Les  équations  (liiïureiiticllcs  de  l'(;(|uilibre  d'un  (il 
sont 

(I)  /  -.-(  T  r'  )  -h  A- Y  =  o, 

'  as 

as 

rj.)  x'^-hy*  -h  Z' — I  —  o, 

où  X,  Y,  Z  désigiuMit  les  coin  posa  m  es  des  forces  appli- 
quées au  fil,  T  la  tension,  k  la  densité,  x,  r,  z  les  coor- 
données d^un  élément  du  (il,  la  variable  indépendantes 
l'arc  du  fil,  x\j\  z'  dérivées  d(!s  fonclions  x,j;,  z  par 
rapport  à  5. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  (jue  X,  Y,  Z  sont 
des  fonctions  des  variables  x,  y^  z  et  s. 

Proposons-nous  dci  trouver  trois  fonctions  U,  V,  \V 
des  variables  x,  y,  s,  x\  y'^  z'  et.v,  linéaires  pai-  rapport 
\\  x\  y',  z\  telles  que  Tex pression 

multipliée  par  ds  devienne,  en  vertu  de  (a),  une  dilfé- 
rentielle  exacte,  et  de  déterminer,  s'il  est  nécessaire, 
les  conditions  que  doivent   remplir  X,  Y,  Z  pour  que 

l'expression 

Q  ==  A  XU -H  A\V -^  A  ZW 
Ann.  de  Mathemat.,  3»  série,  l.  XVII.  (  \vril  1898.)  10 


(  »^^  ) 

multipliée  par  ds  soit  une  différentielle  exacte.  Alors 
Téquation 

r P  ds  -h  Cqs  =  C 

donnera  une  intégrale  du  système  (i)  et  (2). 
La  première  condition  mène  à  Téquation 

ou,  en  réduisant  y 

,dV         ,d\        ,dW 

En  diflerentiant  Téquatioii  (2)  par  rapport  à  5,  nous 
aurons 

(5)  x'x'-hyy-i- z'z'  —  o. 

En  vertu  des  équations  (2)  et  (5)  on  peut  remplacer 
cette  équation  par  la  suivante 

.dl^        ,d\        ,d\s       ,^ 

où  F  et  G  désignent  respectivement  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (a)  et  (5). 

La  comparaison  des  termes  renfermant  les  dérivées 
secondes  des  variables  x^y^  z  donne 

à\}       d\}       àS  _  ()\  _  dW  _  dW  _ 
oy  ■"  i)z'  ~  dx'  "~  Oz'  ~~  dx'  ~   ôz'   ~  ^' 

Ox'  ~  dy'  ~   ôz'   ^  ^' 


On  peut  donc  poser 


(     'H     ) 

OÙ  ^•ifx'^j'i  <*l  f^  soûl  des  fonctions  des  seules  variables 
jr,y%  z  el  s.  En  portant  ces  valeurs  des  fonctions  U,  V, 
W  dans  ré(]uation  (6)  et  comparant  les  termes  sembla- 
bles, nous  obtiendrons,  pour  la  détermination  des 
fonctions  jJi,yi,  f^^^f^t  '^*  système  suivant  d^équatîons 
aux  dérivées  partielles 


f>/i        dix 

Os         Ojt 

ôy         Os 

Os        Oy 

Oz         Ox 

Oz         Os 

Oz         Oy 

L'intégration  complète  de  ce  système  n'introduit  pas 
lies  fonctions  arbitraires  en  vertu  du  tliéorème  de  M.  C. 
Bourlet  {A.  E,  A'.,  1891;  Supp.)  et  donne  pour  la 
solution 

a  =  «0  -f-  rt  I  X  -^  rtj  y  -t-  a-x  z  -i~  a^s  -h  a^ix^  -h y-  -H  5*  H-  s-  ) 
-k-7.a6xs  --i~).fi-:ys  — ?.^g^5. 

/i  — a»  — «i  X  -h  ai^y  -i-  ctiiz  —  aiS  —  at,(X'—y^ — Z'-hs'^) 

—  i  a-,  xy  —  ?,  flTg  xz  —  '1  a.-,  xs, 

/i=  fliî—  aïox—  a^  y  -h  «is-s  —  a^s  -+■  a-.ix^  —  y^-^  z* — s-  ) 

—  2  aexy  —  >.  a^^yz  —  -i  a-^ys, 

/î=  rtii—aii^r— a,3^  — ^4  -5  —  ^35  h-  n^ix^-^-y^^  z^—s^) 

—  la^xz  —  '>.a-',yz  —  >.  a^  zs, 

où  a/  sont  des  constantes  arbitraires. 

Considérons  maintenant  l'expression  Qrf^,  (jui  devient 
eu  vertu  de  ce  qui  précède 

k}^\dx  H-  XrixY  dy  -h  â-,xZ  dz  -+- (X'/,X  h-  A/,  Y  -f-  kf,l)ds. 

On   peut    donc   écrire    les   conditions   cliercliécs    sons 


(    'So  ) 
multipliée  par  ds  soit  une  diflereiiliello  exacte.  Alors 
réquation 

donnera  une  intégrale  du  système  (i)  et  (2). 
La  première  eondition  mène  à  Téqualion 

(3)  ^(Ua7'-f-VyH-W-5')=U:r'-t-V^''H-W5', 

ou,  en  réduisant, 

,dV        ,d\        ,d\\ 

En  diQërentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  5,  nous 
aurons 

(5)  x'x''-hyx'^z'z''=o. 

En  vertu  des  équations  (2)  et  (5)  on  peut  remplacer 
cette  équation  par  la  suivante 

,dl^         ,d\        ,d\\      .^ 

(^)        ^in^^-di-^'-di-'^-^^'-''^ 

où  F  et  G  désignent  respectivement  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (2)  et  (5). 

La  comparaison  des  termes  renfermant  les  dérivées 
secondes  des  variables  x,  y^  z  donne 

ôy  "■  ùz'  ~  àx'  ~~  ôz'  "~  dx'  ""   ôz'   ~  ^' 

^  _  dV  _  ç^W  _ 
ôx'        dy         àz    ""  ^' 


On  peut  donc  poser 


(  '•»-  ) 

où  ^tf\nji  t't  yi  soiil  des  foiictlous  des  seules  variables 
j',/,  z  et  s.  Eu  porlanices  valeurs  des  fonctions  U,  V, 
W  dans  l'équalion  (6)  et  comparant  les  termes  sembla- 
bles, nous  obtiendrons,  pour  la  détermination  des 
runctions  a,y^i,  /a^t/*,,  le  système  suivant  d^iquations 
aux  dérivées  partielles 


<)r        ds          ' 

Os         Ojt 

Oy         Ox 

Os         Oy 

Oz         Ox 

Oz         ds 

<)A        0^x 
-  -f-  -i-  =  o. 

0*            f>-3 

Oz         Oy 

L'intégration  complète  de  ce  système  n'introduit  pas 
(les  fonctions  arbitraires  en  vertu  du  tliéorème  de  M.  C. 
Bourlet  {A.  E.  A'.,  1891-,  Supp.)  et  donne  pour  la 
solution 

îx=rto-+-rti  X  -^  Of  y  -^  (ii  z -^  a^s -h  a^ix^-hy-^  z^-hs^) 

-hTia^xs  -^la-ys  -^2<7h-3a', 
/i  =  a«j  — rt^  X  -h  aïoy  -^  citiz  —  His  —  a^^ix^—y'^ — z--hs*) 

—  >.  «7  xy  —  jt  rtg  xz  —  '2  a-,  xs, 

/i=«n—  aiax—  a^  y  -h  a^z  —  a^s -^  a-ix^—y^-r-  z*—-s^) 

—  -xa^xy-^  '?.  a^yz  —  x atys, 

/î=  «u~  aiix—  (ixzy  —  fH  z  —  «35  -h  ^/«(j'*-!- v*—  -*—  s^) 

—  la^xz  —  '?.a-',yz  —  la^zs^ 

où  ai  sont  des  constantes  arbitraires. 

Considérons  maintenant  l'expression  Qrf5,  qui  devient 
eu  vertu  de  ce  qui  précède 

k^\dx  -4-  ^jjiY  cly  -h  Â(jiZ  r/5  -+-  (A/,X  -4-  kf^Y -h  kf^l)ds. 

On   peut   donc   écrire    les   conditions   cliercbécs    sous 


(     '52    ) 


deux  formes  difTé renies 


(7) 


OU 


x>x  = 

dx 

AfxY  = 

k\LZ  = 

d^ 


(8) 


MjiX)  __  d(A-{JLY) 

d(A}x\)  __  â(kiiZ) 

dz         ~        Ox       ' 
d(Aix\)  ^  â(kfi\-hkftY^k/iZ) 

ds         ~~  dx 

d(kii.Y)  _  djkiil) 

dz        ~        dv 
djkiiY)  ^  d(kfi\-hkftY  -hkf.Z) 

ds        "~  dy 

dikiil)^  d(kfiX-^kfrY-hk/a) 
\        ds        ~  dz 

Eli  éliminant  les  quanlitës  ÂX,  &  Y,  AfZ  enlrc  les  ëqua> 
lions  (7)  nous  aurons 

.do  .do         j.  do  do 

En  intégrant  celte  équation  on  peut  donc  trouver 
Texpression  générale  des  fonctions  X,  Y,  Z,  la  densité  A 
étant  donnée.  Si  les  conditions  (7)  et  (8)  sont  remplies, 
nous  trouverons,  d*après  ce  qui  précède,  une  intégrale 
des  équations  (i)  et  (a)  sous  la  forme 

(9)  (/i^'-+-/2y -H/s^'-i-  I^)T  -t-  o  =  G. 

Cette  intégrale  renferme  comme  cas  particuliers  beau- 
coup d'intégrales  connues. 


(  '53  ) 

Prenons,  par  exemple,  /i  =yi  =  /3  =  0,  [jl=  i.  Alors 
d'une  part  Téqualion  (9)  donne  la  tension,  d'autre  part 
les  conditions  (8)  démontrent  qu'il  existe  une  fonction 
des  forces. 

Prenons  en  second  lieu  u  =  o  ;  nous  aurons  par  con- 
séquent 

/i=  «lî—  «10^  -+-  ctiaz, 
/s=  «u  — «iiar  — ai3^, 

et  au  lieu  de  (7)  et  (8) 

(10)  ViX-h^/,Y-*-V»Z  =  4^, 

où  à  est  une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable  5. 
L'intégrale  (9)  prendra  la  forme 


^n) 


(/ix'-^/ty-h/zz')T-hJ^ds  =  C, 


Nous  reviendrons  de  la  sorte  aux  cas  indiqués  ré- 
cemment (JV.  A.,  1897;  p.  248,  III,  2)  par  M.  N.  Sal- 
tvkotr. 

On  peut,  comme  conclusion,  remarquer  que  le  système 
des  équations  (1)  et  (2)  peut  avoir  deux  ou  plusieurs 
iutégrales  de  la  forme  (9).  Comme  un  exemple  de  ce  fait 
je  puis  signaler  Tarticle  déjà  cité  {N.  A,,  1897;  p.  248, 

111,1). 


[M'8a]  [M*e] 

NOTES  BIBLIOGRAPHIQUES; 

Par   m.  IIATON  de  LA  GOUPILLriîRE. 


Note  de  la  Rédaction.  —  Les  Nouvelles  ylnnales  onl 
inséré  à  diverses  époques  des  noies  bibliographiques 


(  ••>1  ) 

rédigées  par  M.  Hatoii  de  la  Goupillière,  de  rinslîlut, 
sur  les  spirales  sinusoïdes,  qui  ont  pour  é(|uatioii 

/•«  —  ?innO 

(a"  série,  t.  XV,  p.  97),  et  sur  rhypoeycloïde  à  quatre 
rebrousseinentsqui  a  aussi  reçu  iesnonisdVMfro/V/eelde 
cnbo-cj  cloïcte%,  et  a  pour  équation 

('2'^  série,  t.  XIV,  p.  ^y,  et  2«  série,  t.  XIX,  p.  94).  Nous 
recevons  du  même  auteur,  sur  ces  deux  mêmes  sujets, 
les  indications  suivantes,  que  nous  nous  empressons  de 
publier  comme  compléments  des  précédents  arlicles: 

1  **  Spirales  sinusoïdes . 

Allv:(;iiet  {NouK^eltcs  ^dfnnafes,  2"  série,  t.  IX).  — 
l^ucAs  {Ibidem,  2''  série,  t.  XVII,  p.  240).  —  Du  Cha- 
TENET  [Ibidem,  3*'  série,  t.  V,  p.  233).  —  Cesaro  {Ibi- 
dem, 3"  série,  t.  Vil,  p.  171-190;  avril  et  mai   1888). 

—  HusQuiN  DE  RHl^ VILLE  [Ibidem,  i^  série,  t.  IX, 
p.  i4o)'  —  Cesaho  {Ibidem,  3*^  série,  l.  XIII,  p.   io3). 

—  HuMBEiiT  {Comptes  rendus  de  Vu4cadcînie  /ies 
Sciences,  t.  CIV,  p.  io53).  —  Fouret  {Ibidem,  t.  CVI, 
p.  342).  —  Jamet  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique de  France,  t.  XVI,  p.  i32).  —  Halphen  {Ibidem, 
19  avril  1876).  —  Cesako  {Bulletin  des  Sciences  ma- 
thématiques, 2**  série,  t.  XllI,  p.  120).  —  De  Satnt- 
Geumain  {Ibidem,  2*^  série,  t.  XllI,  p.  26/i).  —  Brocard 
{Nouvelle correspondance  mathémn tique,  1. 111,  p.  23 1, 
et  t.  IV,  p.  32).  —  Foi  RET  {Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique ^  L\T"  Cahier,  p.  2!)  du  Mémoire).  —  Ribau- 
COUR  {Etude  des  élassoïdes.  Académie  royale  des 
Sciences  de  Belgique,  séance   du   16  décembre    1880, 
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p.  219).  —  IJMFERDixGER  (^rcliiif  dcv  Mathematik  und 
Phjsik.  t.  LI;  1869). 

'>."  Hypocycloïde  à  quatre  vebroussements. 

Lez  (Nouvelles  Annales,  2"  série,  t.  XVIII,  p.  322). 

—  PoMEY  (Ibidem,  3^  série,  l.  V,  p.  Sao).  — Cesaro 
{Ibidem,  ^  série,  t.  VII  ^  avril  1888).  —  Ohponale 
(pseudonyme)  (L' Intermédiaire  des  Mathématiciens, 
t,  II,  p.  i5o;  avril  1895).  —  Nester  (pseudonyme) 
(Ibidem,  l.  II,  p.  igS;  mai  1895).  —  Retali  (Ibidem, 
L  III,  p.  74  î  mars  1896).  —  Maillard  (Ibidem,  t.  III, 
p.  ii5^  mai  1896 et  p.  2o3;  septembre  1896).  —  Bari- 
siEw  (Ibidem,  t.  III,  p.  178,  août  189(3;  p.  198,  sep- 
tembre 1896;  et  p.  292,  décembre  1896).  —  Boutin 
(Ibidem,  l.  IV,  p.  170;  août  1897).  — Gilbert  (Co«r5 
d^ Analyse  infinitésimale,  4*^  édition,  p.  i83,  44o)'  "— 
Gilbert  (Association  française  pour  ^ avancement  des 
Sciences,  p.  10 1  5  1880).  —  De  Longchamps  (Cours  de 
problèmes  de  Géométrie  analytique,  in-8'',  t.  I,  p.  i45, 
>47î  ^74)-  —  A.  RiBAiJCOUR  (Étude  des  étassoïdes, 
p.  234).  —  D'OcAGNE  (Coordonnées  parallèles  et 
axiales,  p.  47i  9^;  i885).  —  Brocard  (Notes  biblio- 
graphiques sur  les  courbes  ^géométriques,  iii-8'',  auto- 
graphie, p.  6).  —  Amstein  (Bulletin de  la  Société  vau- 
doise  des  Sciences  naturelles,  t.  XVII I,  n°  87  ;  1882). 

—  Federico  Amodeo  (Monografia  délie  curve  tau- 
tocrone,  p.  29^  i883).  —  L'astroïdeest  la  courbe  repré- 
sentative de  la  relation  mutuelle  des  deux  courbures 
de  la  parabole  aux  extrémités  d^une  corde  focale 
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GERTIFIGITS  DÎTUDES  SUPERIEURES 
DES  FICILTÉS  SES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1897.    —    COMPOSITIONS. 


Paris. 

Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral. 

Kpueuve  écrite.  —  [.  Intégrer  rêq nation  (UJjfcren- 
lielle 

oh  a  est  une  constante  numérique. 

Montrer  que,  pour  une  certaine  valeur  de  «,  V inté- 
grale générale  de  cette  équation  est  une  fonction  uni- 
forme de  X  dans  tout  le  plan  de  la  i*arial?le  complexe  x, 
et  calculer  explicitement  l'intégrale  pour  cette  valeur 
de  a. 

II.  Les  axes  Oj?,  Or,  Oz  étant  rectangulaires  y  on 
considère  la  famille  de  sphères 

où  a  est  unn  constante  arbitraire  : 

1**  Déterminer  tontes  les  surfaces  S  qui  coupent 
orthogonale  ment  chaque  sphère  'L  ; 

2®  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  sur- 
faces S,  et  montrer  que  les  lignes  de  courbure  d'une 
des  deux  familles  sont  des  cercles. 


(  '57  ) 
KpRErvE  PRATIQUE.  —  Calculer  l'inti^p^rale  définie 

dx 


f 


Analyse  supérieure. 

Composition  ÉCRITE.  —  i"  On  considère  la  foncf ion 
doublement  périodique  u  définie  par  V équation  diffé- 
rentielle 

Montrer  qu'on  peut  déterminer  deux  constantes  m 
et  p  de  telle  sorte  que  l'expression 


f'-f 


{mu*-¥-pii)d* 


soit  une  /onction  entière  de  z.  Que  devient  cette  fonc- 
tion quand  on  remplace  z  par  z  -f-  w  et  par  z  -h  w', 
(0  et  iû'  désignant  les  deux  fonctions  de  u? 

2*  Qu  appelle-t'on  intégrale  abélienne  de  première 
espèce  pour  une  courbe  algébrique  f{x^  y)  =  o? 

Forme  générale  de  ces  intégrales;  nombre  des  in- 
tégrales de  première  espèce  linéairement  indépen- 
dantes. 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  tube rectiligne  homogène  A.K^ 
de  section  injlniment  petite  de  longueur  2,  a  et  de 
masse  M,  est  placé  sur  un  plan  horizontal,  sur  lequel 
il  peut  glisser  sarL^  frottement  ;  dans  V intérieur  du 
tube  glisse,  sans  frottement,  un  point  matériel  P  de 
masse  M  égale  à  celle  du  tube;  ce  point  est  attaché  à 
lune  des  extrémités  A  du  tube  par  un  fil  élastique  de 
niasse  négligeable  qui,  lorsqu'il  n'est  pas  tendu,  a 
pour  longueur  naturelle  a.  On  admet  que  ce  fil,  lors- 


(  '58  ) 
(juHl  est  tendu  jusqu'en  P,  possède  une  tension  F  pro- 
portionnelle à  son  allongement  : 

C  désignant  le  milieu  du  tube  et  A*  une  constante,  A 
V  instant  initial  y  le  fil  est  tendu  de  telle  façon  que  le 

y 


point  matériel  P  soit  à  l'extrémité  lî  et  le  sj  stèmti  est 
lancé  sur  le  plan  horizontal  d'une  manière  quel- 
conque. 

Etudier  : 

i"  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système; 

o."  Le  mouvement  du  système  autour  du  centre  de 
grnvfité. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  oii  le  système 
est  abandonné  à  lui-même  ynns  vitesses  initiales. 

On  appellera  6  l'angle  du  tube  BA  avec  Ox,  et  2;* 
l'allongement  du  fil 

•2r=  VX—a  r=  Pc. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  un  prisme  droit 
homogène  dont  la  masse  est  i^^,  dont  la  base  est  tm 
triangle  équilatéral  de  i"*™  de  côté  et  dont  la  hauteur 
est  2*^™.  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité 
du  prisme  et  les  éléments  de  r ellipsoïde  central 
d 'inertie  relatif  au  centre  de  gravité. 


(  •%  ) 

MÉCANIQUE    PHYSIQUK. 

Epheuve  Écrite.  —  i®  Une  parabole  roule  sans 
glisser  sur  une  droite.  Construire  le  cercle  des  in- 
flexions et  le  cercle  des  rchrousscments  pour  une  posi- 
tion particulière  quelconque  de  la  parabole.  Construire 
le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  foyer  et  le 
rayon  de.  courbure  de  la  courbe  em^eloppée  par  la 
directrice  de  la  parabole. 

On  pourra  s'appuyer  sur  la  propriété  suivante  de 
la  parabole  : 

Le  rayon  de  courbure  est  double  du  segment  de 
normale  compris  entre  la  courbe  et  la  directrice. 

2"  Réunir  par  un  train  d'engrenage  deux  arbres 
parallèles  A  ef  B  tournant  en  sens  inv^erse  auec  des 
vitesses  de  32.3  tours  à  la  seconde  pour  A  et  234  fouies 
à  la  seconde  pour  B. 

Epreuve  pratique.  —  Une  roue  dentée  R  dont  la 
circonférence  primitive  a  8*""  de  rayon  engrène  avec 
une  autre  roue  IV  dont  la  circonférence  primitive  a  un 
rayon  double,  soif  iG*"™. 

Le  système  adopté  est  le  système  dit  k  flancs.  On 
demande  de  construire  le  /:ro/il  de  r  excédent  épicy- 
cloïdal  d'une  dent  de  la  roue  IV,  en  admettant  que  le 
module  de  la  roue  R  soit  égal  à  8. 

On  ne  tiendra  pas  compte  du  Jeu. 

Physique  mathématique 

Epreuve  écrite.  —  Equations  aux  dérivées  par- 
tielles régissant  la  vitesse  u  en  fonction  des  coordon- 
nées trans%fersales  y,  z^  dans  r  écoulement  uniforme^ 
bien  continu,  d'un  liquide,  le  long  d'un  tube  fin 
mouillé  par  ce  liquide.  Leur  intégration  on  approchée, 
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OU  exacte,  pour  toute  forme  donnée  de  la  section  nor- 
male du  tube,  au  moyen  d'une  expression  de  u  en- 
tière et  finie  en  y,  5.  Application  aux  deux  cas  : 
r*  d'une  section  elliptique;  2"  d'une  section  triangu- 
laire équilalérale. 

Épreuve  pratique.  —  Dans  le  problème  constituant 
V épreuve  écrite,  l'expression  de  la  intesse  u  à  travers 
une  section  or  triangulaire  équilatérale  était 

„_  Pé'I       PP'p' 

u  =   ; y> 

6        p  -h  p  -h  p 

p  g  désignant  le  poids  spécifique  du  fluide,  e  son  coeffi- 
cient de  frottement  intérieur,  I  la  pente  motrice,  et  /;, 
p\  p"  les  trois  perpendiculaires  menées  du  point  inté- 
rieur  quelconque  {y,  z)  considéré  de  la  section  d,  aux 
trois  côtés  de  celle-ci.   Effectuer  la  quadrature 


SI 


udydzy 

qui  fait  connaître  le  volume  fluide  débité  dans  l'unité 
de  temps  par  l'aire  triangulaire 


..Jfdyd.. 


MÉCANIQUE   CÉLESTE. 

Epreuve  écrite.  —  Autour  d'un  corps  central  de 
masse  M  circule  une  planète  dont  la  masse  m'  est  finie, 
mais  très  petite;  l'orbite  de  cette  planète  est  circulaire 
et  son  grand  axe  est  égal  à  a',  de  telle  façon  que  ses 
coordonnées  rectangulaires,  par  rapport  à  des  axes 
mobiles  ayant  leur  origine  en  M,  soient 

JT  =  a'  cosn'  ty        y=  a  sin  n'  t. 

Autour  de  ce  même  corps  central  M,  ci  dans   le 
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même  planque  la  planète  troublante j  circule  une  autre 
planète  m .  On  suppose  : 

1°  Que  la  niasse  fie  m  est  infiniment  petite  j  'i,'^  que  le 
grand  axe  a  de  la  planète  troublée  est  beaucoup  plus 
petit  que  le  grand  axe  de  la  planète  troublante;  3°  que 
l'excentricité  e  de  la  planète  troublée  est  très  petite. 

On  négligera  ni'-^  ni'l  —  \  >  m'e,  e^  et  Von  calculera 

les  coordonnées  rectangulaires  de  la  planète  troublée 
par  rapport  à  des  axes  mobiles  ayant  leur  origine  au 
corps  central  M. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  Vanomalie  moyenne 
24""  6' II''  d'un  astre  et  son  excentricité  0,2,  et  ton 
demande  de  calculer  son  anomalie  excentrique. 

Astronomie. 

Épreuve  pratique.  —  La  déclinaison  du  Soleil  étant 
supposée  égale  à  iS^'a^'iô'^,  calculer  la  distance  zé- 
itithale  de  cet  astre  à  6'',  tt-mps  vrai  de  Paris. 

Latitude  de  Paris  :  48"  5o'  1 1". 

Nota  :  On  fera  les  calculs  avec  des  logarithmes  à 
5  décimales. 

École  Normale  (deuxième  année). 

Mécanique.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
poli,  sont  placées  deux  barres  homogènes  égales  AB 


A.l3'^  articulées  en  K  :  la  masse  de  chacune  de  ces 
^''^'^5  est  M  et  sa  longueur  2 a.  Les  milieux  C  et  C 
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(les  barres  sont  attachés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  élas- 
tu/ue  dont  on  néglige  la  masse  et  dont  la  longueur  à 
l'état  naturel  est  a.  Les  barres  étant  écartées  Cune 
de  Vautre  de  façon  à  tendre  le  fil  et  à  lui  donner 
une  longtêemr  /'o  supérieure  à  a,  on  abandonne  le  sys- 
tème  à  lui-même  sans  vitesses  initiales.  Trouver  le 
mouvement. 

On  appellera  i<t  V angle  BAB'  et  r  la  longueur  du 
fildd  à  un  instant  quelconque  t.  On  admettra  que  la 
tension  du  fil  élastique  CC,  quand  sa  longueur  est  /", 
est  proportionnelle  à  son  allongement  r  —  a  et  par 
suite  que  l'intensité  de  cette  tension  est 

MX«(r  — cr), 
A^  étant  une  constante  donnée. 

Cinématique.  —  Un  segment  de  droite  AU  glisse  sur 


deux  droites  rectangulaires  0.r,  Oj',  avec  une  vitesse 
angulaire  constante. 

Trousser  le  centre  des  accélérations  et  construire  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  enveloppée  par  la 
droite  AB. 


Astronomie.   —    i"  Déterminer   la  longitude  d'un 
lieu  par  une  observation  de  hauteur  du  Soleil. 
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Données  : 

Latitude  de  la  station 43"  tft'  i/,  S 

Hauteur  du  centre  du  Soleil . . .  ^i^i^'  xV ^^ 

Déclinaison  du  Soleil i8*  i5'27',  5 

Heure  vraie  de  Paris 3**    i  "  53',  8 

La  hauteur  du  Soleil  est  affranchie  de  la  réfraction 
et  de  la  parallaxe.  L* observation  a  été  faite  après  le 
passage  au  méridien, 

2®  Si  la  hauteur  du  Soleil  est  erronée  deio''^  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude? 

Rennes. 

Analyse.  —  Quels  sont  les  conoïdes  droits  pour  les- 
quels la  somme  des  projections,  sur  l'axe  Os,  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux  au  point  quelconqueM 
de  la  surface,  varie  proportionnellement  au  carré  de 
sa  distance  à  l*axe? 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1897.  -  COMPOSITIONS. 


Besançon. 

Analyse. 

Sur  une  sphère  de  rayon  un  on  donne  un  grand 
cercleC\  P  étant  le  pôle  de  ce  grand  cercle,  déterminer 
une  courbe  S  telle  que  l'arc  de  S  compris  entre  un 
point  fixe  I  de  cette  courbe  et  un  point  variable  M  de 
la  courbe  soit  égal  à  l'arc  du  grand  cercle  C  inter- 
cepté  entre  les  grands  cercles  PI  et  PM.  Calculer  l'aire 
(lu  triangle  PIM  limité  par  les  arcs  de  grand  cercle  PI, 
PM  et  rare  IMde  S. 
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L'aire  dciiiaiidéo  s  exprime  aisément  à  Taidc  des  angles 
du  triangle  PIM,  elle  est  H  +  P  — I  -  M. 

MÉCAMQl'E. 

I**  Deux  triangles  rigides  sans  masse  BAD,  C.\E 
sont  articulés  en  leur  sommet  A,  leurs  sommets  B  e£  C 
glissent  sans  frottement  sur  une  horizontale  fixe  ;  en  A 
est  suspendu  un  poids  P,  D  et  E  sont  réunis  par  un  fil 
élastique.  On  demande  la  position  d'équilibre. 

-a"*  Dans  un  plan  vertical,  un  disque  creux  pesant 
roule  sans   glisser  par  sa  surface  intérieure   sur  un 


support  circulaire.  Chaque  point  du  disque  est  soumis 
à  un  frottement  proportionnel  à  la  surface.  On  de- 
mande de  déterminer  le  mouvement. 

Gaen. 

Eléments  généraux  de  Matiiématiqiks. 

Epreuve  écrite.  —   I.   Dire  ce  que  représente,  en 
coordonnées  rectangles.  Inéquation 

x^^  yt —  az  =  o; 

montrer  que  les  normales  à  la  surface  rencontrent  OZj 
volume  compris  entre  la  surface  et  les  plans  z  =  u, 
z  =^  a\  aire    de    la   surface   entre  les   mêmes   plans 

II.   Mouvement  d'un  point  M  assujetti  à  rester  sur 
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un  cercle  fie  centre  C,  de  rayon  R  et  attiré  vers  un 

point  O  de  la  circonjerence  par  une  force  -     — ^~  ;  à 

OM 

l* instant  initial,  l'arc  OM  est  un  quadrant  et  la  vi- 
tesse, égale  àK.j  est  dans  le  prolongement  de  OM 

(sinMOG=  -Le"  «M. 

Épreuve  pratique.  —  La  latitude  d'un  lieu  étant 
supposée  égale  à  la  déclinaison  d'une  étoile,  la  cal- 
culer de  telle  sorte  que,  dans  le  mouvement  diurne , 
V étoile  reste  dix-huit  heures  sidérales  au-dessus  de 
l'horizon. 

Calcul  dippêrbntibl  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Lignes  asjmpto tiques, 

II.  Déterminer  les  fonctions  o  et  ^^  de  sorte  que 
u  =  'f{x-)^{y)  soit  une  intégrale  de 

^du        ^à'  u  au 

particulariser  les  fonctions  de  telle  sorte  quon  ait 

©(o)  =  i,        (p'(o)=  — I,         ij/(i)  =  o,        4^'(0  =  i- 

Subsliluaul  u  dans  (i),  on  en  tire 

Q(T)  ^(}  )  ' 

chaque  fraction  doit  ôlre  égale  à  une  constante  a 

©(57)  =  A(i  -  ar)-a,         ^/f  v)  =  By^^^ -+- Cj-^^-i  ; 
avec  les  données  initiales  proposées,  a  =  —  i , 

o(a7)  =  i  — T,         'Kr)=  -rsin(v/âlog^). 
/■A 
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Epreuve  pratique.  —  Intégrer  Véciuation 

MÊCAMQl'E. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Un  angle  BAC,  égal  à  60'', 
se  déplace  sur  un  plan,  de  sorte  que  Kb  passe  par  un 
point  fixe  Q  et  que  AC  reste  tangente  à  une  dévelop- 
pante d'un  cercle  ayant  son  centre  en  O.  Lieux  du 
centre  instantané  I  dans  le  plan  fixe  et  le  plan  mobile, 
cercle  des  inflexions,  lieu  de  A  dans  le  plan  fixe,  son 
centre  de  courbure. 

I  décrit  un  cercle  de  centre  O  dans  le  plan  fixe,  une 
parallèle  a  AB  dans  le  plan  mobile;  le  lieu  de  A  est  une 
spirale  d'Archimède. 

IL  Moui^ement  d*  une  plaque  carrée  homogène  ARCD 
qui  glisse  sur  un  plan  fixe,  A  restant  sur  une  droite 
fixe  OX  :  chaque  élément  m  est  attiré  vers  O  par  une 
force  mtù^Om;  pour  ^  =  0,  A  est  immobile  en  O, 
B  sur  OX  ai^ec  une  vitesse  cjAB.  Pression  de  A 
sur  OX . 

L^équation  qui  détermine  l'abscisse  du  centre  de  gra- 
vité G  et  l'équation  des  forces  vives  montrent  que  G 
décrit  uniformément  un  cercle  de  centre  O;  A  y  de- 
meure, sa  pression  sur  OX  est  nulle. 

Épreuve  pratique.  —  Un  tétraèdre  homogène,  de 
masse  égale  à  2O,  est  compris  entre  les  trois  plans 

coordonnés  rectangulaires  et  le  plan  - — —  -{---n^x. 

Équation  de  V ellipsoïde  d* inertie  en  O^  moments  prin- 
cipaux d'inertie;  direction  des  axes  principaux. 
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Le  calcul  se  simplifie  el  peut  oflrir  quelque  inlérèl 
aux  étudiants. 
Equation  de  Tellipsoïde  rapporté  aux  axes  donnés 

26r*-4-  afij^'-h  i6«*—  iiyz  —  \izx  —  >^xy  =  i. 

Moments  principaux  :  3o,  28,  10. 

Cosinus  directeurs  des  axes  correspondants  : 


2» 


k 

"  h' 

0; 

1 

75' 

71' 

I 

~7v 

v/T 

-h' 

Dijon. 

75" 

Calcul  différentiel 

ET    INTÉGRAL. 

Epreuve  écrite.  —  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles totales 

du  du 

—  =.  mx-h  njr-hpu,         -^  =  ^x-^^y-^mu, 

où  m,  . . .,  ra  représentent  des  constantes  quelconques. 

xMÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  cjlindre  de  révolution  ho- 
mogène pesant  peut  tourner  autour  de  son  axe  qui  est 
vertical.  Ce  cylindre  est  creusé  d'un  canal  infiniment 
étroit,  dont  Vaxe  curviligne  est  une  hélice  dont  le  pas 
est  .la  hauteur  du  cylindre  et  dont  le  rayon  est  celui 
du  cylindre. 

Une  bille  pesante  est  abandonnée  sans  vitesse  ini^ 
liale  à  l'extrémité  supérieure  du  tube.  Le  cylindre  est 
lui-même  abandonné  sans  intesse  initiale. 
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On  fieniande  le  mouuement  du  système. 
On  appliquera   les   théorèmes  du  m^ouvement  des 
systèmes. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  les  moments princi- 
paux  d'inertie  d'un  cube  homogène  relatifs  à  un  de 
ses  sommets.  Le  côté  du  cube  est  de  i". 

Astronomie. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  latitude 
est  8**58'53'',  on  donne  la  distance  zénithale  d'une  cer- 
taine étoile  69**4a'3o"  et  son  azimut  3oo®  lo'So". 

On  demande  de  calculer  la  déclinaison  et  l'angle 
horaire  de  cette  étoile  au  même  instant. 

Grenoble. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Trouver  les  trajectoires  or- 
thogonales des  tangentes  à  une  chaînette  de  para- 
mètre a. 

II.  On  considère  celle  des  trajectoires  précédentes 
qui  passe  par  le  sommet  de  la  chaînette  :  c'est  la  trac- 
trice.  Montrer  quelle  satisfait  à  l'équation 

^  __  _^  _    y 

et  calculer  la  longueur  de  sa  tangente  limitée  au  point 
de  contact  et  à  Vaxe  des  x.  Equation  de  la  tractfice. 

III.  Calculer  le  produit  des  rayons  principaux  de 
courbure  pour  un  point  quelconque  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  rotation  de  la  tractrice  autour  de  son 
asymptote. 
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Epreuve  pratiqua.  —  Développer  suivant  les  puis- 
sances  entières  positivées  et  croissantes  dex  la  fonction 

v/a- 


J'  = 


bx  —  ^a 
xy/a  -h  bx 


Valeurs  de  jc,  réelles  ou  imaginaires,  pour  lesquelles 
le  développement  est  convergent. 

Mécanique. 

Épreuve  écrite.  —  Un  disque  circulaire  homogène 
peut  tourner  librement  autour  de  son  axe  Oz  qui  est 
vertical  et  fixe.  Dans  une  section  droite  O  et  suivant 


une  corde  AB,  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit,  est  creusé  un  canal  à  section  infiniment  petite, 
dans  lequel  peut  glisser  sans  frottement  un  point  maté^ 
riel  M,  de  masse  aw,  attiré  vers  le  point  O  par  une  force 
R  =  —  m  [xp,  proportionnelle  à  la  distance  à  ce  point. 
On  demande  le  mouvement  du  système. 
Données  initiales  :  Au  début  j  le  disque  a  une  ^vitesse 
angulaire  donnée  (o  et  le  point  M  est  placé  en  A,  à  une 
des  extrémités  du  tube,  sans  vitesse  relative  dans  le 
système.  De  plus,  en  appelant  M  la  masse  du  disque, 

on  a  m  =   -  •  On  examinera  les  deux  cas  particuliers 
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suivants  : 

8 

Si  OC  est  la  perpendiculaire  menée  sur  le  milieu 
de  AB,  la  position  du  système  sera  déterminée  par  la 
connaissance  de  Tangle  0,  formé  par  OC  avec  un  axe 
horizontal  fixe  passant  par  O  et  la  distance  CM:=/' 
de  M  à  C.  Deux  équations  suffiront  donc,  et  ces  deux 
équations  seront  fournies  immédiatement  par  le  théo- 
rème des  forces  vives  et  le  théorème  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  Oz,  ap- 
pliqués au  système  total.  Nous  pouvons  remarquer 
que  le  système  peut  être  supposé  pesant  ou  non  pesant 
sans  que  ces  équations  soient  modifiées^  il  n'y  aura 
de  changement  que  pour  les  expressions  des  pressions 
supportées  par  Taxe  et  des  réactions  mutuelles  du 
disque  et  du  point  M.  Les  axes  étant  Os  et  deux  droites 
fixes  rectangulaires  dans  le  plan  horizontal  de  O,  si  a 

est  le  rayon  du  disque,  sa  force  vive  sera  M  —  6'-, 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  SCS  éléments  M  -—0';  pour  le  point  M,  nous  aurons 
les  formules 

j7  =  —  cosO  —  rsinO, 

2 

a    .    -  - 

d'où  Ton  déduit  aisément 

y  î  -+-  y  *  -r  (  ?  0'  -f-  /-')  *  -+-  /•«  0'*, 

xy      yx  =  -  I  -  0  -h  /•  1  H-  r*  0  , 


(  'T'  ) 
ei  nous  aurons  les  deux  équations 

(I)    M^e'«-Hmr/^^6'-hr'y-4-r«0'«l=--  myif^-h/A-hh, 

hetk  étant  deux  constantes. 

Ces  deux  équations  se  ramènent  immédiatement  à  des 
quadratures,  et  Ton  trouve  les  formules 

k" 

(a)  0' 


k"  m-r' 


M h/n  -r-  H-mr* 

2  4 


La  première  se  ramène  à  une  quadrature  elliptique. 
Dans  les  deux  cas  particuliers  indiqués,  l'intégration 
peut  se  faire. 

Si  l'on  pose 

/(rï)  =:  ^M  ^  -f.  m  y  -hmrA  Uh  -  n^l^fj  -^  rA^  -  k*, 
les  hypothèses  m  =  —  >  (z*')©  =  o,  (O')o  =  w  donnent 

Si  7  }JL  —  2a)*>  o,  le  mouvement  est  oscillatoire  et  M 

va  de  A  à  B,  puis  revient  de  B  à  A,  etc.  dans  des  temps 
e'gaux. 

Si  -[il  —  20)2 <;  Q^  deux  cas  se  présentent  : 


(   "7^-  ) 


0 


Sî —  <'  7>  ou  w2<;  UL,  l'oscillation  se  produit 

fi  ^  4  ^  '^ 

entre  A  et  un  point  A'  compris  entre  C  et  A  ;  si  w^  =  jx, 
A  est  en  équilibre  relatif;  si  a)^>>  jx,  le  point  quitte  le 
canal. 

Si  {X  ^  ^  0)^,  la  position  A'  vient  en  C,  mais  le  mou- 
vement n'est  plus  oscillatoire,  M  n'arrivant  en C  qu'après 
un  temps  infini.  On  peut  du  reste  intégrer  dans  ce  cas. 

Enfin,  si  [X  =  8  w*,  on  aura 

on  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'égalité  qui 
donne  r^  par  a^  -+-  r^  et  il  vient,  en  posant  b  =  — ^ , 


d'où 

r  =  A  cos  t  ^\k , 

et  tout  se  passe  dans  le  mouvement  relatif  comm«  si  M 
était  attiré  par  C  proportionnellement  à  la  distance. 

Epreuve  pratique.  —  On  suppose  que  dans  un  demi- 
cercle  matériel,  limité  par  le  diamètre  AB,  /e  poids 


spécifique  en  chaque  point  est  proportionnel  à  la  dis- 
tance du  point  à  AB.  On  demande  : 

i^  Le  centre  de  gravité  de  la  plaque  ; 

2°  La  longueur  du  pendule  simple  synchrone  du 
pendule  composé,    que    Von    obtiendrait    en  faisant 


(  '73  ) 
tourner  un  demi-cercle  égal  au  premier,  mais  supposé 
homogène  autour  </e  AB,  supposé  horizontal  et  fixe. 

On  'vérifiera  que  cette  dernière  longueur  est  la  dis^ 
tance  à  AB  du  centre  de  gravité  de  la  plaque  non 


homogène. 


Astronomie. 


Épreuve  écrite.  —  Les  éléments  d*  une  planète  étant 
connus,  exposer  la  suite  des  calculs  qui  permettent  de 
déterminer  ses  coordonnées  apparentes,  ascension  droite 
et  déclinaison,  pour  une  époque  donnée. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'anomalie  excen^ 
trique  qui  correspond  à  une  anomalie  moyenne 

m  =  332**  28' 54',  77, 

dans  une  orbite  dont  l'excentricité  est  donnée  par 

loge  =  7,389726-2. 

Emploi  de  l'équation  de  Kepler. 

LiUe. 

Calcul  diffkrentiel  et  intégral. 
1**  Etude  de  l'intégrale  hyper  elliptique 

dz 


•/a 


/^(^  — «1)1-  — «»)  —  (-=— «7)' 


périodes,  points  singuliers,  fonction  in\ferse, 
a®  Intégrer  V équation 

X*  ~  -h  I  —  axy  -h  ax^y^  =  o . 
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MÊCANIQLîB   RATIONNELLE. 

Un  tube rectiligne  AH^  homogène,  pesant,  de  masse  M 
et  de  section  négligeable^  est  assujetti  à  se  mouvoir  sans 
frottement  dans  un  plan  vertical,  autour  de  son  centre 
de  granité  O.  Un  point  matériel  pesant  M,  de  masse  ni 
comparable  à  m,  se  mnut  en  même  temps,  sans  frotte- 
ment, dans  le  tube  AB  ; 

1°  Former  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment du  système,  en  prenant  pour  variables  la  lon- 
gueur OM  =  \  et  l'angle  KOx  =  ^  du  tube  AB  avec 
l'horizontale  O  x  \ 

2°  Étudier  approximativement  les  petites  oscilla- 
lations.  On  supposera  que  ^  et\  sont  nuls  à  Vinstant 
initial,  et  l'on  choisira  les  vitesses  initiales  6^  et  X^, 
supposées  toutes  deux  très  petites,  de  manière  que, 
pendant  un  certain  temps,  le  tube  et  le  point  matériel 
se  retrouvent  très  sensiblement,  après  c/iaque  oscilla- 
tion, dans  les  mêmes  positions  respectives  qu'à  l'instant 
initial, 

MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Épreuve  pratique.  —  Avant-projet  d'une  machine 
à  vapeur,  à  un  cylindre,  à  double  effet,  à  détente  et 
à  condensation,  avec  distribution  par  tiroir  simple  à 
recouvrements  : 

I  °  Diagramme  pratique.  Connaissant  la  pi^ession  au 
générateur,  le  nombre  de  tours,  le  degré  de  détente 
et  les  diverses  avances,  on  déterminera,  en  tenant 
compte  de  l'espace  mort  et  des  pertes  de  charge  à 
l'admission^  les  dimensions  du  cylindre,  de  façon  que 
la  machine  ait  une  puissance  de  20  chevaux, 

2°  Épure  de  distribution.  Connaissant  le  rayon  de 
rrxcenlrif/iif\   on  drlcrminera   les  recouvrements  de 
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manière  à  réaliser  les  conditions  imposées  par  le  dia^ 
gramme. 

Astronomie. 

Épreuve  pratique.  --  En  an  lieu  de  colatitude  y, 
trouver  l'ascension  droite  x  du  point  de  Véquateur  qui 
se  lève  en  même  temps  qu'une  étoile  connue  {dont  a 
et  A  sont  V ascension  droite  et  la  distance  polaire)^  et 
la  différence  y  d'azimut  entre  ce  point  et  l'étoile. 

Applications  : 

y  =  39»ai' i6',o»        a  =  S^Q^SSSaî,        A  -  io8"i9' i5',  i . 

Lyon. 

Mécanique. 

I.  Une  barre  pesante,  homogène,  sans  épaisseur, 
tourne  librement  autour  d'un  de  ses  points  fixes. 
On  demande:  i"  de  poser  les  équations  différentielles 
du  mouvement;  2°  de  déterminer  les  conditions  ini- 
tiales de  façon  que  la  barre  décrive  un  cône  de  révo- 
lution à  axe  vertical;  3®  de  calculer  la  réaction  du 
point  fixe. 

Appliquer  les  théorèmes  :  i**  des  forces  vives-,  a**  des 
aires  en  projection  sur  un  plan  horizontal. 

II.  Un  cercle  de  rayon  R  et  une  tangente  liée  au 

y 


cercle  se  meuvent  ainsi  qu'il  suit  :  1°  le  centre  décrit 
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une  droite  fixe  D  ^  a"  la  tangente  passe  par  un  point 
fixe  O,  situé  à  une  distance  R  de  D.  Construire  les 
deux  roulettes  fixe  et  mobile. 

OB  =  m, 

a)OB  = 


X  =  tanga. 

Considérons  les  axes  fixes  xOy  et  les  axes  uio- 
biles  ^Ay^  entraînés  dans  le  mouvement.  Les  formules 
du  changement  des  coordonnées  rectangulaires  sont 

ç  =(ar  —  m)cos2a  — (^ -i-  R)sin2a, 


I  yi={x  —  /n)sîn2a-h(^ -+- R)cos"2ai 

Les   coordonnées  (dans  le  syslème  xOy)  du  centre 
instantané  (j  sont 


X  =  m;        Y  =  /ncol2a; 

avec 

m  =  Rcola, 

d'où 

,.       R           V       R(i-X«) 
''^X'         ^=        aX»       ' 

X«  =  aR(^+iR). 

La  roulette  fixe  est  celte  parabole  (axe  Oy;  foj'cr 
en  O  ;  paramètre  égal  à  R). 

Remplaçons  dans  les  formules  (o)  o:  et  j^  par  X  et  Y  j 

il  viendra 

R  R(i-X') 

^-"X'         'î^       2X*       ' 

Çî  =  ir/^t)  ^-rV  (Roulette  mobile.) 

Le  mouvement  est  donc  produit  par  une  parabole  qui 
roule  sur  une  parabole  fixe  égale.  Le  lecteur  achèvera  la 
discussion  géométrique  assez  intéressante. 
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ECOLE   CENTRALE   BES   ARTS  ET  MANUFACTURES. 
CONCOURS  BB  1897  (PREMIÈRE  SESSION). 

Géométrie  analytique, 

• 
On  donne  deux  a\e$  Ox  et  Oy  faisant  un  angle  0,  et  sur 

Taxe  des  y  un  point  P  {0?  =  /?)  et  un  point  B  (OB  =  6). 
Par  P  l'on  mène  une  parallèle  à  Ox,  sur  laquelle  on  prend  des 
distances  variables  P(i  =  <i,  ï*\t!=d!^  telles  que  dct  =  k^. 
Enfin,  on  considère  une  droite  (D),  y  =  mx  -h  b.  Faisant 
varier  m  : 

1°  Démontrer  que  si  le  point  de  rencontre  M  des  droites  (D) 
et  Ofz  décrit  une  conique  (G),  Ax*-h2Bxy  -h  G^'-l-  -iDy  =  o, 
le  point  de  rencontre  M'  des  droites  (D)  et  Ofx'  décrit  de 
même  une  conique. 

2*  Chercher  la  condition  qui  lie  p,  b  et  k  pour  que  celte 
dernière  conique  se  confonde  avec  la  conique  (G),  et  démon- 
trer que,  cette  condition  étant  satisfaite,  il  y  a  toujours  une 
position  de  (D)  telle  que  la  corde  interceptée  sur  celte  droite 
par  la  conique  (G)  soit  vue  du  point  O  sous  un  angle  droit. 

3*  Les  points  P  et  B  étant  supposés  sur  une  droite  OPB 
mobile  autour  du  point  O,  chercher,  pour  des  valeurs  données 
de  p  et  de  X:,  le  lieu  du  point  B  tel  que,  pour  chaque  position 
de  ce  point,  les  points  M  et  M'  décrivent  la  conique  (G).  Le 
lieu  sera  rapporté  aux  axes  Oar  et  Oy  donnés. 

4"  Enfin,  trouver  la  position  de  B  et  la  relation  entre/?  et  A: 
telles  que  toutes  les  cordes  interceptées  par  la  conique  (G)  sur 
la  droite  (  D)  mobile  soient  vues  sous  un  angle  droit  du  point  O. 

Épure.  —  Intersection  d*un  hyperboloïde  et  d^une  sphère. 

On  demande  de  déterminer  Tintersection  d'un  hyperboloïde 
de  révolution  avec  une  sphère.  Les  deux  surfaces  sont  définies 
de  la  façon  suivante  : 

I.  L'hyperboloïde  a  son  axe  (to-s,  w'^')  de  front  et  incliné 
de  35'  sur  le  plan  horizontal.  Son  centre  (O,  G')  (cote  no"", 
éloignement  loo""").  La  génératrice  (AB,  A'B')  parallèle  à  la 


ligne  de  terre  définit  la  surface  (cote  de  celte  génératrice  i  lo"™, 
éloignement  iSo"™);  l'hyperboJoïde  est  limité  à  deux  plans  F' 


\>'/ 
/^ 


Aix: 


■^.-^N.  ;- 


: ^-t— î-t:-î ^ 


et  Q'  perpendiculaires  à  son  a\e,  symétriquement  placés  par 
rapport  à  son  centre  et  à  une  distance  de  80""'  de  ce  centre. 

II.  Le  centre  de  la  sphère  (C,  C)  est  situé  sur  le  diamètre  de 
front  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  et  à  une  distance 
0'C'=  5o"""  du  centre  (O,  0')  de  cet  hyperboloïde.  Le  rayon 
de  cette  sphère  est  d    70°"". 

On  représentera  l'hyperboloïde  limité,  ainsi  qu'il  a  été  dit, 
en  enlevant  la  portion  de  la  surface  comprise  dans  la  sphère. 
On  aura  soin  d'indiquer  la  construction  rigoureuse  des  con- 
tours apparents  de  cette  surface  en  faisant  ressortir  les  parti- 
cularités de  ces  courbes. 

Cadre  de  27="  sur  45'=™. 

Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  240"*" 
du  côté  supérieur.  Projetante  00'  au  milieu  de  la  feuille  de 
répure. 

Calcul  trigonoméirique. 

Dans  le  triangle  ABC  on  donne  la  surface  S,  la  médiane  m 
relative  au  côté  BG  et  l'un  des  angles  a  que  font  entre  elles  les 
deux  autres  médianes  : 

i"  Calculer  la  longueur  a  du  côté  BC, 

S  =  853-,  54,         m  =  7i5"',63,         a  =  iai°27'33', 
en  se  bornant  à  la  plus  petite  valeur  de  cette  inconnue. 
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2^  Établir  les  furmules  pour  le  calcul  des  deux  autres  mé- 
dianes et  donner  les  conditions  de  possibilité  du  problème, 
ainsi  que  le  nombre  des  solutions. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Qaestion  41  (  0 
(  \Èit,  p.  396.) 

Un  géomètre  anglais  vient  de  démontrer  que  toute  équa- 
tion du  cinquième  degré  peut  se  réduire  à  la  forme 

x^-\~  JT  -fr  a  =  0. 
NOTE 

Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

La  jnélhode  dont  il  s'agît  est  aujourd'hui  devenue  classique, 
sous  le  nom  de  théorème  de  Jerrard,  Elle  procède  de  celle 
de  Tschirnaus,  pour  la  disparition  de  certains  termes  d'une 
équation.  On  en  trouve  notamment  un  exposé  très  clair  dans 
la  Théorie  des  équations  algébriques  de  M.  Petersen  (tra- 
duction française,  1897,  p.  83-85).  On  établit  ainsi,  pour  le  cas 
du  5*  degré,  que  l'équation  générale  peut  être  ramenée  à  la 
resolution  d'une  autre  équation  de  la  forme  a:* -h  yo a? -h  y  =  o, 


(^)  Nous  commençons  aujourd'hui  la  revision  de  certaines  ques- 
tions anciennes  qui  n'ont  pas  été  résolues  jusqu'ici  dans  les  Nouvelles 
Annatesy  et  qu'il  convient  de  faire  disparattrc  de  la  liste  des  ques- 
tions sans  solution  ;  les  unes,  comme  la  question  41,  par  exemple,  sont 
devenues  classiques;  d'autres  sont  insolubles  dans  l'état  présent  de  la 
Science,  comme  la  suivante  (question  48).  Quant  aux  problèmes 
abordables,  et  pas  encore  résolus,  nous  nous  reservons  de  les  rap- 
peler successivement,  comme  nous  avons  déjà  commencé  à  le  faire, 
en  lètc  des  questions  proposées  dans  les  divers  numéros,  et  en  ayant 
soin  d'en  indiquer  l'origine  première.  Ce  seront  encore,  à  l'heure 
actuelle  et  même  après  plus  d'un  demi-siècle,  des  exercices  utiles  et 
intéressants.  {IVote  de  la  Rédaction.) 
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qui,  par  le  changement  de  x  en  Xa*,  conduit  immédiatement  à 
celle  de  l'énoncé.  Pour  arriver  à  ce  résultat,  il  n'est  besoin  que 
de  résoudre  des  équations  du  troisième  degré. 

Question  48. 

(  mt,  p.  &w.) 

Deux  nombres  consécutifs  y  autres  que  8  et  g,  ne  peuvent 
être  des  puissances  exactes.  (  Catalan.  ) 

NOTK 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Ce  théorème  a  été  souvent  réédité  depuis  1842;  il  fait  partie 
de  la  série  des  propositions  que  Catalan  appelait  des  théorèmes 
empiriques.  Dans  l'état  présent  de  l'avancement  de  la  Théorie 
des  nombres,  la  démonstration  semble  impossible  à  obtenir. 
Lionuet,  qui  s'intéressait  au  plus  haut  point  aux  questions 
d'ArithmoIogie,  m'a  même  déclaré  plusieurs  fois  qu'il  inclinait 
à  croire  la  proposition  fausse,  bien  que  personne  ne  fût  par- 
venu à  la  mettre  en  défaut  par  un  exemple  numérique.  Cette 
opinion  ne  dérivait  d'ailleurs  que  du  sentiment  et  aussi  d'un 
certain  instinct  des  probabilités,  que  Lionnet  apportait  vo- 
lontiers dans  ces  sortes  de  questions,  mais  qui  est,  on  doit 
l'avouer,  bien  trompeur  en  de  telles  matières. 

En  somme,  cette  question,  comme  le  théorème  de  Goldbach, 
comme  celui  de  Fermât  et  comme  plusieurs  autres,  doit  être 
rangée  parmi  les  desiderata  de  la  Théorie  des  nombres,  et  ce 
n*cst  pas  probablement  le  xix*  siècle  qui  en  verra  la  solution. 


Question  156. 

(  I8V7,  p.  Ji3.) 

Par  un  point  M  d'une  conique  on  mène  les  cordes  iMA. 
MB,  M  G,  ...  ;  par  tes  points  A,  B,  C,  . . . ,  on  mène  des  droites 
respectivement  conjuf^uées  aux  droites  MA,  MB,  MC,  ...; 
toutes  ces  droites  concourent  en  un  même  point  situé  sur 
la  conique.  (  Pail  Serret.) 
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NOTE 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

La  propriété  est  évidente  pour  la  circonférence  et  s'étend 
par  projection  à  toutes  les  coniques.  L'extrême  simplicité 
d'une  telle  question  semble  seule  expliquer  qu'aucune  solution 
n'ait  été  publiée.  Directement,  on  voit  aussi  que  les  droites 
coDJuguées,  cordes  supplémentaires  de  MA,  MB, ...,  concourent 
au  point  M'  diamétralement  opposé  à  M. 


Qaestion  176. 

I  18V«.  p.  4&.) 

Etant  donnée  la  bave  d'un  triangle  curviligne  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  équilatères  ayant  le  même  centre, 
le  lieu  du  sommet^  lorsque  F  angle  fait  par  les  deux  côtés 
est  constant,  sera  une  ellipse  de  Cassini.        (  Strebor.  ) 

SOLI'TIOX 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

On  sait  et  l'on  vérifie  immédiatement  que  si  OD  =zf(t)  est 
l'équipollence  d'une  droite,  OH  =  /Ôt)  est  l'équipollence  d'une 
hyperbole  équilatére,  dont  le  centre  est  l'origine  ;  et  que  si 
OC  =  m(t)  est  l'équipollence  d'une  circonférence,  OE  =  /OC 
est  celle  d'une  ellipse  de  Cassini.  Ceci  posé,  soient  P,  Q  les 
extrémités  de  la  base  du  triangle  curviligne,  R  le  sommet  va- 
riable. Prenant  le  point  O,  centre  des  hyperboles,  pour  ori- 
gine, effectuons  sur  la  figure  la  transformation  représentée  par 

OM'=OM  .  Les  arcs  d'hyperboles  PR,  QR  se  transforment 
en  deux  droites  P'R',  Q'R';  et  comme  la  transformation  est 
îsogonale,  l'angle  en  R'  est  égal  à  l'angle  en  R,  c'est-à-dire 
constant.  Le  lieu  de  R'  est  donc  une  circonférence,  et,  en  effec- 
tuant la  transformation  inverse  OR  =  y^ÔR',  nous  aurons  pour 
lieu  de  R'  une  ellipse  de  Cassini. 

Remarque.  —  Ce  mode  de  démonstration  permet  d'établir 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  l.  XVI.  (Avril  1898.)  12 
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une  foule  de  propositions,  corrélatives  de  celles  qui  ont  trait 
à  la  ligne  droite.  Par  exemple  : 

1*  Dans  le  triangle  curviligne  de  l'énoncé,  la  somme  des 
trois  angles  est  de  deux  droits  ; 

2"  Toute  trajectoire  orthogonale  d'arcs  d'hyperboles  équi- 
latères  issus  d'un  même  point  et  ayant  un  centre  commun 
est  une  ellipse  de  Cassini. 

Question  187. 

(18VS,  p.  a4o;  1888,99.) 

Deux  cotés  d*un  angle  droit  touchent  deux  coniques  con- 
focales  situées  dans  le  même  plan;  le  lieu  du  sommet  est 
un  cercle;  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  contact 
a  pour  enveloppe  une  conique,  (Ghasles.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  DoNON,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnet. 

I.  Supposons  les  deux  coniques  rapportées  à  leurs  axes; 
nous  pouvons  prendre  leurs  équations  sous  la  forme 

(.)  _.^z-_,  =  „. 

(2)  .-    -f-    Q-*^    —  I   =   O. 

a  -h  X         P  H-  A 

Une  tangente  à  la  conique  (i)  de  coefficient  angulaire  m  a 
pour  équation 

( 3 )  y  =  mx  -h  ^a m^  -\-  ^  \ 

une  tangente  à  la  conique  (2)  perpendiculaire  à  la  précédente 
a  pour  équation 


(4"^  m  y  =  —  a?-f- /a -h  fJm*-h  A(i-H  m*). 

De  sorte  qu'un  point  du  lieu  est  défini  par  les  équations  (3) 
et  (4).  Pour  faire  l'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations 
écrivons-les 


y  —  mx  =  ^%m^-k-  p, 

my  -h  iF  =  /a  -h  p  //i*  -h  /. (i  -\-  /w*  ), 
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puis  faisons  la  somme  des  carrés,  ce  qui  donne 

(af«-H^*)(i  4-  m«)  =  (a  -h  p  -f-  X)(i  -f-  /?i*). 

Supprimons  le  facteur  i  -\-  m*  qui  correspond  évidemment 
au\  droites  isotropes  issues  des  foyers  communs;  il  reste  alors 
le  lieu  demandé 

x^-i-y^  =  a  -+-  p-h  X; 

c*eu  donc  une  circonférence  concentrique  aux  ellipses  données. 

Solution  géométrique.  —  Soient  S  et  S'  les  deux  coniques, 
M  un  point  du  lieu.  Considérons  une  tangente  HL  à  S  paral- 

Fig.  I. 


lèlc  à  BM.  Montrons  d'abord  que  si  l'on  mène  OH'  perpendi- 
culaire sur  BM,  on  a 

OU'»— 0H»  =  X. 

Pour  cela,  menons  FI'  perpendiculaire  sur  BM.   Dans  le 
triangle  rectangle  OH'I'  on  a 

0H'«  =  or»-  H'I*  =  a  ^  X  ~  H'I»; 
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le  iriangle  OHI  donne,  de  même, 

OH«  =  OI«-HI«=a-HÎ«; 

en  retranchant  membre  à  membre  et  en  tenant  compte  de  ce 
qur  HT  =  HJ,  on  obtient 

OH'«-OHî=À. 

Ceci  posé,  cherchons  à  évaluer  OM.  On  a,  dans  Je  triangle 
rectangle  OMH', 

OM»  =  0H'«-  MH'«  =  OH'*-f-  LH«. 

Mais  Je  triangle  OHL  donne 

LH«  r-.  0L«—  OH»  =  a  ^-  p  —  0H«  ; 

on  en  déduit 

OM»  =  OH'»—  OH»-h  a-+-p  =  a-Hp-4-X. 

Donc  le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence  dont  le  carré 
du  rayon  est  égal  à  a  -i-  p  -4-  X. 

II.  Cherchons  Tenveloppe  de  la  droite  AB.  Soit 

Ma? -h  çy  -i-  w  =:  o 

l'équation  de  la  droite  AB.  Soient  P  le  pôle  de  AB  par  rapport 


à  la  conique  S  et  Q  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  S'.  Si 
AB  est  Tune  des  droites  dont  on  cherche  Tenveloppe.  Tune  des 


(  '«5  ) 
tangentes  menées  de  P  à  la  conique  S  doit  être  perpendiculaire 
à  Tune  des  tangentes  menées  de  Q  à  la  conique  S'.  Si  donc  on 
forme  d'une  part  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  menées  de  P  à  la  conique  S,  d'autre  part  l'équation 
aux  coefGcients  angulaires  des  perpendiculaires  aux  tangentes 
menées  de  Q  à  la  conique  S',  ces  deux  équations  devront  avoir 
une  solution  commune. 

Or  les  ct>ordonnées  du  point  P  sont — —9  donc  l'é- 

quation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  P 
à  la  conique  S  est 

/—Si;  oLuy  ,      Q 

( — ^ h  m — )   ==am»-+-S, 

(5)  a/n*(au*—  w*) —  la^^us^m  -+-  P(Pt>«—  «'«)=  o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  droites  QB,  QB' 
sera  de  même,  en  posant  a'  =  a  -f-  X,  p'  =  p  -h  X, 

a'/n«(a'a«—  w«)—  aa'p'wt^m  -t-  p^P'^^*—  w«)=  o. 

Donc  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  perpendicu- 
laires à  ces  droites  sera 

(6)  P'/ii«(P'i^«~  iv»)H-  2(i'^'uvm  -h  7l\ol'u*—  w*)=  o. 

Nous  aurons  donc  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  en  éli- 
minant m  entre  les  équations  (5)  et  (6). 

Éliminons  le  terme  en  m  entre  les  équations  (5)  et  (6);  pour 
cela  multiplions  la  première  équation  par  a'p',  la  deuxième 
par  «p  et  ajoutons  membre  à  membre.  On  obtient 

m»aP'[aa'M«-*-  pp'(^*—  w«(a'-h  P)] 

-f-  a'P[aa'tt*H-  ppV*—  «'»(a  -f-  ?')]  =  o, 

mais  onaa'-hP  =  a-»-p'=a-i-P-+-X;  donc  l'équation  précé- 
dente nous  donne 

aa'a*4-  pp'p»  — (a  -f-  p  -f-  X)(v«=  o; 

c'est  l'équation  cherchée.  Elle  représente  une  conique  rap- 
portée à  ses  axes.  Si  l'on  fait  la  différence  des  carrés  des 
longueurs  des  derniers  axes,  on  trouve,  en  posant  a  —  p  =  c*, 

g(gH-X)— p(p>f-X)  _  c»(«-4-P)-f.Xc«  __    j 
a-hp-hX  ~        a-+-p-hX        "*"  ' 
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donc  la  conique  trouvée  est  une  conique  homofocale  aux  deux 
coniques  données. 

Autres  solutions  de  MM.  Audfbert  et  E.-N.  Barisien. 

M.  E.  Bally  nous  fait  remarquer  qu'il  a  résolu  et  généralisé  la 
question  dans  un  article  :  Notes  de  Géométrie  relatives  à  un  théo- 
rème de  Chastes,  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spé- 
ciales (mai  1S97). 

Question  199. 

(IS49.  p.  44.) 

Expliquer  c/aeVeme/i^  ce  qu'il  faut  entendre  par  tétraèdres 
semblablement  situés  dans  la  théorie  des  polyèdres  sem- 
blables. 

NOTE 

Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Sans  vouloir  pénétrer  le  fond  de  la  pensée  de  l'auteur  de  la 
question,  à  près  de  cinquante  années  de  distance,  il  nous  pa- 
rait tout  simple  de  répondre  à  son  désir.  Si  deux  polyèdres 
(P),  (P')  sont  semblables  et  ont  pour  rapport  de  similitude  a, 
il  suffit  de  transformer  (P)  en  prenant  un  centre  d'homothétie 
quelconque,  et  le  rapport  d'homothétie  a,  pour  obtenir  un  po- 
lyèdre (P|)  superposable  à  (P').  Si,  dans  ces  deux  derniers 
polyèdres,  (Ti)  et  (T')  sont  deux  tétraèdres  correspondants, 
c'est-à-dire  superposables  lorsque  (Pi)  se  superpose  à  (P'),  et 
si  en  effectuant  la  transformation  homothélique  inverse  (T) 
est  le  tétraèdre  transformé  de  (Ti),  alors  (T)  et  (T')  seront 
deux  tétraèdres  homologues,  et  semblablement  situés  par  rap- 
port aux  tétraèdres  voisins. 

La  difficulté  est  plus  grande  peut-être  dans  le  plan,  parce 
que  l'on  confond  à  tort  en  général  deux  modes  de  similitude 
différents  :  dans  la  similitude  directe,  si  le  rapport  de  simili- 
tude devient  égal  à  l'unité,  la  superposition  des  figures  est 
possible,  par  simple  glissement  dans  le  plan  :  dans  la  simi- 
litude symétrique,  la  superpositionne  peut  s'effectuer  (\\xtpar 
un  retournement  de  la  figure,  c'est-à-dire  en  sortant  du  plan. 

Comme  dans  l'espace  ce  retournement  est  impossible,  on  ne 
dit  pas  que  deux  polyèdres  sont  égaux  quand  par  une  transla- 
tion ils  peuvent  être  rendus  symétriques;  ni  qu'ils  sont  sem- 
blables lorsque,  par  une  transformation  homothétique  et  une 
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iraQsiatioOi  ils  peuvenl  aussi  être  rendus  symétriques.  C'est 
peut-être  un  tort;  la  distinction  de  l'égalité  directe  et  de  Téga- 
lité  S3rmétrique,  de  la  similitude  directe  et  de  la  similitude  sy- 
métrique serait  de  nature  à  éclaircir  beaucoup  le  langage  et 
les  idées. 

Question  243. 

(  1851,  p.  3J8.) 

Soit  ^équation 

(x— a,)(ar  — a4)(j---a,)(a7  — asXar  — a9)...ra7  —  a^n) 
-+-6'»(a?~«,)(x  — aaXa:  — ae)(a7  — a7)...(ar— a4»-|)  =  o; 

les  indices  augmentent  successivement  d'une  unité  et  de 
trois  unités;  les  différences  ai  —  aj,  a^ —  aj,  . . . ,  a^n-t  —  ^*« 
sont  positives;  b  est  un  nombre  positif;  m  est  un  nombre 
entier  positif  ;  les  %n  racines  sont  réelles  et  comprises  entre 
ai  et  aiy  a^  et  a^^  . ,,,  ^4^-1  ^'  ctkn-  ( Richblot.) 

SOLUTION 
Par  M.  C.-A.  Laisant,  rédacteur. 

Les  lettres  a  comprises  dans  les  deux  termes  sont  respective- 
ment 

«I  «t«i  ««a»     .••     «*«-*  «*i»-8  «m 

£n  substituant  à  â?  la  valeur  a^p  le  premier  terme  s'annule; 
le  deuxième  contient  un  nombre  pair  de  facteurs  négatifs; 
donc  fia^p)'^  o,  en  appelant /(a:)  le  premier  membre  de  l'é- 
quation. 

Ko  substituant  a^p^i,  les  mêmes  faits  se  produisent; 

f(a^p^i)>o. 

En  substituant  a^p^^,  le  nombre  des  facteurs  négatifs  du 
premier  terme  est  impair;  le  deuxième  est  nul;  donc 

f{a,,p^t)<o. 

En  substituant  a-^p-^i,  les  mêmes  faits  se  produisent; 
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Enfin /(a4,M-v)  a  le  même  signe  que  a^p,  ou 

/(«4/>-t-*)>0- 

La  proposition  est  donc  établie.  On  aurait  pu  remplacer  b'^ 
par  un  nombre  positif  quelconque.  Il  semble  que  renoncé  ait 
été  compliqué  comme  à  plaisir. 

Question  341. 

(  is->e.  p.  3>i. } 

Soient  AB,  A'B',  A'B',  ...  un  système  de  forces  en  équi- 
libre dans  un  plan.  A,  A',  A",  . . .  sont  les  points  d'applica-^ 
tion;  AB,  A'B',  . . .  représentent  les  intensités  et  les  direc- 
tions des  forces;  par  un  point  quelconque  M  du  plan, 
soient  menées  aux  droites  AB,  A'B',  A'B',  ...  des  droites 
ME,  ME',  ME',  . . .  sous  un  angle  constant  n;  de  telle  sorte 
qu*en  faisant  tourner  une  de  ces  droites  ME'  autour  de  M 
Jusqu*à  ce  qu^elle  coïncide  avec  ME,  alors  A.' B'  devienne 
parallèle  à  AB,  ...  ;  la  somme  des  produits 

AB.EA  -+-  A'B'.  E'A'4-  A'B'.E'A'-*-. . . 

est  constante  quelles  que  soient  la  position  du  point  M  et 
la  grandeur  de  rangle  a,  et  selon  que  cette  somme  est 
positive,  nulle  ou  négative,  l*équilibre  est  stable,  perma- 
nent ou  instable.  (MôBiiis). 

SOLUTION 
Par  M.  C.-A.  Lai8ANT,  rédacteur. 

Rappelons  d'abord  qu'un  système  de  forces  quelconques 
dans  un  plan  étant  donné,  il  existe  sur  ce  plan  un  centre  G 
des  forces,  et  qui  est  tel  que  si  toutes  les  forces  tournent 
d'un  môme  angle  dans  le  même  sens  autour  de  leurs  points 
d'application,  la  résultante,  appliquée  en  G,  tourne  dans  le 
même  sens  et  du  même  angle  autour  de  G.  D'après  cela, 
si  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  et  si  on  les  divise 
en  deux  groupes,  chacun  d'eux  ayant  pour  centre  Gt,  Gt 
respectivement,  le  système  se  réduira  à  deux  forces  égales 
et  opposées  Ri,  Rj  appliquées  en  G|,  Gj.  Suivant  que  ces 
forces,  si  l'on  considère  GiGj  comme  une   barre  rigide  ten- 


(  -89  ) 

dront  à  TalloDger,  ou  a  la  comprimer,  l'équilibre  sera  stable 
ou  instable.  Cela  revient  à  dire  que,  si  l'on  fait  tourner  les 
forces  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif,  le  couple  ainsi  ob- 
tenu sera  positif  ou  négatif  suivant  que  l'équilibre  sera  stable 
ou  instable.  S'il  était  permanent,  les  deux  points  Gi,  G^  coïn- 
cideraient. 

Gela   posé,    revenons    à    l'énoncé,   et  considérons  une  des 
forces  AB;  soient   ME  la  droite  qui  fait  avec  elle  l'angle  a, 


MH  =  A  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  AB,  et  posons 
HA  =  a.  On  a 

EA  =  HA  —  HE  =  a  —  A  cota,       EA,  AB  ={a  —  h  cota)  AB. 

Or  A.AB  =  2(MAB),  a.AB  =  2OAB,,  ABi  étant  la  nouvelle 
position  de  AB  après  une  rotation  positive  d'un  angle  droit 
autour  de  A.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  relations  sont 
vraies  en  grandeurs  et  en  signes. 
La  somme  cherchée  £(£A.AB)  est  donc 

•22(MAB,)— 2C0ta2(MAB)=22(MAB,), 

car  2(MAB)=  o,  le  système  AB,  A'B',  . . .  étant  en  équilibre 
par  hypothèse. 

Groupons  maintenant  nos  forces  en  prenant  AB  d'une  part, 
et  le  système  A'B',  A'B',  ...  de  l'autre.  Le  premier  centre  G| 
sera  A,  et  l'autre  G,  sera  donné  par  l'équipollence 

MG,(cjA'B'— cj  A'B' -+-...)=  MA'.cj  A'B' -h  MA'.cjA'B'-^-..., 

quel  que  soit  le  point  M.  M  suit  de  là  que,  le  système  se  ré- 
duisant à  AB  appliquée  en  A  et  à  — AB  appliquée  en  G|,  le 
couple  résultant  d'une  rotation  de  ces  deux  forces  d'un  angle 


(   "90  ) 
droit  daos  le  sens  positif  aura  pour  exprès sioo 

2MAB1  -^  a(  ma'b;  -t-  ma'b;  h-.  .  .>, 

c*est -à-dire  précisément  £(EA.AB).  Si  l'on  tient  compte  des 
remarques  préalables  qui  précèdent,  la  proposition  est  dooc 
complètement  établie. 

Question  831. 

(tKT,  p.   J;9.) 

Soient  s,  p,  Yi  ^,  &  cinq  quantités  quelconques. 
Posons 

A=(?-Y)*(5-e)*-+-(?-5)MT-M'-4-0-s)»(T-5)S 
B  =(a  — Y)*^o  — E)«-r-(a  — o)*(Y  — £)«-+-(«  — e)«(Y  — 8)«, 
C  =(«  — P)î(e~E)t-^(a  — 8)5(3  — e)*H-(a  — £)«0  — ô)«, 

E  ^(a-?)«(Y~a)«-4-(a-Y)«(?_$}«-+-(a-8)«(p-ï)«; 
Il  =(a-p)na-Y)'(«-5)'(«-0*(?-ï)* 
xO-a)«(?-0'(Y-o)«(Y~£)*(«-0' 

Démontrer  la  relation  suivante 

ABGDE  — 2P«=24n. 

(MiCHAEL  ROBEIIT8). 
SOLUTION 

Par  M.  P.  Sondât. 
Si  l'on  pose  À  =  ABGDE  —  aP*,  il  s'agit  d'établir  Tideotité 

(i)  A  =  24n. 

En  supposant  a  =  ^^  on  a 

B  =  A, 

0  =  2  (a  — o)«(a  — 6)», 
D  =  2  (a-Y)M«-0^ 
E  =  '>.  (a_Y)'(«--S)», 
P  =  2A(a~Y)»(a— o)a(a  — £)'• 


(  «9t  ) 

Donc  A=o,  ou  A  est  divisible  par  a — p  et  de  plus  par 
(a— P)*,  car  cette  différence  n'entre  dans  A  que  par  ses 
puissances  paires.  Comme  d'ailleurs  les  carrés  des  dix.  diffé- 
rences sont  symétriques  dans  A,  cette  fonction  est  divisible  par 
chacun  de  ces  carrés. 

Gela  posé,  si  deux  quelconques  des  quantités  a,  p,  f  »  ^»  ^  ^^Vil 
égales,  l'identité  (i)  aura  lieu  puisque  alors  A  et  II  sont  nuls, 
et  il  reste  à  prouver  qu'elle  subsiste  quand  ces  quantités  sont 
toutes  différentes. 

En  effet,  on  a 

(^)  A=(a-?)«Ai, 

Al  étant  une  nouvelle  fonction  des  mêmes  différences,  n'y  figu- 
rant que  par  leurs  puissances  paires. 
Si  dans  (2)  on  fait  ^  =  y  on  aura 

o=(a  — y)A,, 

ou  A',  =  o,  car  a  ?t£  y.  Donc  Ai  est  divisible  par  P  —  Y»  ®^  P**" 
suite  par  (^  —  y)*»  o" 

A|=(P-y)'^«. 

ft,  en  remplaçant  dans  (3), 

(3)  A=(a-3)«(P-Y)«A,. 

En  continuant  de  même,  on  trouvera  finalement 

A  =  n  xX, 

X  étant  numérique,  car  A  et  H  sont  du  même  degré.  Le  nombre  X 
s'obtiendra  d'ailleurs  en  faisant,  par  exemple,  a  =  4i  P  =  3, 
Y  =  a,  8  =  I,  e  =  o,  ce  qui  donne  X  =  24,  et  l'identité  (i)  est 
justifiée. 
Remarque,  —  Si  a,  p,  y»  0,  e  sont  les  racines  de  l'équation 

aa?*—  56iF*-i-  iocx^  —  iodx^-\-  5ea?— /  =  o, 

chacune  des  conditions  A  =  o.  Il  =  o  exprime  que  cette  équa- 
tion a  une  racine  double.  11  est  probable  que  la  première, 
A  =  o,  est  une  forme  déguisée  de  celle  que  j'ai  proposée  dans 
les  Nouvelles  Annales  (question  1782). 


(   «9'^  ) 


Question  1780. 

4  1897,  p.  3M.) 

On  projette  orlhogonalement  un  parallélogramme  sui- 
vant un  carré.  Trouver  la  diagonale  du  carré  en  fonction 
des  côtés  du  parallélogramme  et  de  V angle  compris. 

(W.-J.  GkBENSTHEET.) 


SOLUTION 
Par  M.    DULIMBERT. 


Soient  OA  =  a,  OB  =  b  les  deux  côtés  du  parallélogramme, 
I  Tangle  compris  AOB.  Je  fais  passer  le  plan  de  projectioD 


par  le  sommet  O.  Soient  Aa  =  a,  B6  =  p  les  projetantes  des 
sommets  A  et  B. 

Soit  2?  =  0a=:06  1e  côté  du  carré;  la  diagonale  cherchée 
est  a?  v^ . 

La  figure  donne  immédiatement 

ÂB    =  a«-h6»—  2aé»cose  =  06* -f-  (a  —  ?)«  =  2x*^-(a— p)*. 
Entre  ces  trois  équations,  j'élimine  a  et  p.  Il  vient 

aS+6>^2a6cos6  =  2ar*-|- a»— a?* 

-H  6*  —  ar«—  2  v/(a»  —  ar«)(6»  —  a?«) 
ou 

a«6«cos«6  =  (ar«—  a»)(a7«--  b^) 

et  en  ordonnant 

J7»  — («ï-f-  6«)jr»-4-a«6«sin«6  =  o. 


(  '9^  ) 
On  voit  par  substitution  que  l'équation  en  x^  a  deux  racines 
positives,  l'une  inférieure  à  la  plus  petite  des  deux  quantités 
a*  et  b*,  l'autre  supérieure  à  la  plus  grande.  La  première  con- 
vient seule  à  la  question.  Le  double  de  cette  racine,  égal  au 
carré  de  la  diagonale  cherchée,  a  pour  expression 

aï-+-6«—  /Ca«H-  ^►«;*—  4a*Z>«sin«0, 
La  diagonale  a  donc  pour  valeur 


^a«-^^«— /(aî-4-6«)«— "4a*6*siii«0 
ou 

^a^ -h  6*  -h  2 a6  sin 6  —  v^a*-h  6*—  aa^siiiO. 

On  déduit  de  là  la  valeur  de  l'angle  (p  que  fait  le  plan  du 
parallélogramme  avec  le  plan  de  projection.  £n  eiïet,  la  sur- 
face du  parallélogramme  est 

a^sinO; 
celle  du  carré  est 

j. 
Donc,  on  a 

aî  -h  A*  —  /(  aï  -h  ^2  )-  -  4  ai  6*  si n «  6 


coso  = 


9.a6sinO 


Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  valeur  est  toujours  infé- 
rieure à  I. 

Question  1781. 

linT,  p.  3M  61436.) 

Énoncé  rectifié.  —  Soient  donnés  (rois  nombres  positifs 
T,  y^  z,  tels  que  X  -^  y  -^  z  =  1,  On  a  les  inégalités 

X       y       z  -^ 

(Jorge  F.  d'Avillkz.) 


(  >î)4) 

SOLUTION 

Par  Un  abonné. 

xyz^—^i  le  maximum  dea?)'^  correspondant  à  a7=^r=z  =  -. 

I         I         I 

-  H H  - 

Donc ^ ^  >  243  >  48. 

xyz 

Plus  généralement,  si  la  somme  des  nombres  positifs  :ri, 

j-ï,  ...,  a:«  est  /f, 

>    —  ^  _ X\X»..,Xn' 


OUESTIOKS. 


339.  (1857,  p.  58)  (*).  —  Une  surface  de  révolution  étant 
engendrée  par  la  révolution  d'une  conique  autour  d'un  axe 
principal,  tout  plan  mené  par  un  foyer  0  de  la  conique  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O  pour 
foyer. 

360.  (1857,  p.  58).  —  A,  B,  G,  D,  E  étant  cinq  points  situés 


(*)  La  question  359  a  été  résolue  (1857,  p.  176).  On  en  reproduit 
ici  Pénoncé  parce  qu'il  est  nécessaire  pour  rinlrlligence  de  la  ques- 
tion 360 


(  '9^  ) 
sur  cette  surface  de  révolution,  on  a  la  relation 

OA.BC.DE-hOB.CD.EA-hOC.DE.AB 

-h  OD.EA.BG  -h  OE.AB.CD  =  o. 

(MoBius). 

383.  (1857,  p.  182).  —  Soient  donnés  dans  un  même  plan  : 
I*  une  courbe  algébrique  par  une  équation  de  degré  n;  a**  un 
triangle  dont  les  côtés  sont  donnés  par  les  trois  équations 

linéaires 

y?  =  o,         g  =  Oy        r  =  o; 

d'un  point  quelconque  M  pris  sur  la  courbe,  abaissons  sur  les 

côtés  du  triangle  /?,  g,  r  respectivement  les  perpendiculaires 

P,  Q,  R;   construisons  une  seconde  courbe  dont  les  points 

P     0 
aient  pour  coordonnées  ^>  ^;  démontrer  :  i^  que  la  seconde 
n     K 

courbe  est  aussi  de  degré  n;  0/*  que  l'équation  de  l'enveloppe 

de  la  droite  qui  joint  deu\  points  correspondants  M,  m  des 

deux  courbes  est  de  degré  2/1. 


1791.  Dans  un  quadrangle  quelconque  ABCD,  soient  : 

a  le  cercle  passant  par  les  projections  de  A  sur  les  côtés  du 

triangle  BGD; 
P  le  cercle  passant   par  les  projections  de   B  sur  les  côtés 

de  CDA; 
Y  le   cercle   passant  par  les  projections  de    G  sur  les  côtés 

deDAB; 
0  le  cercle  passant   par  les   projections  de   D   sur  les  côtés 

de  ABC. 

Démontrer  que  les  cercles  a,  p,  7,  0  passent  par  le  même 
point,  qui  est  le  point  commun  aux  cercles  d'Euler  des 
triangles  BGD,  GDA,  DAB,  ABG.  (G.  Gallucci.) 

1792.  Démontrer  la  formule 
(-f)*G*_,=.-Ci.+  CJ,-C».  +  ...+  (-i)*C*, 

OÙ  C^  désigne  le  nombre  des  combinaisons  simples  de  m  \ei- 
très  k  k  k,  (A.  Gazamian.) 

1793.  Si  Sj  désigne  un  carré  ou  une  somme  de  carrés,  tous 


(  <96) 
cliiïôrents    entre    eux,   Iniit    nombre    entier   csl   de   la   forme 
^«-i-/'(/' =  o>  I»  ^»4)-  (E.  Lemoine.) 

1794.  S}  représentant  un  cube  ou  une  somme  de  cubes  tous 
différents  et  pi  l'un  des  nombres  o,  1,2,  3,  4»  5,  6,  8,  9,  10, 
II,  12,  i3,  14,  i5,  16,  17,  9-7,  a8,  29,  3o,  3i,  3a,  33,  tout  nombre 
entier  est  de  la  forme  Sj-4-/?i,  au  moins  pour  une  valeur 
de/?i.  (E.  Lemoine.) 

1795.  Parmi  les  triangles  qui  ont  pour  côtés  trois  entiers 
consécutifs,  il  n'en  est  qu'un  seul  dans  lequel  le  rapport  de 
deux,  angles  soit  un  entier  :  c'est  le  triangle  qui  a  pour  côté  4« 
5,  6;  dans  ce  triangle,  un  angle  est  double  de  Tautre. 

(Weill.) 

1796.  Lorsqu'un  polygone  convexe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  cercles  fixes,  la  somme  des  cosi- 
nus de  ses  angles  reste  constante;  calculer  cette  constante. 

(Wkill.) 


ERRATA. 


1897,  page  579  (Tables),  ligne  i5  en  remontant,  au  lieu  de  1725, 
1737,  lisez  1725,  1726. 

1897,  page  679  (Tables),  ligne  i4  en  remontant,  au  lieu  de  1768, 
lisez  1728. 


NOTE  RELATIVE  AUX  QUESTIONS  NON  RÉSOLUES. 


La  liste  que  nous  avons  publiée  (1897,  p.  58o)  présente  quelques 
erreurs,  ainsi  que  nous  Ta  viens  prévu.  Nous  signalerons  en  particu- 
lier la  question  625,  comme  devant  être  effacée;  elle  a  été  résolue 
(1864,  p.  265);  par  contre,  la  question  1433  doit  être  ajoutée  à  la 
liste  dont  il  s'agit.  Nous  remercions  particulièrement,  à  ce  sujet, 
M.  HiLAiRE  et  M.  H.  Lez.  Grâce  aux  très  précieuses  indications  de  ce 
dernier,  nous  espérons  pouvoir  arriver,  à  la  fin  de  celle  année,  à 
donner  un  relevé  tout  à  fait  exact. 
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HUXIBME  G0!«G01IRS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1898. 


Sujet. 


I.  On  dit  que  six  points  (Vune  conique  for- 
ment  trois  couples  en  im^olution  (ou  sont  en  invo- 
lution)  quand  les  trois  droites  joignant  les  points 
de  chaque  couple  sont  concourantes. 

Établir  que  six  points  d^une  conique  peuvent 
être  en  involution  de  \^  i^  3,  4  ^^  6  manières 
différentes  et  définir  géométriquement ^  dans 
chaque  caSj  les  positions  correspondantes  des  six 
points. 

II.  On  nomme  tétraédroïde  la  transformée  ho- 
mographique  générale  de  la  surface  de  l'onde; 
en  coordonnées  homogènes,  une  telle  surface  est 
définie  paramétriquement  par  les  relations 


(I) 


rtu^  3*1//,  o*2W,  cj'jtt  étant  les  fonctions  classiques 
de  Weierstrass  formées  ai'ec  les  périodes  2  0),, 

Afin,  de  Afathémat.,  3»  série, t.  XVII.  (Mai  1898.)  i3 


-r        3*1  a 

^\v 

t        au 

J^ 

y  _^tu 

^^ 

t         :£u 

?p 

z        s'a  a 

"^zv 

t         s'a 

?P 
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2  0)2,  ^co,;  a^i^y  ^^Çj  0*3 p,  o'jpC)  e7a/i/  /e^  fonc- 
tions analogues  formées  avec  les  périodes  2G3,, 
2tarj,  atDg. 

Vérifier  que  la  surface  (i)  a  seize  points 
douhlesy  situés  six  à  six  dans  seize  plans  {plans 
singuliers)  ;  que  par  un  point  double  passent  six 
plans  singuliers  ;  que  les  six  points  doubles,  P,, 
situés  dans  un  même  plan  singulier  sont  en  in- 
solution;  que  les  seize  points  doubles  sont  quatre 
par  quatre  sur  les  faces  d^un  tétraèdre  et  que  les 
seize  plans  singuliers  passent  quatre  par  quatre 
par  les  sommets  du  même  tétraèdre. 

III.  Montrer  que  les  périodes  (ou  les  modules) 
des  fonctions  elliptiques  peuvent  être  choisies  de 
telle  sorte  que  les  six  points  doubles  P,-  {situés 
dans  un  même  plan  singulier)  soient  en  immola- 
tion de  deux  manières  différentes.  Vérifier  que 
la  surface  {i)  est  alors  deux  fois  tétraédroïde, 
c^est-à'dire  que  les  seize  points  doubles  sont, 
quatre  par  quatre,  sur  les  faces  d^un  nouveau 
tétraèdre.  Equation  correspondante  de  la  sur- 
face. 

IV.  Montrer  que  les  six  points  doubles  Pi  peu- 
vent être  en  involution  de  trois  manières  diffé- 
rentes; vérifier  que  la  surface  (i)  est  alors  trois 


(')  On  désignera  pare,,  Cj,  ejles  valeurs  de  pw,,  pu),,  po),,  pu  étant 
]a  fonction  classique  aux  périodes  2(0,,  'Hù^,  au,;  par  c,,  e^,  e^  les 
valeurs  de  pcj,,  pn,,  pn^,  pf  étant  la  fonction  analogue  aux  pé- 
riodes 3n,,    «Hj.    ïCTt 
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fois  lélraédrolde.  Etudier  les  positions  relatives 
des  trois  tétraèdres  correspondants. 

Former  la  relation  qui  existe  en  ce  cas  entre 
les  modules  des  fonctions  elliptiques  introduites 

l on  prendra  pour  modules  '2!^*  et  ^'_  ^' J>  véri- 
fier qu'elle  coïncide  avec  V équation  modulaire 
pour  n  -=3.  Conséquence  pour  les  périodes. 
Équation  correspondante  de  la  sur/ace. 

V.  Montrer  que  les  six  points  doubles  P/  peu- 
vent être  en  inçolution  de  quatre  manières  dif- 
férentes et  que  la  surface  est  alors  quatre  fois 
tétraédroïde.  Déterminer  en  ce  cas  les  périodes 
et  les  modules  des  fonctions  elliptiques.  Equa- 
tion de  la  surface;  étudier  les  positions  relatives 
des  seize  points  doubles. 

VI.  Montrer  que  les  six  points  P^  peuvent  être 
en  involution  de  six  manières  différentes  et  que 
la  surface  est  alors  six  fois  tétraédroïde.  Pé- 
riodes et  modules  des  fonctions  elliptiques; 
équation  de  la  surface;  positions  relatives  des 
seize  points  doubles. 

Nota.  —  On  ne  devra  pas  s^ appuyer  sur  la 
théorie  des  fonctions  ou  des  intégrales  hyper- 
elliptiques  ni  sur  les  propriétés  de  la  surface  de 
Kummer. 

Conditioiis. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouif elles  yînnales  de  Mathématiques. 
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Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

I®  A  un  crédit  de  loo*^^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Vîllars  et  fils; 
3°  Â  la  publication  du  Mémoire  ; 
3°  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  iD  NOVEMBRE  1898,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  Tanonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  T auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i*""  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i"  décembre  1898,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1®  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 


(    20I     ) 

portés  sur  un  Concours  uhérieur,  et  Tannoncc  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteubs. 


[A3c] 

SUR  LES  ÉQUATIO!«S  A  COEFFICIENTS  RATIONNELS; 

Par  m.  R.  DEDEKIND,  de  Brunswick. 


Jahresbericht  der  D.  M.  K.,  Tome  I,  189a  (G.  Reimer,  Berlin). 


(Traduit  par  M.  L.  LAUGEL.) 

L  existence  de  théorèmes  sur  les  équations,  légitimes 
pour  un  degré  quelconque  fini,  mais  qui  ne  peuvent 
être  admis  pour  des  équations  de  degré  infiniment  grand 
sans  discussion  préalable,  est  un  fait  aujourd'hui  reconnu 
par  tous  les  mathématiciens.  Mais  comme  la  décision  à 
rendre  n'est  pas  toujours  facile  à  trouver,  je  prends  la 
liberté  de  traiter  ici  un  cas  particulier  qui  n'est  pas 
sans  importance.  Dans  la  théorie  des  équations  qui  sont 
ieàegréjlni  et  ont  tous  leurs  coefficients  rationnels ,  on 
démontre  le  théorème  connu  suivant  : 

I.  Lorsque  r  équation  irréductible  <p(j:)=  o  aune 
racine  commune  avec  l'équation  (j>(j:)  =  o,  chaque 
racine  de  la  première  équation  est  aussi  une  racine  de 
la  seconde. 


(  aoa  ) 
Mais  ce  théorème,  lorsque  le  degré  de  l'équalioD 
i(x)  =  o  est  infiniment  grand,  cesse  en  général  d'être 
exact,  et  ce  fait  a  lieu  même  pour  de  telles  équations 
dont  le  premier  membre  if{x)  est  une  série  de  puis- 
sances à  coefficients  rationnels,  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x.  C'est  là  une  conséquence  évidente  du 
théorème  : 

11.  *Si  nous  désignons  par  a  un  nombre  réel  quel- 
conque, IL  EXISTE  une  telle  équation  i^(x)^^o  de  degré 
infiniment  grande  ou  même  de  degré  fini,  qui  a  pour 
UNIQUE  racine  réelle  a. 

A-t-on  démontré  l'exactilude  de  cette  proposition,  il 
en  résulte  une  évidente  contradiction  avec  le  théorème  1, 
lorsque  Ton  choisit  pour  a  une  racine  d'une  équation 
irréductible  <p(a:)  =  o  (par  exemple  x^ — ar=:o)  qui 
admet  au  moins  deux  racines  réelles  a  et  ^.  11  ne  s*agit 
donc  par  conséquent  que  de  démontrer  le  théorème  11, 
et  l'on  n'a  ici  besoin  que  de  considérer  le  cas  de  a 
positif,  puisque  le  cas  opposé  s'y  ramène  en  rempla- 
çant X  par  —  X  ;  au  cas  a  :=  o,  Ton  peut  naturellement 
prendre  à(x)  =  x. 

De  tout  nombre  positif  a,  d'une  manière  analogue  cl 
avec  le  même  mode  de  détermination  que,  lors  d'un 
développement  en  fraction  continue  usuelle,  on  déduira 
une  suite  de  nombres  entiers  û|,  «21  ^s?  -'«î  cl  une 
suite  de  restes  correspondants,  c'est-à-dire  de  nombres 
£i?  £2?  £37  •••  qui  satisfont  tous  à  la  condition 

à  l'aide  de  la  règle  suivante  : 
On  posera  d'abord 

2 


(ao3) 
OÙ  at  est  détermine  comme  étant  le  plus  grand  nombre 
euiier  contenu  dans  ->  ei   étant,  par  conséquent,  déter- 
miné comme  reste  ;  mais  pour  chaque  indice  n  plus  grand 
l'on  posera 

tous  les  nombres  a  suivants  comme  plus  grands  entiers 
et  tous  les  restes  e  sont  de  la  sorte  parfaitement  déter- 
minés. Il  est  clair,  du  reste,  qii  aucun  des  nombres  a 
n  est  négatif. 

Alors  la  fonction  parfaitement  définie 

possède  toutes  les  propriétés  énoncées  dans  le  théo- 
rème II.  En  eflet  : 

I**  Les  coefficients  do  'i(a:)   sont  tous  des  nombres 
rationnels, 

a°  Puisque  ert_i<;  i,  par  conséquent  an<i  -,*  et  le 

terme  général  de  la  série  ^{x)  est  inférieur,  eu  valeur 
absolue,  à 

d'où  il  résulte,  comme  Ton  sait,  que  la  série  i^{x) 
(comme  il  en  est  de  la  série  exponentielle)  converge 
pour  chaque  valeur  de  or. 

i^  De  la    définition  des  nombres  a  ei  b,  il  résulte 
que  la  somme  formée  de  /i  +  i  termes 


a  a3  «5  a'«-« 

est  égale  à 


_,  +  a...  +„,_+«,__.+...  +  «„  __^ 


(XÎ/l-1 


'"(/i) 
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et,  comme  cette  somme  pour  n  croissant  sans  lîmite 
devient  infiniment  petite,  il  en  résulte^  (a)  =  o;  autre- 
ment dit,  a  est  une  racine  de  Téquation  A  (07)=  o. 

4"  Puisque  aucun  des  nombres  a  n'est  négatif,  mais 
qu'à  la  vérité  au  moins  Tun  d'eux  est  positif  [en  vertu 
de^(a)  =  o],  et  comme  ensuite,  abstraction  faite  du 
terme  constant  —  i,  la  variable x,  dans  la  série,  se  pré- 
sente élevée  seulement  à  des  puissances  d'exposant  im- 
pair, ^(x),  en  même  temps  quex,  parcourra  toujours  en 
croissant  la  totalité  du  domaine  réel  depuis  — oo  jus- 
qu'à H-  00  et,  par  conséquent  aussi,  ne  prendra  la  valeur 
zéro  que  pour  V unique  valeur  x  =  a^  autrement  dit, 
Téquation  tJ;(x)  =  o  n'admet  aucune  racine  réelle, 
hormis  a.  c.  q.  f.  d. 

Ainsi  se  trouve  démontré  que  le  théorème  I  est  sujet 
à  caution  pour  les  équations  ^(x)  =  o  de  degré  infini- 
ment grand.  Cette  démonstration  n'est  certes  pas  sans 
valeur,  car  divers  géomètres  sont  arrivés  à  penser  que, 
en  appliquant  ce  théorème,  sujet  à  caution,  à  l'exemple 

^(a:)  =  sin^p, 

on  pourrait  obtenir  une  démonstration  de  la  transcen- 
dance du  nombre  tt  qui  n'exigerait  qu'un  petit  nombre 
de  lignes. 

La  démonstration  du  théorème  II,  c'est  facile  à  voir, 
peut  être  modifiée  d'une  foule  de  manières.  Il  est,  en 
même  temps,  clair  que  le  théorème  est  aussi  valable  pour 
un  nombre  quelconque  fini  de  racines  réelles  a  assignées 
d'avance  (*). 


(')  M.  Dedekind  me  prie  de  mentionaer  ici  un  Mémoire  do  M.  A. 
Hurwitz  {Acta  maUiematica,  t.  XIV;  1889)  où  la  même  question  a 
été  traitée  d'une  manière  beaucoup  plus  générale.  (L.  L.) 
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[E5] 

SIR  LES  IIVTÉGRALES  DE  FRESNEL; 

Pab  m.  godefroy, 

Bibliothécaire    universitaire. 


Les  méthodes  que  Von  donne  dans  tous  les  Ouvrages 
pour  calculer  les  intégrales  de  Fresnel  recourent  à 
remploi  des  imaginaires  et  impliquent  par  là  même  la 
connaissance  de  la  théorie  de  Tintégration  d'une  fonc- 
tion d'une  variable  complexe,  à  moins  de  manquer  de 
logique  ou  de  rigueur.  Cependant,  par  une  légère  mo- 
dification de  procédés  connus  (i^oiVH.  Laurent,  Traité 
d'Analyse,  t.  III,  p.  187),  on  peut  éviter  Tinlroduc- 
tion  du  nombre  1*,  c'est  la  seule  originalité  de  ladémon- 
stration  suivante. 

Si  dans  l'intégrale  définie 


1 


ou  fait  le  changement  de  variable  a:  =y  ^t,  on  en  tire 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  sintdt,  puis 
par  costdt  et  intégrant  par  rapport  à  f  de  o  à  Too, 

r*  co?>tdt      2    /•"./•*, , 
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mais  on  sait  que 

par  conséquent, 

/*  s'in  tdt  _    '2_    /•*    ''dy 

Jr*  cos  t  dt  _    a      /•*  y^dv  , 

si  dans  la  première  de  ces  intégrales  on  change  j/  en  —  » 

on  obtient  la  seconde,  on  en  conclut  que  les  deux  inté- 
grales sont  égales  entre  elles  et,  par  suite,  à  leur  demi- 
somme  , 

I    r*n-r'^ 

VU  r-i^'"-^^ 


y/-^ 


or 


c'est-à-dire 

on  a  donc 

Jr*  sin  r  û?/  /**  cos/  rf/  /t: 

ou,  en  posant  j:^  z=  t^ 

I      sinx^dx=   I      coix^  dJT  —  -i/ -  ' 
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[051] 

NOTE  SOR  LES  GÉODÉSIOUES  DU  CONE; 

Par  m.  Henri  PICGIOLI. 

M.  Eiineper(*)  a  trouvé  par  le  premier  que,  le  long 
d'une  gëodésique  du  cône,  le  rapport  des  deux  rayons 
de  première  et  deuxième  courbure  est  exprimé  par  une 
fonction  linéaire  de  Tare  de  la  même  ligne.  Ensuite, 
M.  Pirondini  (^)  a  montré  que  ces  géodésiques  sont  ca- 
ractérisées par  la  propriété  d^avoir  les  plans  osculateurs 
à  la  même  distance  du  sommet,  et  il  en  a  donné  Téqua- 
tion  intrinsèque  de  plusieurs  manières,  indépendam- 
ment de  la  remarquable  propriété  trouvée.  On  peut, 
d'une  manière  très  simple  et  élégante,  arriver  à  la  re- 
cliercbe  de  cette  équation  :  ç  est  ce  que  je  me  suis  pro- 
posé de  montrer  dans  cette  Note. 

Soient 

(cosa,  cosp,  cosy)  (cosÇ,  coscp,  cosÇ)  (cosX,  cosfi,  cosv) 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale 
principale  et  de  la  binormale  d'une  courbe  gauche  L, 
dont  s  est  Tare,  p  et  T  étant  les  rayons  de  courbure  et 
Po^  (-3^0)^0»  ^o)  lin  point  fixe  de  Tespacc.  Si  x,  j',  z 
sont  les  coordonnées  courantes  d*un  point  de  la  courbe, 
exprimées  par  l'arc  5,  posons 

1   A  =  (j7o — x)  cosa  -h  {yo~y)  cosp  -h  {zq —  z)  cos^j 
(i)  <  B  =  (tq—  :r)cosÇ  -t-  (yo~-y)  coscp -f-  (zq  —  ^)  cosÇ, 

(  G  —  (jTo—  x)cosX  -f-  (yo~y)  cosjx-f-  (zq  —  z)  cosv. 


{^)  Zur  Théorie  der  Cuvveii  doppelter  Krummung  {Math. 
Annalen,  Band  19;  1882.) 

{')  Sulle  linee  a  doppia  curvaiura  (Giornale  di  .Matema- 
tiche:  i«S8) 


(    208    ) 

A,  B,  C  seront  les  distances  du  point  Pq   aux   plans  : 
normal,  rectifiant  et  osculateur  de  L  respectivement. 
Remarquons  les  relations  qui  lient  ces  quantités  : 

^'^^       ds  ~"^       ''  ds  ~       p       T'  ds  ^  T' 

on  les  obtient  en  difTérentiant  les  relations  (i)  et  en 
tenant  compte  des  formules  de  Serrel. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  L  ait  ses  plans 
osculateurs  équidistants  du  point  Po  :  ce  qui  correspond 
à  faire  G  constant.  Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (2) 
montrent  que  B  est  nul.  Il  en  résulte  que  tous  les  plans 
rectifiants  passent  par  Pq  el  que  la  développable  recti- 
fiante de  L  est  le  cône  qui  la  projette  du  point  Po  et 
duquel  elle  est  une  géodésique. 

Cela  posé,  on  voit  facilement  que  les  relations  (2) 
conduisent  à  Téquation 

ds\T/  ■"  G' 

qui  nous  montre  que  ^  est  exprimé  par  une  fonciion 

linéaire  de  Tare. 

Réciproquement,  supposons  que  pour  une  ligne  on  ait 


^  =  as -^  b  (a,  6const.). 


Les  expressions 


j7  _j —  /cosX  —  ;|rCosaj, 

J'  -4-  ~  (cOS  JX  —  |;  COS  p  j  , 

z  -A —  (  ros  V    -  ^  cos  Y  )  • 


(  -«op  ) 
ayant  pour  dérivées  respectives 

['-jalï)]""^' 

on  aura,  Xq,  jo,  z^  étant  trois  constantes, 

x-i — fcosX-   ^cosaj=a?o, 

Mcosv  —  ^cosyj  =  ^0. 


a  ' 


Il  sait  de  là 

{xo — .a7)cosX  +  {yo—}^)  cosfi  H- (.s©  —  ^)cosv  =  -, 

(*t  par  conséquent  notre  ligne,  ayant  ses  plans  oscula- 
tours  à  la  môme  distance  du  point  (j^^o^'o'^o))  ^^^  une 
géodésique  du  cône  qui  la  projette  de  ce  même  point. 


[R2b] 
SUR  LA  GÉ3IÉRALISATI0N  DES  THÉORÈMES  DE  fiULDIN; 

Par  m.  KUSGOW,  à  Saint-Pétersbourg. 


Si  nous  avons  dans  l'espace  un  certain  système  de 
coordonnées  curvilignes  a,  P,  y,  la  recherche  des  vo- 
lumes des  corps  solides  consiste  à  calculer  la  somme 

où  i'i  est  un  volume  infiniment  petit  limité  par  six  sur- 


(  -^«^  ) 

faces  a,  a  -h  rfa;  ,3,  [4  4-  ^'^i  ;  y,  y  -h  rfy, 

P,  =  -^  û?«  ^*  ^P  -^'  rfYsin(S,,S,)sin(S,,  Si  Sj), 

S|  étant  Tare  de  la  ligne  d^intersection  des  surfaces  des 
coordonnées  qui  sont  déterminées  par  des  paramètres 
P  et  Y  ;  S,  celui  de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  a 
et  y;  S3  celui  des  surfaces  a  et  ^^  (S^  S2)  Tangle  entre 
les  lignes  Si  et  So  dans  le  point  M  déterminé  par  les 
coordonnées  a,  P,  y;  (S3,  84  S2)  Tangle  entre  la  ligne 
S3  et  le  plan  S4MS2. 

Si  nous  prenons  la  somme  des  divers  Ui  qui  corres- 
pondent aux  différentes  valeurs  du  paramètre  a,  com- 
prises entre  ai  et  a2,  nous  obtiendrons  le  volume  d'un 
corps  compris  entre  les  surfaces  a^  et  aj,  ^  et  ^  -h  rf3, 
yety-f-rfy;  en  nous  proposant  de  calculer  le  volume 
du  corps  limité  par  une  surface  fermée  déterminée  par 
Téquation 

(I)  F(a,  p,Y)  =  o, 

nous  remarquons  que  a^  et  a2  doivent  être  deux  racines 
consécutives  de  Téquation  (I)  en  y  considérant  p  et  y 
comme  déterminés.  Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'équa- 
tion (1)  représente  une  surface  fermée,  à  chaque  sys- 
tème de  valeurs  de  j3  et  y  correspondra  un  nombre  pair 
de  racines  réelles.  Dansée  cas,  il  faut  prendre  plusieurs 
sommes  correspondant  aux  éléments  de  l'intérieur  du 
volume. 

La  première  intégration  par  rapport  à  a  donne 

Prenons  la  somme  des  divers  r^  qui  correspondent  aux 


(...  ) 

différentes  valeurs  du  paramètre  ^  comprises  entre  ^i 
et  ^2)  nous  obtenons  le  volume  d'une  couche  infiniment 
mince  que  découpent  du  corps  les  surfaces  y  et  y  -4-  Jy; 
^,  et  ^,  étant  déterminées  comme  deux  racines  consé* 
cutives  de  l'équation 

(II)  *,(?,Y)-o 

par  rapport  h  ^;  il  en  résulte  que  Téquation  (II)  doit 
avoir  un  nombre    pair  de  racines  réelles  par  rapport 

Cette  seconde  intégration  nous  donne 

En  intégrant  enfin  sf^  entre  les  limites  yi  et  v,  nous 
obtiendrons  le  volume  du  corps  entier. 

Les  paramètres  y^  et  y 2  sont  déterminés  par  les  sur- 
faces y  tangentes  au  corps  de  deux  côtés  opposés;  pour 
cela  il  faut  que  y<  et  y2  soient  deux  racines  consécu- 
tives de  l'équation 

(III)  *,(Y)  =  o. 

On  voit  que  l'équation  (III)  doit  avoir  un  nombre 
pair  de  racines  réelles 

Le  cas  général  de  la  cubature  des  volumes,  comme 

nous  voyons,  se  ramène  à  une  intégration  triple;  mais 

quand  nous  savons  a  priori  le  volume  1^29  nous  aurons 

le  volume  entier  par  une  intégration  double.  Dans  le 

•  cas  où  le  volume  sf^  est  donné  comme  une  fonction  dé- 


(  ^'^  ) 

terminée  de  y,  le  volume  total  sera  obtenu  par  une  in- 
tégration simple. 

Le  dernier  cas  de  la  cubature  se  présente  ordinaire- 
ment quand  nous  savons  Taire  de  la  section  du  corps 
par  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné  quelconque  ; 
alors  nous  pouvons  égaler  le  volume  de  la  couche  au 
volume  d'un  cylindre  qui  a  la  même  aire  de  base  et  une 
hauteur  égale  à  la  distance  entre  deux  plans  voisins  ; 
d'où 


-r 


Sdx, 

S  étant  Taire  de  la  section  et  une  fonction  de  x. 

Voyons  ce  que  nous  aurons  si  nous  prenons  pour 
surfaces  des  coordonnées  des  plans  menés  par  un  axe 
quelconque,  c'est-à-dire  quand  Tangle  8  sera  le  para- 
mètre Y« 

Nous  pouvons  égaler  le  volume  de  la  couche  infini- 
ment mince,  que  découpent  daus  le  corps  les  plans  6  et 
ô-+-^9  à  un  cylindre  droit  coupé  par  un  plan  qui  fait 
Tangle  ^0  avec  le  plan  de  la  base. 

Le  volume  d'un  cylindre  coupé  par  un  plan  est  égal, 
comme  nous  savons,  à  S. H,  où  S  est  Taire  de  la  base  et 
H  la  hauteur,  correspondant  à  son  centre  de  gravité. 

Ainsi i^3,  volume  de  la  couche  infiniment  mince  que 
découpent  dans  le  corps  les  plans  6  et  0  -f-  rfO,  est  égal 
à  SK  iSLng(d^)  ou  à  SK  rfô  (où  S  est  Taire  de  la  section 
du  solide  par  le  plan  0,  K  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  Taxe  OZ). 

Comme  nous  Tavons  déjà  dit,  S  et  K  doivent  èlre  des 
fonctions  de  6. 

Nous  avons  donc 


(a.3) 
Nous    remarquons  que  c'est  une  généralisation   du 
théorème  classique  de  Guldin,  dans  lequel  S  =  const., 
K  =  coiist.,  6|  =  G,  62=  ait,  d'où 

V  =  S27rK. 
Appliquons  cette  formule  aux  cas  suivants. 

1.  Nous  avons  une  vis  dont  la  hauteur  égale  H;  la 
hauteur  h  du  filet  est  égale  au  pas. 


V  =  7rH 


r*-f-a« 


Fig.  I. 


^1^' 


2.  Nous  avons  une  vis  dont  le  filet  est  engendré  par 
le  mouvement  d'un  triangle  isoscèle 

H 

Cette  généralisation   peut   être   faite   aussi   pour   le 
second  théorème  de  Guldin  concernant  les  surfaces. 


En  effet,  pour   les  coordonnées  cylindriques,   nous 
ayons 

Ann.  de  Maikémat.,  3"  série,  t.  XVII.  (Mai  1898.)  i4 


(  ■'•'•<  ) 

où  V  est  l'angle  enlrc  la  normale  à  un  point  quelconque 
et  Taxe  OZ.  Si  nous  menons  par  Taxe  OZ  et  par  ce 
point  M  un  plan,  projetons  sur  ce  plan  la  normale  et 
indiquons  par  X  Tangle  entre  la  normale  et  sa  projection, 
et  par  [x  Tangle  entre  la  projection  de  la  normale  et 
Taxe  OZ;  nous  avons 

C05V  =  cosXcosjx, 
puis 

cos  ;JL 

où  /  est  l'arc  de  la  section  du  corps  par  le  plan  mené 
par  le  point  M  et  Taxe  OZ. 

Si  Tangle  X  n'est  qu'une  fonction  de  8,  nous  aurons 

,/    r<»<AJ  ,/  COJ.A 

OÙ  /  est  Tare  de  la  section  et  K  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  Taxe  OZ. 

Si  l'équation  de  la  surface  est  z  =y(p,  8),  nous  obte- 
nons pour  cosX  l'expression  suivante 


V. 


(IV)  cosX  =  pV/  '-^''?...,^^^^,^ 


W-^^-'-r^ 


Comme  X  n'est  qu'une  fonction  de  8,  nous  avons 
d(cos\ ) 


fl? 


H'-fS)']-(S)"*-"' 

où  '1(8)  est  une  fonction  quelconque  de  8. 
En  intégrant  Téquation  (V),  nous  obtenons 

(VI)      z  =  ^^^^^^%\oçi ; -4-ga;(e)-t-P, 

a  -H  /a* —  p* 


(   '-'5  )      . 
OÙ  X  el  ^  sonl  des  consumes  arbitraires.   Kn  y  posant 
Jjz=!p(a)  el  en  éliminant  a  de  Tcquation    (VI)  et  de 
l'équation 

dz  0 

rfa  a-f- v^ a» -r-, or- 

nons obtenons  deux  genres  les  plus  simples  des  surfaces 
qui  satisfont  à  Téquation  (V)  : 
1°  Surfaces  de  rotation  ; 
a°  Surfaces  coniques. 
Il  est  aisé  d'obtenir  le  premier  résultat  au  moyen  de 

féquation  (IV)  en  y  posant  -^  =  o  ;  alors  cosX  =  i. 

Si,  dans  les  cas  des  surfaces  coniques,  nous  indiquons 
par  a  l'angle  entre  Taxe  OZ  et  la  génératrice,  nous 
obtenons 


C(^'in 

4  /  ro^2<'/    -  1 

*  0')  } 

[M'Se]  [M>2e] 
SIIR  UNE  NOUVELLE  MÉTHODE  DE  RECHERCHE  DES  CENTRES 
DANS  LES  COURBES  ET  SURFACES  ALGÉBRIQUES; 


Par  m.  s.  MANGEOT, 

Doricur  rs  Sriences. 


Je  considère  un  polynôme  entier  y(jr*^]',  3,  ...)  à 
n  variables  x,y,  c,  .  .  . ,  de  degré  w,  et  je  suppose  que, 
ayant  calculé  l'une  quelconque 

A JT -h  Bj^  -+-  C «  H- . . .    -  II  ^  ^f  (A  /-  <) 

de  ses  dérivées  partielles   d*ordre  m  —  i  (ce  qui  se  fait 


(2,6) 

immédiatement  n  l*iiispc(.tîou  du  polynôme),  on  ordonne 
le  polynôme  fl'^x —  -j-y y^  z^  ...j  suivant  les  puis- 

sances  de  x.  Soit  ^^oc^^\{y^  «,  •••)  ce  dernier  poly- 
nôme ainsi  ordonné.  La  fonction  f{x^y^  z,  . . .)  peut 
s'écrire  T]  (x)  ?^0'»  ^i  •  •  •)>  ^^  ''^"^  vérifie  sans  diffi- 
culté cette  proposition  : 
Pour  que  l'on  ait 

f{X  -4-  To,  y  -h  J'o,  3  -H  >50i   .  .  .) 

~e/(— ar-+-aro,  — ^-HJ^o,  —  ^ -I- ^o,  ...)        (E==bi), 

jTq)  j  0)  ^0)  •  •  •  étant  des  constantes,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

Aa?o4-Bj'o-HC5oH-...-l-H  =  o, 

(>=o,i, 2,. ..)(*). 
Dès  lors,  étant  donné  un  polynôme  entier^ 

f{x,y,z,  ...) 

à  n  variables,  si  Ton  se  propose  de  chercher  à  donner  à 
ces  variables  des  accroissements  tels  que  la  nouvelle 
expression  du  polynôme  ne  change  pas,  en  valeur 
absolue,  quand  on  y  change  les  signes  de  toutes  les  va- 
riables, ce  problème  peut  être  ramené  a  un  problème 
analogue  h  traiter  sur  des  polynômes  entiers 

dépendant  de  ti  —  i  variables  au  plus,  et  calculés  comme 
je  viens  de  le  dire.  Il  pourra  donc  ôtre  résolu  par  des 


(^)  Si  un  polynôme  entier  en  x,  y,  Zy  ...   satisfait  à  l'identité 
toutes  ses  dérivées  partielles  y  satisfont  aussi. 


{  !"7) 
applications  successives  de  celle  méthode;  car  ou  sail 
résoudre  le  problème  dans  le  cas  d*uue  seule  variable. 
Je  vais  donner  la  solution  de  la  question  par  cette 
méthode  lorsque  la  fonction  f  ne  dépend  que  de  2  ou 
de  3  variables  :  le  problème  est  ici  identique  à  celui  de 
la  recherche  des  centres  dans  les  courbes  et  dans  les 
surfaces  algébriques. 

Cas  des  courbes,  —  Son  f[x,  j)=z  o  Téqualion 
entière  et  cartésienne  d'une  courbe  plane  d'ordre  m, 
non  formée  uniquement  de  droites  parallèles. 

Je  prends  à  volonté  un  terme  de  degré  m  dans  le  poly- 
nomey(x,^),  et,  x  étant  une  variable  entrant  dans  ce 
terme,  soient  axPy'f  ce  terme,  i  et  c  les  coefficients  des 
termes  en  xP'^y'f'^^  et  xP~^^^\  ?(j^)  "^  coeflicient  non 
constant  d'une  puissance  quelcomjue  de  x  dans  le  poly- 

nome  /  Lr -^ ^ ^  Jv  Y  compris  la  puis- 
sance x^\  V.JV-  -f-  ^yV--^  4- . . .  le  polynôme  ^{y)  ordonné 
suivant  les  puissances  décroissantes  de^. 

La  courbe  n'a  pas  de  centre  en  dehors  du  point  d'in- 
tersection des  deux  droites 

apx  -+-  b{q  •+■  \)y  ~h  c  =  o,         \i.ny  -h  p  =  o, 

point  qui  est  déterminé  et  situé  à  distance  finie. 
On  essayera  si  ce  point  est  centre  de  la  courbe  (*  ). 

Cas  des  surfaces.  —  Soient  S{x,  y^  z)  =  o  l'équa- 
tion entière  et  cartésienne  d'une  surface  d'ordre  m,  ren- 


(•)  Pour  que  la  courbe  /{x,  y)^=o  soit  un  système  de  droites 
concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  polynôme 

L  afni.%  •"         «xxj 

s<nl  liomo^rnc. 


(  •'•'«  ) 

rcTinaiil  les  Iroîs  variables  x,j',  :;;  axPyiz''  un  Icrniv 
de  degré  m  pris  à  volonté  dans  le  polynôme  /(x,  i',  z) 
et  contenant,  par  exemple,  la  variable  jr;  Z»,  c,  rf  les 
coeHicienls    des  termes    en  Jt''""*  i  ^' 5*',    j:/'"*^  ^2'^% 

.r/^'v^s'';    el    soit   enfin    ^^'' 'fÀ(^i', -)   le   polynôme 

y  f  A»  (  V  -i-- 1  )  V  -h  r-  «  /•  -t-  I  )  :;  -H  ^/  1         , 

1  \x ' • >   y-i  ^\   ordonne    sui- 

vant  les  puissances  de  x. 

Pour  que  la  suifaee  ait  un  centre,  il  faut  que  celles 
des  fonctions  'fA(j^i  ^)  <iui  ne  sont  pas  nulles  aient 
toutes  leur  degré  de  la  même  parité  que  A,  ou  aient 
toutes  leur  degré  de  parité  contrai? e  à  celle  de  X.  Quand 
cette  condition  est  remplie,  li's  centres  de  la  surface 
sont  les  points  du  plan 

apx  -^  b(q  -^  \ )y  -^  c{r  -^  i)z  -^  d  =  o 

dont  les  projections  sur  le  plan  des  j''^  (faites  parallèle- 
ment À  Taxe  des  x)  seraient  des  centres  communs  aux 
courbes  de  ce  plan  dcsyz  qui  ont  les  équations 

On  est  ainsi  ramené  à  chercher  les  centres  de  courbes 
planes  (-). 


(')  On  regarde  une  courbe  rejcléc  à  l'infini  ou  indéterminée 
comme  ayant  pour  centre  tout  point  de  son  plan. 

(')  Pour  que  l'équalion /(  ^,^,  z)  =  o  représente  un  cône  il  faut 
et  il  suffit  que  celles  des  fonctions  9i{yy  z)  qui  ne  sont  pas  nulles 
aient  leur  degré  égal  à  m  —  X,  et  que  le  produit  de  ces  fonctions, 
égalé  A  zéro,  définisse  un  svstème  de  droites  ayant  un  point  com- 
mun (j',„  z^).  Le  sommet  du  c6ne  est  le  point  qui  a  pour  coor- 
données 

A <  7  -f   i  •  )•„  •   r(  r  -+-  \)  :■„ -     d  _  __ 


(   ^'9) 


GBRTIPIGATS  D  KTVDES  SUPERIEURES 
•ES  FAGILTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE  NOVEMBRE  1897.  -  COMPOSITIONS, 


Marseille. 

Analyse  infinitésimale. 

Épreuve  écrite.  —  Etant  donnée  une  congruence 
de  droites  définies  par  les  équations 

oit  a  et  b  sont  des  constantes  données  et  oà  f{u)  est 
une  fonction  connue  de  Uy  déterminer  les  surfaces  dé- 
veloppables  qui  passent  par  l'une  quelconque  des 
droites. 

Trouver  le  lieu  des  points  où  la  droite  considérée 
rencontre  l'arête  de  rebroussement  de  chaque  surface 
dét^eloppable  ;  en  d'autres  termes^  trouver  la  surface 
focale  de  la  congruence. 

On  sera  ramené  aux  quadratures.  On  peut  intégrer 
complètement  si  f(u)  est  un  polynôme  du  troisième 
degré  en  u.  On  fera  le  calcul  pourf{u)  =  w*. 

Est-il  nécessaire  d'intégrer  quand  on  ne  cherche 
que  la  surf  ace  focale  de  la  congruence? 

Pour  que  les  équations  de  la  droite  mobile  représen- 
lenl  une  surface  développable,  il  faut  que  l'on  ail  l'a 
rondilioii 
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qui  se  décompose  et  donne  la  double  équation 
b  ^f\u)  dudta  )//'{  v)  dv  =  o. 

L'intégration  est  en  évidence.  Les  deux  constantes 
sont  fixées  par  le  choix  de  la  droite  initiale.  Le  point 
où  celte  droite  touche  Tarcte  de  rebroussement  de  l'une 
des  surfaces  développables  est  défini  par  Téquatiou 

Zidu  ■+■  à^f'{v)  dv  =  o, 


ou 


Zt  =  '-'aby//\u)-\-f\v). 
Dans  le  cas  où  l'on  a 

le  calcul  donne 

ôa*±  ap*  =  const.  =  A:, 

Zi= —  ^abuv. 

La  surface  focale,  dont  le  point  variable  a  pour  coor- 
do  nnées  xy  et  2|,  est  donc  définie  par  les  équations  de 
la  droite  et  par  la  dernière  équation  écrite.  L'élimina- 
tion de  li  et  f'  n'olire  rien  de  particulièrement  remar- 
quable relativement  à  cette  surface. 

Ou  peut  au  contraire  éliminer  facilement  li  et  »^  de 
manière  à  former  les  équations  des  deux  développables 
qui  passent  par  la  droite  initiale.  On  obtient  les  équa- 
tions 

\      27        ij/ ab 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation  différent 
tielle 

L'équation  caractéristique  a  pour  racines  précisément 
les  exposants  2  et  —  a  de  e  dans  le  second  membre.  On 
trouve  par  les  méthodes  classiques 

y  =  cï-»-(Gi  -4-  C^x  4-  aar»)  H-  e-î-r( G3 -t-  x). 
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Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Enumérer  et  définir  les  élé- 
ments de  l'orbite  parabolique  d^iine  comète. 

Ces  éléments  étant  supposés  connus^  calculer  les 
coordonnées  héliocentriques  et  les  coordonnées  géocen- 
triques  de  V astre  pour  une  date  donnée, 

II.  Un  miroir  plan  est  porté  par  un  €ixe  de  rotation 
auquel  il  est  parallèle  et  qui  est  lui-même  parallèle  à 
Vaxe  du  monde. 

Cet  axe  de  rotation  est  animé  d'un  mouvement  uni- 
forme  qui  lui  fait  exécuter  une  réi^olution  complète, 
en  quarante-huit  heures  sidérales,  dans  le  sens  du 
mouvement  diurne  apparent. 

Démontrer  que  le  ciel,  ^vu  par  réflexion  dans  le 
miroir,  paraît  immobile. 

II.  L'image  (le  la  sphère  céleste  dans  un  plan  est  une 
sphère.  Pour  démontrer  que  cette  image  reste  immobile 
dans  le  plan  mobile,  il  suffit  de  démontrer  que  deux 
points  ont  leurs  images  immobiles.  Ou  choisira  deux 
points  de  l'équateur  céleste  et  l'on  démontrera  la  propo- 
sition pour  un  seul  de  ces  points. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  colatitude 
est  'fj^  on  a  observé  la  distance  zénithale  z  du  centre 
du  Soleil  avant  son  passage  au  méridien. 

On  connaît  le  temps  vrai  t^  compté  du  méridien  de 
Paiis,  auquel  l' observation  a  été  faite^  ainsi  que  la 
distance  polaire  ^i  du  centre  du  Soleil. 

Calculer  :  i^  la  longitude  du  lieu  de  l'observation; 

2"  Verreur  dont  se^trouve  affectée  celte  longitude, 
par  suite  d'une  erreur  de  lo''  commise  sur  la  distance 
zanilhalc. 
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Données  numérifiies  : 

t=--  i8S7™39%4i, 
^i?-9c/3'2'  33%4, 
X.  =  6.r3i'  27%5, 
z  =  53**J9'  -23',  7. 

On  supposera  (/ne  z  est  affranchie  des  ejj'els  de  ré- 
fraction et  de  parallaxe. 


o^p^/^-^-^S-^z^ 


H       ,    Am(/>  —  7  )  siiH /; — I' 

lang—  =1/ ^ ': 

°  a        V  bin/>biiu/>  — z) 


ip 217. a3. "24. 6 

p 1 08 . 4 1 , 4?. ,  3 

p  —  - 55 . 22 . 1 8 , G 

P  —  1. 49- «o- 14, 8 

P  —  "^ 9-  9-   8,9 

-^  ao. 39. 39, 56 

H 4ï.i9-'9.''^ 

H  (en  temps) 2'' 45"  17',  27 

Temps  local  vrai •2i*'  i4"4a'',73 

Temps  de  Paris  vrai iS*"  i7"'39',4  i 

Longitude  est  du  lien vt**57'    V s'y). 

M.        marc n"i5'49'',    8 


sin(/?  — /)  î,843in:: 

5in(/)--  ^J?)  T,20i56:i 

sin/)  ï,97f>iV' I 

sin(/?  —  z)  T.9i5i.>ii  | 

N  1,0446-^9 1 


D 

N:D 

H 

tang- 


7, 891781) 
T,i3i8yi4 
T,576ir': 


{  ^-^3  ) 

AU  =  A3  -. '.'"^    .    ,,  =  X  Iz. 

Mil/  MuP  sinll 

sinz    T,9o4 

sinll     I  ,8-20  I  ' 

siii*/ sinF  sinll     1,770 
k    0,1 34 

Si  Ac^io'',  la  longitude  orientale  est  erronée  de 
±.3',6. 

Montpellier. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Kprelve  écrite.  —  I.  Soit  P  +  Q/  une  /onction 
analytique  de  z  =  jc  -hj  i,  P  et  Q  étant  deux /onc- 
tions réelles  de  xetj. 

Démontrer  r/u^  il  existe  une /onction  analytique  telle 
tjue 

!•  +  (>= ^^ , 

qui  déifient  égale  à  1  4-  '  pour  z  =  -  • 

Déterminer  cette /onction,  et  tromper  les  valeurs  de 
la  ifariable  qui  la  rendent  nulle. 

II.   Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  double 


r.r 


vro^(n.r)  ,      , 

jr*-r-\^b^-T-'^b'*{jr'*-^  y'*)  '^  ' 


MÉCANIQUE. 


Epreuve  écrite.  —  Un  point  matériel,  non  pesant, 
glisse  sans  /rottement  sur  la  sur/ace  d'une  sphère, 
dont  il  peut  se  séparer.  Cette  sphère  est  animée  d'un 
rnoui'emrnt   de  rotation    uni/orme  autour   d'un    axe 
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passant  par  son  centre.  Deux  points  fixes  A  et  B,  de 
masses  égales,  situés  à  t* intersection  de  (a  sphère  et  de 
son  axe  de  rotation,  attirent  le  point  mobile  propor- 
tionnellement aux  masses  et  en  raison  inv^erse  du  cube 
de  la  distance.  Étudier  le  mom^ement  relatif  du  point 
mobile,  en  supposant  que  sa  ^vitesse  relatii*e  initiale 
est  nulle.  En  particulier,  considérer  la  réaction  de  la 
sphère  et  dire  si  le  mobile  abandonne  la  sphère. 

Epreuve  pratique.  —  Etablir  les  équations  d'équi- 
libre d' un  fil  flexible  et  inextensible,  ylpplications. 

Astronomie. 

FjPreuve  pratique.  — Le  26  novembre  1897,  à  midi 
moyen  de  Paris,  les  coordonnées  équatoriales  de  la 
Lune  sont  : 

Ascension  droite  .. .     a=       i8''5'2™2",38 
Déclinaison 0  =  —  2}"  7.1 '20',  7 

et  les  variations  de  ces  coordonnées  pour  une  minute 
de  temps  moyen  sont  : 

Aa  =  2",6688, 
Ao  =  6",  460. 

On  demande  de  calculer  la  latitude  et  la  longitude 
de  l* astre  au  même  instant ,  ainsi  que  les  variations  de 
ces  coordonnées  pour  une  minute  de  temps  moyen. 

L'inclinaison  de  l'écliptique  est  de 

23"'27'(/,46. 

Il  n'y  a  pas  eu  d'épreuve  pratique  de  Calcuf  diflti- 
rentiel  el  intéi^ral,  aneuii  eaudidal  n^ayant  été  admis- 
sible. 


(   •.y.S   ) 

Nancy. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Vérifier   que    réqualien   différentielle    du  second 

ordre 

d^  Y  dy 

ou  n  désigne  un  nombre  entier  positif,  admet  comme 
solution  particulière  un  polynôme  de  degré  n,  et  cal- 
culer  les  coefficients  de  ce  polynôme. 

Déduire  de  là  la  solution  générale  de  l'équation 
différentielle  et  la  ramener  à  une  quadrature.  Quelle 
est,  dans  le  domaine  de  l'origine,  la  forme  analytique 
de  cette  quadrature  et  celle  de  la  solution  générale? 

Analyse  supérieure. 

I.  Démontrer  qu'un  système  complet  de  m  équations 
aux  dén\fées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires  et 
homogènes  à  m-^  n  variables  indépendantes  peut  tou* 
jours  être  ramené  à  un  système  jacobien.  Déduire  de 
là  quil  admet  n  intégrales  distinctes. 

II.  Les  coordonnées  x^  y^  z  d'un  point  d*une  cer- 
taine courbe,  étant  exprimées  en  fonction  d'un  para^ 
mètre  f,  satisfont  aux  trois  équations  différentielles, 

dx  _  x^iy^—z^  ) 

dt  -        Yz       ' 

df  ___  y^-(z^  —  x^) 
dt  zx 

dz  _  zHx^-^^^ 
dt  "  xy         ' 

en  outre  cette  courbe  passe  par  le  point  {xq,  y^^  Zq)  qui 
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répond  à  la  valeur  t.  =  o  du  paramètre.  On  pose 


^t  V»  j:2  — 

>»«î         «*  >«        ■*.'-' 

~ 3 


J^Ô  *'0     '     ""o 


et  Von  désigne  par  u  la  somme  x^  -f-^-  -f-  z-. 

1°  FoiTiier  l'équation  du  troisième  degré  à  coeffi- 
cients fonctions  de  u  qui  admet  pour  racines 

a®  Déterminer  pour  chaque  'valeur  de  la  constante  t 
V intervalle  dans  lequel  varie  la  variable  positive  u, 

3"  Exprimer  u  à  l'aide  de  t  en  employant  la  fonc- 
tion p  de  JVeierstrass  si  a^  i^  et  examiner  particu- 
lièrement le  cas  rféf  a  =  1 . 

II.  Eu  formant  rf(x-),  d(y^)ei  ^(5^),  ou  voit  que 

rfL(^'j.^')    et    rf(±  +  -L^^) 

sont  nuls,  de  sorte  que  Ton  a  déjà 

comme  on  pose  x^-hr'^-h  --=  «,  ^^^-iy^  «^  ""  «ont  les 
racines  de  l'équation 

(l)  \3—  //X^H !--  \ -^    —  o. 

Pour  que  les  racines  soient  réelles  et  positives,  il  faut 
que  a  et  P  soient  positifs,  et  que  u  rende  positive  la 
fonction 


("7  ) 
il  est  nécessaire  pour  cela  que  f  (ic)  ait  ses  trois  racines 
réelles  et  que  u  soit  compris  entre  les  deux  racines  po- 
sitîves;  pour  que  ces  c<}nditions  soient  réalisables,  il 
faut  et  il  suffit  que  a^  i  et  que  y  rende  positive  la  fonc- 
tion o(ii).  La  fonction  u  de  t  est  déterminée  par 
Téquation 

dt  ~  Tyz 

ou,  en  introduisant  le  discriminant  de  l'équation  (i), 
par 

Le  changement  de  variable  déterminé  par  l'équation 

aQ—  p 

u  =  — ^— ; 

\ 

donne,  pour  déterminer  ^,  l'équation  canonique 

(î)   ^^y=4ç»3— i2a?»(aH-8)i»H-8ap»(a*— 2ua-i-8); 

comme  u  doit  varier  entre  les  deux  plus  grandes  racines 
de  l'équation  (i),  i^  variera  entre  les  plus  petites  racines 
^3  et  €2  du  second  membre  de  l'équation  (2),  et  Ton 
aura 

ç  —  Vo=:  ç  —  «^  -{_  4  Y  =  p  (  /  -h  oj\  to,  to'  ) —  <?3 

ou  bien 

Il  =  Y  -^  4 1  ^3  —  Jî  (  '  -+-  W,  w,  to' }  ] . 

Lorsque  a  =  i ,  ©(a)  a  une  racine  double  u  =  p  et  une 

5 
simple  i£  =  — tP;  il   faut  que  l'on   ait  constamment 

u  =  p  =  Y,  de  sorte  que  x^,  j*-^  et  c^  sont  des  constantes 

égales  h  ^. 
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Paris. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  Véqucuion  aiLt^ 
dérwées  partielles 

oiij  suivant  V usage,  p^  r/,  /%  5,  t  désignent  les  dérivées 
partielles  des  deux  premiers  ordres  d'une  fonction  z 
de  X  et  y 

(  dz  dz  ù^z  d^z  «)*5\ 

Y^di'        ^=c)/        ''=âïî'        '=5^'        ^^'à^'V 

On  demande  de  trouver  toutes  les  solutions  de  cette 
équation,  pour  lesquelles  z  est  une  fonction  de  la  seule 
quantité  u,  en  posant 


u  =  /a7*-+-^*. 

IL   Trouver  les  fonctions  z  des  deux  variables  x  et  y 
satisfaisant  à  V équation  aux  différentielles  totales 

y^iy  -^  z)dx  -\-  zx{z  -^  x)dy  -h  xy{x  -^y)  dz  =  o. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 
^1 


f  ^v~ 


x^  dx. 


MÉCANIQUE    rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Un  cadre  rectangulaire  A'B'C'iy 
formé  par  quatre  tiges  rigides  invariablement  liées 
entre  elles  peut  tourner  autour  du  côté  A'D'  supposé 
vertical  et  fixe.  Une  poulie  circulaire  homogène  W 
est  liée  au  côté  B' G  de  façon  quelle  puisse  tourner 
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librement  autour  de  B'C  sans  glisser  le  long  de  ce 
côté.  Autour  de  cette  poulie  est  enroulé  un  fil  inexten- 
sible sans  masse,  qui  est  ensuite  tendu  horizontalement. 


PO 


0' 


^Mi  passe  sur  une  poulie  infiniment  petite  E'  placée  sur 
le  côté  A'jy  et  qui  pend  librement,  en  portant  à  son 
extrémité  un  point  pesant  P  de  masse  m. 

On  abandonne  le  système  à  lui-même  sans  vitesses 
initiales,  de  telle  façon  que  le  point  P  tombe  le  long 
de  la  verticale  A'I)'.  Trouver  le  mouvement,  en  suppo- 
sant quil  n'y  ait  pas  de  frottements. 

Notations.  —  On  appellera  a  la  longueur  h!  B',  R  le 
rayon  de  la  poulie^  M  sa  masse,  I  le  moment  d'inertie 
du  cadre  par  rapport  à  A'D'  ,  ^  et  'f  les  angles  dont 
tournent  respectiv^ement  le  cadre  et  la  poulie  à  partir 
de  leurs  positions  initiales. 

Dans  la  figure,  on  a  représenté  au-dessous  de  la 
ligne  de  terreUX  la  projection  horizontale  du  système: 
AB  projection  horizontale  du  cadre,  H  de  la  poulie, 
AF  de  la  partie  horizontale  du  fil. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer^  en  kilogrammes,  la 
Ann.de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XVri.  (Mai  1898.)  i5 
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pression  de  l'eau  sur  une  porte  d' écluse  verticale  rec- 
tangulaire, en  supposant  qu'en  amont  Veau  affleure 


au  côté  supérieur  A&  et  en  aval  au  côté  inférieur  DC. 
Déterminer  la  position  du  centre  de  pression.  La  lar- 
geur  AB  de  la  porte  est  3"  et  sa  hauteur  AD  =  4'"* 

MÉCANIQUE    PHYSIQUE. 

Epreuve  théorique.  —  On  se  propose  de  construire 
le  dispositif  du  balancier  et  du  contrebalancier. 

On  connaît  a  priori  la  position  et  la  longueur  G  du 
segment  M,  M^  de  la  verticale  que  doit  décrire  approxi- 


mativement le  milieu  M  de  la  bielle  AB.  On  connaît  la 
longueur  l  de  cette  bielle  et  la  longueur  a  du  balan- 
cier et  du  contrebalancier.  Déterminer  les  points  d'ar- 
ticulation O  etOà  du  balancier  et  du  contrebalarwier • 
Dire  si  les  deux  solutions  que  fournit  le  calcul  sont 
également  admissib  les . 
On  prendra 

G  =  o'",48  /  =  o™,4«,        a=o*,74. 


(  >^'  ) 

Proin^er  qua  le  point  M  décrit  la  verticale  ai^ec  une 
erreur  moindre  qu'un  tiers  de  millimètre. 

Epreuve  pratique  —  Deux  arbres  parallèles  A 
et  B,  distants  de  40*^",  portent  chacun  une  roue  dentée. 
Ces  deux  roues  représentent  un  engrenage  du  système 
à  développantes  de  cercles.  Lune  des  roues  a^^  dents; 
on  demande  de  trouver  le  nombre  des  dents  de  la  se^ 
conde,  sachant  que,  la  première  roue  faisant  80  tours, 
la  seconde  enfuit  120.  Trouver  les  rayons  des  circon- 
férences primitives  et  construire  le  profil  d'une  dent 
de  la  seconde  roue. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  réfraction  astro- 
nomique dans  l* hypothèse  des  couches  d'air  sphériques 
et  concentriques. 

Développement  en  série  de  V expression  de  la  réfrac- 
tion. 

Détermination  expérimentale  des  coefficients  de  la 
série. 

Épreuve  pratique-  —  Ou  a  observé,  en  un  lieu  de 
latitude  »,  l'instant  du  passage  d'une  étoile  de  dis- 
tance polaire  tf ,  au  fil  moyen  d'une  lunette  méridienne 
imparfaitement  réglée.  Le  fil  n  a  pas  d'erreur  de  col- 
limation;  l'axe  des  tourillons  est  horizontal^  mais 
l'extrémité  ouest  de  cet  axe  est  dévié  vers  le  sud  d'un 
angle  a.  On  demande  : 

1**  De  calculer  la  réduction  au  méridien  du  temps 
du  passage  pour  le  cas  suivant  : 

<p  =  4^.5o.  10, 

^a  =  72.23.20, 

a  =     1 .10.   5. 
2"  De  discuter  la  valeur  de  la  réduction  lorsque  la 
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distance  polaire  de  rétoile  varie  de  Vhorizon  sud  à 
l'horizon  nord. 


Rennes. 


Analysk. 


Épreuve  écrite.  —  i^  Déterminer  une  fonction  ana- 
lytique sachant  que  sa  partie  réelle  est  une  fonction 
homogène  d'ordre  m  des  deux  variables  xety  \ 

2**  Etant  donné  un  polynôme  entier  de  degré  m 

o{z)  =  Ao^"*-4- A,;5"«-»-+-...-l-A,«-|5-+-  Am. 


calculer  l'intégrale 


f 


effectuée  à  partir  d'un  point  donné,  le  long  d'une  cir- 
conférence ayant  son  centre  à  l'origine  des  coordon- 
nées et  de  rayon  R  assez  grand  pour  contenir  toutes 
les  racines  de  réquation^{z)  =:  o  ou  de  rayon  p  assez 
petit  pour  n'en  contenir  aucune;  on  suppose  bien  étendu 

Epreuve  pratique.  —  Intégrer  Inéquation 

(i.r^  dx         ^ 

Astronomie. 

Epreuve  pratique.  —  i"*  Calculer  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  d'un  astre  dont  les  coordonnées  éclip- 
tiques  sont 

Longitude  L  =  2'24*'36'-2o*,  00 

Latitude      X  =  — 6*   7' 10", 00 

2"  Corriger  après  coup  les  valeurs  trouvées  sachant 
que  la  longitude  L  doit  subir  une  correction  de  i''. 


(  a:v.\  ) 

Toulouse. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Kpreuve  écrite.  —  I.  Défini f ion,  propriétés  et  équa- 
tion différentielle  des  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face donnée;  cas  oit  la  sur/ace  est  réglée. 

II.  Déterminer  pour  la  constante  a  une  valeur  réelle, 

positive,  différente  de  zéro  et  telle  que  l* équation  dij- 

férentielle 

^  d^Y  dy 

admette  une  infinité  de  solutions  qui  soient  des  poly- 
nômes entiers. 

Trouver  pour  cette  même  valeur  particulière  de  a 
Vintégrale  générale  de  V équation  proposée. 

m.  Démontrer  que  les  courbes  caractéristiques  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

sont  rectilignes  et  parallèles  au  plan 

X  —  y  —  iz  =o; 

trouver  Vintégrale  générale  de  cette  équation. 

Epreuve  pratique.  —  a  désignant  une  constante 
réelle  choisie  de  façon  que  Vintégrale 

x^dx 


f- 


x'^ 
ait  un  sens  y  calculer  la  valeur  de  cette  intégrale. 

MÉCANIQUE   rationnelle. 

Epreuve    écrite.  —  I.    Un  prisme  homogène  de 
masse  /n,  dont  la  section  droite  est  un  triangle  rec- 


(    234    ) 

tangle  ABC  repose  par  une  de  ses  faces  rectangulaires 
sur  un  plan  horizontal  fixe  RR'  sur  lequel  il  peut 


glisser  sans  frottement.  Un  corps  pesant  M  de  masse  m' 
et  de  dimensions  très  petites  est  posé  sur  la  face  hypo- 
ténus  aie  BC  du  prisme  et  glisse  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente,  de  sorte  que  son  centre  de  gravité 
et  celui  du  prisme  soient  toujours  dans  le  même  plan 
vertical  ABC.  La  pression  de  M  sur  le  prisme  fait 
reculer  celui-ci. 

On  propose  de  déterminer  la  vitesse  du  corps  M,  sa 
trajectoire,  la  vitesse  de  recul  du  prisme. 

If.  Lorsqu'une  figure  plane,  limitée  par  une  ligne 
fermée,  possède  un  axe  de  symétrie  A ^  si  l* on  fait 
tourner  cette  figure  autour  d'un  axe  parallèle  à  Ay 
le  moment  dHnertie  I,  relativement  à  ce  dernier  axe 
du  corps  engendré  par  l'aire  plane  considérée  après 
uT\e  révolution  complète,  est  égal  àm(h^'h  3 k^  ),  m  re- 
présentant la  masse  de  l'anneau  supposé  homogène, 
h  la  distance  de  l'axe  de  symétrie  de  l'aire  plane  à 
Vaxc  de  la  surface  de  révolution  qui  limite  le  corps, 
k  le  rayon  de  gyration  de  Paire  génératrice  relative- 
ment à  l*axe  de  symétrie  de  cette  aire, 

F^RErvE  PRATIQUE .  —  Déterminer  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  d'un  arc  homogène  de  spirale 
logarithmique  (r  =  ae"'^).  On  prendra  pour  origine 
des  arcs  le  point  oit  la  spirale  rencontre  l'axe  polaire 
r=z  a,  0==o. 


(  335  ) 


MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

I.  Description  sommaire  du  joint  Goubet. 

II.  On  donne  la  droite  AB  définie  en  coordonnées 
rectangulaires  par 

^  =  o,         5  =  r, 


et  Von  considère  le  moui^ement  d'une  aiguille  MN,  de 
longueur  a,  dont  les  extrémités  M  ef  N  se  déplacent 
respectivement  sur  AB  et  Oy,  Soit 

V équation  du  mous^ement  de  M  sur  AB. 

I"  Montrer  qu'à  un  instant  quelconque  t  le  mouve- 
ment de  MN  est  (au  point  de  vue  de  Vétat  des  vitesses) 
un  mouvement  de  rotation  et  déterminer  le  segment 
qui  représente  cette  rotation. 

2®  Une  seconde  aiguille  PQ,  invariablement  liée  à 
la  première  ININ  au  point  I,  de  manière  que  l'angle  des 
deux  aiguilles  soit  droit,  tourne  autour  de  MN  {dans 
le  sens  de  la  flèche)  d'un  mouvement  uniforme  donné. 
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Décomposer  d'une  manière  simple  le  mouvement  du 
système  des  deux  aiguilles  : 

i"  En  deux  rotations;  2°  en  une  rotation  et  une 
translation. 

Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Épreuve  écrite.  —  [Connaissant,  par  rapport  à 
Vécliptique  et  à  Véquinoxe  moyens  d'une  date  T,  les 
éléments  de  l'orbite  d'une  planète,  déterminer  par 
rapport  au  même  équinoxe  l'ascension  droite  et  la  dé- 
clinaison géocentriques  de  la  planète  à  une  date  quel- 
conque  t.  Constantes  de  Gauss, 

Emploi  de  la  lunette  méridienne  pour  la  détermi- 
nation des  ascensions  droites  des  étoiles,  (  On  supposera 
connues  les  constantes  qui  définissent  la  position  de 
l'instrument.) 

Epreuve  pratique.  —  Une  lunette  montée  équato- 
rialement  est  installée  dans  le  voisinage  d'une  colonne 
'verticale.  On  dirige  la  lunette  sur  le  sommet  de  la 
colonne  et  l'on  constate  que  : 

I  °  L'angle  horaire  est  2**  \ 

1^  La  distance  polaire  est  1 20**  \ 

3**  L'œilleton  de  l'oculaire  de  la  lunette  est  à  60" 
du  'centre  du  pied  de  la  colonne  et  dans  le  même  plan 
horizontal. 

La  latitude  du  lieu  d'observation  est  46°. 

On  demande  la  hauteur  de  la  colonne. 

{On  fera  le  calcul  av^ec  la  précision  que  comportent 
les  Tables  à  sept  décimales.) 
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AGRÉGATION  BBS  SGIBNCRS  HATHÉMATIOUES  (1816). 
SOLUTION   m  PROBLEME   RE  MEGANIOUE   RATIONNELLE; 

Par  m.  E.  FOUYÉ, 

Agrégé  de  Mathématiques. 


Dans  tin  plan  vertical  est  fixé  un  disque  circu- 
laire  A  dont  la  circonférence  est  dépolie. 

I.  Un  point  pesant  P  est  placé  sans  vitesse  initiale 
sur  la  circonférence  du:  disque  A,  dans  le  voisinage 
du  point  le  plus  haut  du  disque  A  : 

i*'  On  demande  de  déterminer  l'angle  minimum  % 
que  doit  faire  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P  avec 
la  verticale  dirigée  vers  le  haut  pour  que  le  point  P 
cesse  (Vêtre  en  équilibre; 

2**  Si  le  point  P  est  placé  sur  le  disque  sans  vitesse 
initiale,  de  manière  que  le  rayon  qui  passe  par  le  point  P 
fasse  auec  la  verticale  un  angle  un  peu  plus  grand 
que  a,  le  point  P  glisse  d'abord  sur  le  disque^  puis 
quitte  le  disque.  On  demande  de  former  V équation 
qui  donne  l'angle  de  la  verticale  avec  le  rayon  qui 
passe  par  P,  lorsque  ce  point  P  se  détache  du  disque 
pour  tomber  librement. 

II.  Sur  le  disque  circulaire  A,  dans  le  plan  de  ce 
disque,  on  place  un  deuxième  disque  circulaire  pesant  B 
qui  est  homogène  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  moitié 
du  rayon[du  disque  A.  La  circonférence  de  B  est  dé- 
poUe,  en  sorte  que  les  deux  disques  frottent  Vun  sur 
Vautre;  on  néglige  la  résistance  au  roulement.  A 
V origine,  le  disque  B  est  sans  vitesse  et  le  rayon  du 
disque  A  aboutissant  au  point  de  contact  des  deux 
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disques  fait  avec    la  verticale  ascendante  un  angle 
aigu  p. 

Entre  quelles  limites  doit  être  compris  p  pour  que 
le  disque  B  roule  d'abord  sans  glisser  sur  le  disque  A  ? 

En  admettant  que  le  disque  W  commence  par  rouler, 
étudier  son  mouvement  et  former  les  équations  qui 
donnent  :  i**  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  ascen- 
dante le  rayon  de  A  qui  passe  par  le  centre  de  B  à 
V instant  oit  cesse  le  roulement  simple  sans  glissement  j 
2°  l'angle  analogue  à  l'instant  oà  le  disque  B  5e  dé- 
tache  de  A.  Dans  les  deux  questions,  on  désignera  parf 
le  coefficient  du  frottement  de  glissement. 

I.  i**  Prenons  pour  unité  de  masse  la  masse  du 
point  P;  en  ce  point  sont  appliquées  trois  forces:  le 
poids  g-,  une  force  F  tangente  au  cercle  et  une  force 

Fig.  I. 


normale  N.  Cherchons  à  quelles  conditions  le  point  P 
sera  en  équilibre.  En  projetant  sur  la  tangente  et  sur  la 
normale  en  P  les  trois  forces  énoncées  précédemment, 
nous  devons  avoir 

F  =  ^sina,         N  =  ^cosa, 

la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  au  point  P 
est  évidemment  nulle;  il  ne  reste  plus  qu'à  écrire  l'iné- 
gal lié 

F'/N         ou         lanjç«^/=  lanp[<p, 


(  =«3;,  ) 
cesl-à-dîre 

Donc,  dès  que  Ton  aura  ol>(o,  le  poinl  cessera  d'èlrc 
en  équilibre. 

a"  Les  équations  du  mouvement  du  poinl  sont 

^-  =  ^sina— F,  -  =  ffcoin  —  y. 

On  a  de  plus 

F  =/N,         V  —  pa         (p,  rayon  du  disque  A). 

On  peut  donc  écrire  les  équations  du  mouvement 

9  9  9  9 

On  en  déduit  par  Téliminalion  de  N  Téquation 


ou 


a'  — /a''=  —  (sina  — /cosa) 


-  —7 / a  *  =  —  (sina — fcosa), 


Cl,  en  intégrant, 

a'«=  Ce«/a-^ !j?_.^  [(gi/i  _.  ,)  cosa  —  3/sina]. 

?  (.  •  -^  -1/    ) 

Pour  déterminer  la  constante  C,  remarquons  qu'au  dé- 
but du  mouvement,  on  a 

donc 

o  =  C<5î/3to-4-     .^   ^^^.^^  [(2/»-  i)  cosao-  3/sinao]. 
On  a  donc 

'''=^r7r)!(V'-.)cosa-3/sin, 

-[a/'— i)rosao-3/sina„]cV«-a.'|. 


(  ^4o) 

Lorsque  le  point  P  se  détachera  du  disque  pour  tomber 

librement,  on  aura 

N  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  équations  du  mouvement, 


L'équation  demandée  est  donc 

i    (2/*—  0  cosa  —  3/sina 


'^4/M 


— 1(2/*— i)cosao—3/sinao]«*-^^*-°^|  =  cosa 


OU 


3  cos  a  -f-  6/  sin  a  -4-  2  [(  2/*  —  1  )  cos  ao  —  3/  sin  ao  ]  e^f^^-^  =  o. 

IL  Soit  p  le  rajon  du  disque  B,  celui  du  disque  A 
sera   2p;  prenons  pour   unité  de  masse   la   masse  du 

Fig.  2. 


disque  B;  les  équations  du  mouvement  du  centre  (Ç,  r;) 
du  disque  6  seront 

5'  =  —  F  cosa  -h  N  sin  a,         r'=  Fsina  -h  N  cosa  —  ff. 

On  a 

5  =  3psina,         d'où         $"=      3p(cosaa''— sinaa'*), 
T)  =  3pcosa,         d'où         ^1"= — 3  p(sinaa''-f- cosaa'*). 


(  M.  ) 

Les  équations  du  mouvement  pourront  alors  s'écrire 
—  F  cosat  ■+■  N  sin  a  =  3p(cosaa' —  sin  aat'*), 
Fsina  •+■  N  cosa  —  ff  =  —  3p(sinaa'-h  cosaa'*). 

Multiplions-les  par  sina,  cosa  et  ajoutons,  puis  par 
—  cosa,  sina  et  ajoutons,  nous  aurons 

(i)  N  — ^cosa  =  — 3pa'», 

(i)  F  — ^sina  =  — 3pa'. 

Le  théorème  des  moments,  appliqué  à  Taxe  perpen- 
diculaire au  plan  du  disque  B  et  passant  par  son  centre 
donne 

B!e'=pF        ou        pe'='2F, 

0  étant  l'angle  d'un  rayon  iixe  BI  du  disque  B  avec  une 
direction  fixe,  la  verticale  descendante.  Si  le  disque  B 
roule  sur  le  disque  Â,  en  choisissant  convenablement  le 
rayon  fixe  BI,  on  aura 

e  =  3a,         d'où        6'=  3a'; 

par  suite,  on  a 

(3)  3pa''=2F. 

Éliminons  F  entre  (2)  et  (3),  on  a 

a'=  lésina, 
.,    ,  .      ,  9P  ' 

d  ou,  en  intégrant, 

a'*=f^-j   =  —  (cosp  —  cosa)  (p  valeur  initiale  de  a), 

et,  par  suite, 

(4) 


\\fV'L 


p    y/cosp  —  cosa 
De  (2)  et  (3)  on  tire 

(5)  F  =  ^^. 


(  M-^  ) 
Au  début  du  mouvement,  on  a 

Téquatiou  (i)  donne 
et  Téquatioii  (  5  ) 

S 
et,  puisquMI  y  a  roulement,  ou  a  nécessairement 

c'est-n-dîre 

iangp^3/. 

Donc  ^  doit  être  compris  entre  e  et  co,  cj  étant  tel  que 
tangco  =  3/,  et  e  aussi  petit  que  l'on  veut,  mais  ^  o^ 
pour  e  =  o,  il  y  a  équilibre. 

Supposons  ^  ainsi  choisi;  le  mouvement  du  centre 
du  disque  B  est  alors  donné  par  l'équation  (4):  on  doit 

avoir 

cosp>cosa        ou        a  >  P, 

a  va  donc  en  augmentant,  le  radical  doit  être  pris  avec 
le  signe  -f-« 
On  a 

N  =  ^  cos a  —  3 pa*  =  f-  (7  ^^^ ot  —  4  cos p ), 

^  =  —3—' 

a  allant  en  augmentant,  F  augmente  et  N  diminue;  il 
arrivera  un  moment  où  Ton  aura 

c'est-à-dire 

(6)  siiiat — /(7  cosa  —  4  cosP)  =  o. 

Pour  a  =  ^,  on  a 

sinp  — 3/cosP  <o,        car        tangP<3/; 
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pour  a  =  yo",  on  a 

i-h  i/co»p>o. 

Donc  réqualiou   (())   admet    une   racine   ^i    comprise 
entre  ^  et  90". 

Le  roulement  simple  sans  glissement  cessera  doue, 
dès  que  a  atteindra  la  valeur  ^1.  A  partir  de  ce  mo- 
ineul,  les  équations  du  mouvement  changent  ;  ce  sont 

N  —  ^cosa  =—  3pa'*, 

F  —  ^  sin  a  =  —  3  pat', 

pe"'=2F        et         F=/N. 

Éliminons  N  entre  les  deux  premières,  où  Ton  a  rem- 
placé F  paryN,  nous  aurons 

(7)  a'-Za^^:  .^(8ina-/cosa), 

d'où 

a'«=Ceî/«+ j^^y^^^^[(2/«-i)cosa-3/sina]^ 

Pour  déterminer  la  constante  C,  écrivons  que  pour  a  =  ^1 


^ous  aurons 


a't-  li?'(cosa  — C08  3,). 
9? 


^(cosS  —  cosS,) 
9? 

=  Ce«/P>-t-^p^^^^^^.^^[(2/»-i)cos?t-3/si»ip,], 

avec 

sinpi  =/(7  cospi  — 4  cosP). 

L'équation  (7)  montre  que  le  centre  du  disque  6  se 
meut  comme  un  point  pesant  placé  sur  un  disque  con- 
centrique à  A,  de  rayon  3  p,  la  pesanteur  et  le  coefficient 
de  frottement  restant  les  mêmes. 


(  a/|4  ) 
On  a 

0-=^  =  2Z^  =  .V/'^cosa-3a'.V 

P  P  \P  / 

Le  disque  B  quittera  le  disque  A  lorsque  iV  s'annulera, 
c'est-à-dire  lorsque  0'^  s'annulera  ;  l'angle  a  correspoii- 
danl  sera  donné  par  Téqualion 

— — ^ ,  ^.  .(cosa  -h'i/sina)— Geî/a=o. 


OUESTIONS. 


1797.  Intégrer  Tcquation 

OiT'»  I         dX^-^  1.2  ûte*-*  •^ 

les  coefficients  sont  ceux  de  la  formule  du  binôme,  en  sorte 
que  l'on  peut  écrire  symboliquement 

(H.  Laurent.) 

1798.  Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  6,  c.  Démontrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  m,  par  rap- 
port au  triangle  abc^  passe  par  un  point  fixe. 

(Mannheim.) 

1799.  Trouver  toutes  les  courbes  qui  sont  homothétiques  à 
leurs  développées.  (M.  d'Ocacne.) 
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nmm  co\coi:rs  bes  «  xodveiles  awiles  » 

POUR  1K9K. 

Aurun  travail  relatif  à  rc  Concours  nVsi  pai venu  à 
li  Rédaction  dans  1rs  délais  picsci  ils.  En  consé(|ueiicc, 
Hcraprès  les  conditions  gcncralrs  (reproduites  p.  48(> 
(In  dernier  Volume),  les  avantap;cs  indi(pics  seront  re- 
portés sur  le  deuxième  concours  pour  1898.  Il  reste 
Je|HMKlant  bien  entendu  (prun  seul  >[émoire  swa  inséré 
dans  le  Journal. 


CO\fiRÉS  WTERMTIOXAl  DES  JIATHÉMITICIEKS, 
l  PARIS,  E\   1900. 

La  Société  Mathématique  th;  Fiance  a  constitué  un 
0)iniié  d'organisation,  en  vue  du  Con^^Mès  de  Paris.  Le 
bureau  de  ce  Comité  est  celui  de  la  Soeiélé  Malhé- 
niatique.  Il  a  été  décidé  que  la  date  du  Congrès  serait 
lixéedu  6  au  12  août  1900,  inclusivement,  et  que  Ton 
sollicitera  le  rattacliemenl  à  l'Exposition  universelle,  ce 
qjn  n'empêchera  nullement,  du  reste,  de  tenir  des 
séances  en  dehors  des  locaux  de  rExposition. 

Le  Comité  d  organisation  s'est  divisé  en  deux  Com- 
missions, dénommées  Coniniîssion  des  travaux  scienti- 
fiques et  Commission  adniiiiistratixui, 

La  Commission  des  travaux  a  pour  président  ^L  Poin- 
cAaÉ;  pour  vice-présidents  MM.  Appkll  et  Picvito;  pour 
secrétaire  M.  ]1\ff^  . 
Ann.  de  Mathémat.,  ^  ^érii>.  \,  WH.  rJuin  ,8,,8.)  iG 


(    2.i6    ) 

La  Commission  administrative  a  pour  président 
M.  Darboux;  pour  vice- présidents  MM.  Haton  delà 
GoupiLLiÈiiE  et  Vicaire;  pour  secrétaires  MM.  Duporcq 
et  Laisantj  pour  trésorier  M.  Désiré  André.  -Nous 
croyons  savoir  cependant  que  ce  dernier,  en  raison  de 
son  état  de  santé  et  de  ses  nombreuses  occupations  pro- 
fessionnelles, insiste  pour  être  remplacé  dans  les  fonc- 
tions où  Tavait  appelé  à  runanimité  la  coiiGance  de  ses 
collègues. 

Nous  rappelons  que  le  président  de  la  Société  Mallié- 
matique  actuellement  en  exercice  est  M.  Lecornu,  qui, 
par  cela  même,  est  aussi  président  du  Comité  d'organisa- 
tion, et  que  le  siège  du  Comité  et  des  deux  Commis- 
sions est  celui  de  la  Société  Mathématique,  ^,  rue  des 
Grands-Augustins.  C'est  là  que  doivent  être  adressées 
toutes  les  communications  concernant  le  Congrès  inter- 
national de  1900. 


[Oôaa] 

PROJB£TIO\  ORTHOGONALE  SUR  l\E  SURFACE 
BE  RÉVOLUTION; 

Par   m.  Geminiano  FIRONDIM, 
Professeur  à  Tlnslilut  lechnique,  à  Parme. 


1. 

Soient  S  une  surface  de  révolution  dont  Taxe  est  sur 
Taxe  des  z,  L  une  ligne  quelconque  et  A  la  projection 
orthogonale  de  L  sur  la  surface  S.  Si 

sont   deux  points  correspondants  des   lignes  L,  A,  les 


(  M7  ) 
équations 

exprimeut  évideminenl  que  la  droite  AA|  est  normale 
à  S.  En  posant 

{2)  $  — pcosM,         r,  —  psiiiM,         î  =  Is 

les  conditions  (i)  deviennent 

(3)  )/x*-hy^p'=  pp'-^  VV—  zV;         tanffM  =  ^- 

Si  la  ligne  méridienne  de  S  est  représentée  par 
Téqualion 

(4)  ;o=*(?o). 

la  première  équation  (3)  est  à  remplacer  par  Taulre  : 

(5)  'S*'(P)  -H  /-r^-4-j-  =  p  -+-  *(p)  *'(p). 

Quand  la  surface  3]  et  la  ligne  L  sont  données 
d'avance,  on  peut  éliminer  un  des  paramètres  f,  u  entre 
la  deuxième  équation  (3)  et  l'équation  (5).  On  obtient 
ainsi  p  eu  fonction  de  u  ou  de  t  respectivement,  ce  qui 
[en  vertu  des  équations  (a)]  équivaut  à  la  détermination 
de  A. 

Quand  la  ligne  L  est  placée  sur  le  plan  2  ==  o  et  que 

«6)  H=/(«) 

est  son  équation  polaire,  la  détermination  de  A  est  ra- 
menée à  la  résolution  de  Téqualion 

<7)  /(w)-p-+-*(p)4>'(p) 

par  rapport  à  p. 

Exemples.  —  1"  Si  S  est  un  cône  de  révolution 
dont  Q  est  le  demi-angle  au  sommet,  pour  la  détermina- 


(  248  ) 
lion  de  A  il  suffit  de  faire 

p  =  (^cosB  -4-  v/i»-H^*sin6)  sinO,       s'inu  =  — — ^^ i 


dans  les  équations  (2). 
En  supposant 

on  trouve 

p  =  m(acoâ6  -h  sin6)  siii6^"»«-f-  p  sin0  cosO. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  une  hélice  cylindro-coniquey  placée  sur  le  cône  rie 
révolution  S',  est  projetée  sur  un  autre  cône  S  ayant  le 
même  axe  que  2',  on  obtient  une  ligne  A  dont  la  pro- 
jection équatoriale  est  une  conchoide  (*)  d'une  spirale 
logarithmique  par  rapport  au  pôle  de  cette  courbe. 

Quand  les  cônes  S,  2'  ont  le  même  sommet  (J3  =0), 
la  ligne  A  est  elle-même   une   hélice  cyIindro-t!onic)ue. 

2**  Si  la  méridienne  de  2  est  la  courbe  de  iroisièiiie 
ordre 

Ço  =  ^nill  -h  /iJî  -h  />$o -H  ^/ 

et  si  L  est  la  ligne  plane  (()),  on  a 

3/np*-4-2(/H-i)p  -\-p  —  ifiu)  =  o, 
d^où  il  suit 

p  = àz  - —  J(n  -f-i)* —  3  mp  -¥-  G  mf(  u  ) 

et  la  détermination  de  A  n'offre  aucune  difficulté. 


(')  On  appelle  conchoïde  d'une  courbe  C  par  rapport  au  poiol  A 
la  courbe  C  qu'on  obtient  en  augmentant  d'une  quantité  constante 
les  rayons  vecteurs  de  la  ligne  C  issus  du  point  A.  . 


(  249) 
En  supposant  successivemenl  m  =  o  ;  w  =  o,  /i  =  o  ; 
m=  o,  /;  =  o,  ou  arrive  à  des  théorèmes  qui  sont  con- 
tenus  dans  ceux  du  §  III. 

II. 

Si  la  ligne  méridienne  de  la  surface  S  engendrée  par 
la  rotation  de  L  autour  de  Taxe  des  z  est  représentée 
par  Téquation 

on  a 

^/^nr^^R,       5  =  F(R), 

et  la  condition  (5)  donne 

(8)  p_R^[*(p)-F(R)]*'(p)  =  o. 

Si,  au  contraire,  les  lignes  méridiennes  des  surfaces 
I,  S  sont  représentées  par  les  équations 

5o=^'(î;o),  Xo=P(5o), 

la  première  condition  (3)  donne 

(9)  ;--  +  [^^(Ç)-Pr-5)jr(;)  =  o. 

Il  s'ensuit  que  les  rajons  vecteurs  R,  p  sont  liés  par 
une  relation /inie  et  les  hauteurs  correspondantes  z,  ^ 
sont  liées  par  une  autre  relation  Jinie,  Ces  relations 
dépendent  seulement  de  la  nature  des  surfaces  2,  S. 

Si,  par  exemple,  2  est  un  cône  ayant  son  sommet  à 
Vorigine  [4)(Ço)=:  a^o]  et  si  S  est  un  paraboloïde 

les  relations  dont  on  vient  de  parler  sont 

R-f.|R«  =  (i4-a')p;        ^ -t- 1 /^  =(,-+- 1)  Ç. 

Quand  on  donne  d'avance  la  relation 

(m)  •  R  =  A(p) 


(  25o  ) 
entre  les  rayons  vecteurs  R,  p,  ou  bien  la  relation 

(II)  ^-L(Ç) 

entre  les  hauteurs  z,  IJ,  les  équations  (8),  (9)  peuvent 
s'écrire 

(1-2)         F[A(p)J=.«ï>(p)+t---V-f-^ 

(l3)  |.[L(r)]  =  U-(Ç)+5_zlil!, 

et  Ton  peut  déterminer  2  ou  S  quand  on  donne  respec- 
tivement S  ou  S. 

Dans  le  premier  cas,  la  détermination  de  la  méri- 
dienne de  S  est  ramenée  h  l'intégration  d'une  des  équa- 
tions diiFérentielles  (12),  (i3). 

Dans  le  deuxième  cas,  après  avoir  remplacé  p  dans  le 
deuxième  membre  de  Téquation  (12),  ou  Ç  dans  le 
deuxième  membre  de  l'équation  (i3)  par  les  valeurs 
(|u*on  déduit  des  é(|uations  (10),  (1 1),  on  obtient 

(JL,  V  désignant  deux  fonctions  connues.  D'après  cela,  la 
méridienne  de  S  est  la  courbe  représentée  par  une  des 
équations 

Exemples,  —  1**  Si  S  est  ni^cône  [F(j:o)  =  x^o-f  P] 
et  R,  p  sont  liés  par  la  relation 

H-A(p)  =  p-+-a, 

la  méridienne  de  -  est  la  courbe 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

'A^  Si  la  méridienne  de  S  est  la  parabole  ;©=  —  ^^ 


(  '•*-^'  ) 

z,  !^  sont  liés  par  la  relation 

la  méridienne  de  S  est  la  ligne  du  cinquième  ordre 

zi  m  ( Zn — a) 


^0  —  "~5 — 
a*  m 


i/éqiiation  (^)  démontre  que  :  Lorsque  la  ligne  L 
est  tracée  sur  le  plan  coordonné  z  ==  o,  les  rayons 
vecteurs  R,  p  sont  liés  parla  relation 

R  =  p-i-<ï>(p)*'(p). 

Il  s\nisuit  que,  si  Ton  connaît  d'avance  la  relation  (lo) 
entre  R,  p,  on  a 

**(p)  =  1  r\ip)fïp  —  p*-T-r, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Dans  c(î  cas,  la  ligne  méridienne  de  ^est  représentée 
par  l'équation 

Si,  par  exemple,  R  =r  A(p)  =  ap"»,  la  méridienne 
dp  S'est  la  ligne 

rî  _       ^'^       t»n-i C«_i_  ^ 

Ço       —  ?o  ^^  ^• 


m  -+-  f 


Pour  m  =  i ,  L  est  une  ligne  liomothé tique  h  la  projec- 
tion équaloriale  de  A,  et  S  est  une  surface  du  deuxième 
ordre  à  centre  {voir  le  §  IV). 

III. 

Quand  les  rayons  vecteurs  R,  p  sont  liés  par  la  rela- 
tion (lo)  et  les  hauteurs  z,  ^  par  la  relation  (i  i),  la 
première  condition  (3)  donne 

04)  UU'+pp'-irL(U)  — p'A(o)=o. 


(  ^5-2  ) 
II  s'L'iisuil  (jiit»  :  La  méridienne  de  la  surface  IS  est  la 
courbe  représentée  par  l'équation 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  donne  la  suiface  S  vX  la  relation  (i  i),  l'etjua- 
lion  (i  4  )  démoiiLre  que  les  rayons  vecteurs  R,  p  sont  liés 
par  la  relation 

A(p)=R  =  p-v*(p)*'(p)-4>'(p)L[*(p)]. 

Si,  au  contraire,  ou  donne  ï  et  la  relation  (lo), 
Téquation  (i4)  p<î"t  s'écrire 

(i6)  L[4>(p)]  =  <i>(p)-i-p~;y^ 

Et  puisque,  eu  résolvant  Féquation 

*  =  *(p), 

par  rapporta  p,  le  deuxième  membre  de  ré<juation  (16) 
se  réduit  à  une  fonction  connue  6(<^)de  ^,  on  voit  que 
les  liauteurs  z,  Z,  sont  liées  par  la  relation 

Supposons  que  les  rayons  vecteurs  R,  p  soient  liés 
par  la  relation 

(17)  R  =  /«p-h«, 

et  les  hauteurs  -c,  ÎJ  [lar  Tautre  relation 

(18)  z  =  kl^h. 

L'équation  (i5)  démontre  que  la  ligne  méridienne 
de  S  est  la  conique 

(19)  (i  — ^")Ç5-^(i  —  /h)U— 2/iÇo— '^•/iÇo=  c. 

Si  Ton  suppose,  au  contraire,  que  la  ligne  méridienne 


(  »5;i  ) 

de  I  soil  la  coiiiqur 

(20)  ACÎ-t-B{J-h2C;o-^-'>îDÇo-»-  K  =  o. 

et  quMI  subsiste  la  rrlalioii  (17),  011  bien  Taulrc  (18), 
les  considératious  qu'on  vient  d'exposer  conduisent  au 
théorème  suivant  : 

Si,  dans  la  projection  orthogonale  d\ine  ligne  L 
sur  une  surface  de  révolution  S,  on  énonce  les  trois 
conditions  :  i"  Les  hauteurs  z,  ÎJ  sont  liées  par  une  re- 
lation linéaire  (18V,  iè"  les  rajons  vecteurs  R,  p  des 
projections  ér/uatoriales  des  lignes  L,  A  sont  liés  par 
une  relation  linéaire  (17);  S''  la  ligne  méridienne 
de  S  est  la  conique  représentée  par  l'équation  (20), 
les  coefficients  A,  B,  C,  D  vérifiant  les  conditions 

{21)        AA-+-C(i  — X)  =  o,         B« -+- D(i  — m)  =  o, 

deux  de  ces  conditions  entraînent  nécessairement  la 
troisième.  La  ligne  L,  darLS  la  rotation  autour  de  Vaxe 
des  z^  engendre  une  surface  dont  la  courbe  méridienne 
est  la  conique 

Cas  particuliers.  —  Dans  Téquaion  (ao)  supposons 
successivement 

/i  =  o,         n  =  o  ;         k  =  0,         //i  =  I  ; 
Xr=:i,  n  =  o;         A  =  i,         /?«  —  !, 

cl  comparons  ensuite  les  équations  qu'on  va  obtenir  à 
l'équation  (20).  On  a  respectivement  : 

C  =  o,        I)  =  o:        B  =  o,        G  =  o; 
A  =  o,         D  =  o;        A  =  o,         B  =  o, 

ce  qui  démontre  que  les  conditions  (ai)  sont  vérifiées 
par  identité. 


(  ^'^\  )  ■ 

On  a  donc  les  ihéorèmes  : 

Si,  dans  la  projection  orthogonale  d'une  ligneLsur 
une  surface  de  révolution  S,  on  énonce  les  conditions  : 

A.  1**  Les  hauteurs  Zj  Ç  sont  proportionnelles; 
'2^  les  projections  équatonales  des  lignes  L,  A  sont 
deux  courbes  homothétiques  par  rapport  à  l'origine; 
3°  la  surface  2  est  du  deuxième  ordre  à  centre; 

B.  i"  Les  hauteurs  z^  X^  sont  proportionnelles  ;  a" 
une  des  projections  cguato n'aies  des  lignes  L,  A  est 
une  conchoïde  de  l'autre  par  rapport  à  l'origine; 
3'*  la  surface  S  a  pour  méridienne  une  parabole  ayant 
son  axe  sur  l'axe  des  x  ; 

C.  i"  Les  hauteurs  z.  Z,  ont  une  différence  con- 
stante; 2°  les  projections  équatoriales  des  lignes  L,  A 
sont  deux  lignes  homothétiques  par  rapport  à  Vori- 
gine;  3**  la  surface  S  est  un  paraboloïde  ; 

D.  1**  Les  hauteurs  5,  Ç  ont  une  différence  con- 
stante; 2"  une  des  projections  équatoriales  des  lignes 
L,  A  est  une  conchoïde  de  l'autre  par  rapport  à  l'ori- 
gine; 3°  la  surface  S  est  un  cône; 

Deux  conditions  de  A,  B,  C,  I)  entraînent  nécessai- 
rement la  troisième,  La  ligne  [^,  tournant  autour  de 
l'axe  des  z,  engendre  une  surface  S  de  la  même  na» 
ture  que  ï. 

En  appliquant  les  ihéorèmes  précédents  (A,  C),  on 
en  déduit  la  proposition  suivante  : 

Quand  les  lignes  L,  A  sont  placées  sur  deux  plans 
parallèles  entre  eux  et  parallèles  à  l'axe  des  z  : 

i"  Si  les  hauteurs  z,  s  ^ont  proportionnelles,  letS 
sont  deux  surfaces  du  deuxième  ordre  à  centre  [Let 
A  sont  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles)'^  et  vice  versa; 

a'^  Si  les  hauteurs  c,  ÎJ  ont  une  différence  constante, 


(  2.5.)  ) 
les  surfaces  1\  S  sont  deux  pataboloïdes  {h  et  S.  sont 
deux  paraboles)  \  et  vice  ver.s«. 

IV. 

Si,  dans  la  première  équation  (3),  on  suppose  succes- 
sivement :  2  =  As  =  AU,  5  =  G,  on  obtient  après  Tin- 

ïi.  =  -j^=^^ij^p  du  -  p»-h  m, 
Ç=i/2  /Rp'c^M  — p«-hn, 

/II,  n  étant  des  constantes   arbitraires.    En   supjmsant 
m=  n,  ou  a  cet  énoncé  : 

Lorsque  les  hauteurs  z,  Ç  50/î^  proportionnelles 
[z  =  A îj)»  ^«  w/ie  //g^we  hp  et  sa  projection  équatoriale  L© 
sont  projetées  sur  les  surfaces  S^,,  S  suivant  les  lignes 
A^,  A  ayant  la  même  projection  équatoriale  Aq,  o/ï  « 
entre  les  hauteurs  X^p,  ^  la  relation 

^i  —  k 

• 

Eu  vertu  de  ce  théorème,  à  chaque  propriété  relative 
au  cas  où  z,  !^  sont  proportionnelles,  correspond  une 
autre  propriété  relative  au  cas  où  L  est  sur  le  plan 
z  =  o;  et  vice  versa. 

Par  exemple,  les  propriétés  A  et  B  du  §  IJI  conduisent 
au  ihéorème  que  voici  : 

Quand  la  ligne  primiti^fe  L  est  sur  le  plan  z  =  o  : 

i®  Si  cette  ligne  est  homothé tique  à  la  projection 

équatoriale  <fe  A,  D  est  une  surface  de  deuxième  ordre 

à  centre;  e<  vice  versa  (voir  le  dernier  théorème  du  §  II); 

o.'*  tSi  cette  ligne  est  une  conchoïde  de  la  projection 


(a56) 
cquatoriale  rfe  A,  S  a  pour  méridienne  une  parabole 
ayant  l\ixe  sur  Vaxe  des  x\  et  vice  versa. 

Le  premier  de  ces  lliéorèmes  conduit  à  la  propriélé 
suivaiiLe  :  Quand  la  ligne  primitive  L  est  une  droite 
du  plan  z  =  o  et  que  A  est  sur  un  plan  parallèle  à  Vaxe 
des  z  et  à  la  droite  L,  2  est  une  surface  du  deuxième 
ordre  à  centre  (A  est  une  ellipse  ou  une  hjperbolt);  et 
vice  versa. 

En  cousidéranl  les  lignes  A,  L  définies  par  les 
équations 

î  =  pcosu,  T,  =  psin//,  Ç  =  U: 

ir  =  Rcosa,        ^=RsinM,  -5  =  5(a), 

et  les  lignes  A|,  L|  définies  par  les  autres  équations 

5,  =  p,  cosa  =  (p -h  A)  cosM,  7)i  =  Pisina  =  (p -4- A)sinM, 

X|=  Ricosi/  =(R-h  k)co%^y        y^  =  Ri  sinM  =  (R-H  A)  sin«, 
on  trouve  que  les  conditions 

Rp'=pp'4-uu'-5U',      R,p;  =  p,p; -h  uu'—iîU' 

reviennent  Tune  à  l'autre.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  Von  augmente  les  rayons  vecteurs  des  projections 
èquatoriales  des  deux  lignes  A,  L  d'une  même  quantité 
constante  k,  sans  altérer  les  hauteurs  Ç,  z^  on  obtient 
deux  nouvelles  lignes  A|,  L^  telles  que,  si  A  est  la  pro- 
jection orthogonale  de  L  sur  la  surface  S  engendrée 
par  la  rotation  de  A  autour  de  Vaxe  des  z^  A|  est  la 
projection  orthogonale  de  L|  sur  la  surface  2|  en- 
gendrée par  la  rotation  de  A,. 

Ce  théorème  conduit  souvent  à  des  résultats  impor- 


rA) 


(  -^57  ) 
laiits.  Si,  par  exempli»,  on  a  recours  au  (U»rni('r  théorème 
du  §  III  el  au  dernier  lliéorèine  du  §  IV^  on  a  celle  pro- 
position : 

Quand  les  projections  équatoriales  fies  lignes  A,  L 
sont  deux  conchoïdes  de  jNicouiède  ayant  leurs  pôles  à 
iorigine  et  leurs  bases  rectilignes  parallèles  entre 
elles  : 

1°  Si  les  hauteurs  z,  ^  sont  proportionnelles,  les 
surfaces  S.  S  ont  pour  méridiennes  deux  coniques  à 
centres;  et  vice  versa; 

a**  Si  les  hauteurs  z^  Ç  ont  une  différence  constante, 
les  surfaces  S,  S  ont  pour  méridiennes  deux  paraboles 
dont  les  axes  sont  parallèles  à  l'axe  des  z\  et  vice 
versa. 

Quand  la  ligne  primiti\*e  L  (^placée  sur  le  plan 
z  =  o)  et  la  projection  équatoriale  de  A  sont  deux 
conchoïdes  //eNicomède  avant  leurs  pôles  à  V  origine  et 
leurs  bases  rectilignes  parallèles  entre  elles,  la  sur- 
face S  a  pour  méridienne  une  conique  à  centre;  et 
vice  versa. 

V. 

Admeltous  que  les  projections  équaloriales  Lo,  Aq  des 
lignes  L,  A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égales), 
placées  de  façon  que  deux  points  homologues  dans  la 
similitude  soient  aussi  correspondants  dans  la  projec- 
lion.  On  doit  avoir 

hi)       ir=  a -h /:($  cose  — 7)  sine),    ^  =  6-i-Â(Ç  sinE-hr,  coss), 

A,  by  A',  6  étant  des  constantes;  el  les  conditions  fonda- 
mentales (i)  donnent  les  équations 


(  '^58  ) 
d'où,  par  rapplicalion  des  égalités  (22),  on  dérive 

(  A*(^t'-K')  =  ^l-A'Cos£)(:r.r'-i-vr') 

-H  Â-sin£(  J*'^  —  ^y)  —  o.x' —  by\ 


(^4) 

j  'i\m\x*-k- y*)  — 

{a  cosE  -h  b  5in£)^r  —  o. 


i  ^\m{x^-\- y^)  —  (a  sine  —  ^cose)x 


Il  suit  que  les  lignes  A,  L  sonl  sur  deux  cylindres 
circulaires  F,  G  contenant  Taxe  des  z. 

Si  Ton  trace  A  sur  le  cylindre  F  d'une  manière  arbi- 
traire, L  est  définie  par  les  équations  (22)  et  par  la 
première  équation  (2.3).  Si  Ton  part,  au  contraire,  de 
la  ligne  L,  la  détermination  de  A  exige  Fintégralion  de 
la  première  équation  (a4). 

Quand  L  est  sur  le  jdan  5  =  0,  cette  courbe  est  le 
cercle  représenté  par  la  deuxième  équation  (24)  et  la 
ligne  A  est  définie  par  les  égalités 

__  «  =h  yfnî—  47. Tin^ (b\-^  k  sTnT J 2~) 
*  ""  xk  siiiE 

Çî  =  "A  a  ;  -H  2  6  Tj 

H-(Acose  — i)($»-hr,«)  —  2A-sin£  /  (^1  ^5;^  )<^Ç  +  '"• 

m  étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  que  la  ligne  primitive  L  et  sa  projection 
orthogonale  A  soient  deux  courbes  semblables  (ou 
égales),  placées  de  façon  que  deux  points  homologues 
dans  la  similitude  soient  aussi  correspdndants  dans  la 
projection. 

En  supposant  que  L,  A  puissent  être  réduites  à  deux 
courbes  homothétiques  par  rapport  à  Forigine,  après  une 
rotation  £  autour  de  l'axe  des  z  et  une  translation  arbi- 
traire, on  a  les  équations  (22)  et  cette  autre  : 

(25)  -  =  c-+-XÇ, 

c  étant  une  constante.  En  éliminant  z  entre  les  équa- 


(  ^^y  ) 

lions  (23),  (25)  et  ^  entre  les  équations  (24),  (2 5),  on 
obtient  après  Tintégration 

_  «±/a» — 4X:siD£(6; -^  ^  sin£j«) 
1  —  7—. , 

'2A:S10£ 

=  2a? -+-  2^»r,  H-(X:cosÊ  — i)(5ï-+-r.ï)-  2A:  sine  T^r^  —  J  ^  j  e/Ç -+- m, 
•  acos£  -+-  6  sine  \ 

.  :^  V^(g  co^£  -i-  b  sins)' —  4  sine[(  b  cos£  —  a  sin£)^-4-  sin£J7*]  !  > 


v=  -,, 

'2  sine 


=  lax-ir  %by  -+-  (A  cos£  —  1  )  (-r*  -h  r*)  —  ik  f^'inz  1  (y  —  x  -^j  dx  -+-  n, 

m,  n  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  lignes  A,  L  sont  donc,  à  une  constante  près,  dé- 
tinies  entièrement;  les  projections  éqnatoriales  de  ces 
lignes  sont  deux  cercles  passant  à  l'origine  des  axes. 

Remarque,  —  L'hypothèse  A  ==  i  correspond  à  l'éga- 
lilé  des  lignes  L©»  Ao  ou  de  L,  A. 

VI. 

Que  les  projections  équatorîales  Lq,  Ao  des  lignes  L, 
A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égales),  placées 
d'une  façon  quelconque,  on  peut  passer  de  Aq  à  Lq 
après  les  opérations  suivantes  :  la  réduction  des  coor- 
données dans  un  rapport  constant  (k)  ;  une  rotation  (e) 
de  la  ligne  dérivée  autour  d'un  point  arbitraire  de  son 
plan  (rorigîne);  une  translation  convenable  (a)  de  la 
courbe  nouvelle  L|  suivant  une  certaine  direction  (Taxe 
des  x). 

Si  A,  B,  C  sont  les  points  où  Aq,  L|,  Lq  sont  coupées 
par  un  rayon  vecteur  quelconque,  incliné  de  l'angle  u 
sur  l'axe  des  x  el  D  est  le  point  où  I^o  est  coupée  par 


(    26o    ) 

une  droite  parallèle  :i  Taxe  lU^s  x  menée  par  B,  on  a 

OH  =  pi  =  Ao(''  -+-£),         colDOX  —  cotw  -+- 


pi  >• 


()l)  =  y/pl  -i-  Af?  p,  cos«  -h  a*. 

Si  donc  1/  =  'i(«*>)  t-*st  une  solution  de  rëquatioii 


(•26) 
on  a 


cnlu  — 


A'z>{  M  -H  e  )  sin  u 


-    =  rot  to, 


En  posant  OC  ^^  R  et   en  remarquant  que  u  est  Taiii;!»? 
polaire  du  point  C,  on  a 

et  la  détermination  des  lignes  L,  A  et  de  la  surface- 
n'offre  aucune  diificulté. 

Quand  L  est  sur  le  plan  c=-=o,  (27)  est  son  équation 
polaire  et  la  ligne  A  est  représentée  par  les  équations 

yj  ^  o{u)  sin  M, 

;  —  V 'A  /  H  o'  (  if  )  r///  —  '^2(,,  ^_fr2. , 

c  étant  une  constante  arbitraire. 


I    aôi   ) 

Supposons  que  la  ligne  primitive  L  et  sa  projecLîon 
orihogonale  A  soient  deux  courbes  semblables  (ou  égales) 
placées  d'une  façon  quelconque. 

Ces  lignes  peuvent  être  réduites  à  deux  courbes  ho- 
molhéliques  par  rapport  à  Torigine,  après  une  rota- 
lion  e  autour  de  Taxe  des  z  (c'est  un  cas  particulier)  et 
uue  translation  suivant  une  direction  donnée,  qu'on 
peut  supposer  parallèle  au  plan  y  =  o,  sans  nuire  à  la 
généralité. 

Si,  de  plus,  cette  translation  est  décomposable,  sui- 
vant Ojt,  Oz,  en  les  translations  ri,  i,  on  peut  appli- 
quer les  formules  de  ce  paragraphe.  Dans  la  figure  pré- 
cédente A,  M  sont  deux  points  des  courbes  Ao,  Lo 
choisis  de  façon  que 

0\  ^  p.        OM  r^  A  p. 

Si  du  point  M  on  mène   une  droite    parallèle  à  l'axe 
des  T^  coupant  Lq  au  point  >i,  ou  a 

colNOX  =  colw  =^  col(u  T-  Ê)-+- 


A•p.sin(K  -+-  s) 
et,  conséquemment, 

(28)      «'  =  arccot  I 


«'  =  arc  cot  ^  col  (  M  -h  s  )  -;- 


(  Â-©(a).sin(  w -h  6)  i 

La  hauteur  de  L  en  N  s'obtient  par  la  première  équa- 
tion (3),  en  remplaçant  z  et  u  par  z  —  i  et  w,  la  hau- 
teur de  A  en  A  est  U(u).  La  condition  exprimant  que 
ces  hauteurs  ont  le  rapport  constant  k  est  donc 

l  f (w)— v/^-*<p'[0(«')-+-E]-fr-->.aA:.9[6((ï')-+-E].cos[6(tv)]-f-flf 
I        X  o'(  II' )-i-  UdiM-r  ^  —  X  .  It  // ), 

w  étant  donnée  par  l'équation  (28  ). 

En  résumé,  on  a  p  =  0(11)-^  R  esi  donné  par  l'équa- 
Ann.  de  Mathémat.,  J- série,  t.  XVII.  (Juin  1898.)  17 
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liou  (27)  et  la  forme  de  la  fonction  U(m)  doit  être  dé- 
terminée après  l'équation  (29). 

VU. 

Le  lieu  des  projections  d^un  point  iixe  P  ou  d'une 
ligne  iixeLsur  une  surface  de  révolution  ï,  variable  ou 
invariable,  mobile  dans  Tespace  suivant  une  loi  quel- 
conque est  respectivement  une  ligne  L,  ou  une  sur- 
face S|  jouissant  de  nombreuses  propriétés.  Nous  nous 
bornerons  ici  à  considérer  le  cas  où  S,  invariable  de 
forme,  se  déplace  de  façon  à  conserver  son  axe  parallèle 
à  une  direction  donnée. 

Les  coordonnées  Ç,  r,,  J^  d'un  point  A  d'une  ligne  A 
placée  sur  la  surface  ^  à  l'instant  initial  sont  données 
par  les  équations  (?-);  les  coordonnées  a:,,  y^,  c<  du 
même  point  A  à  un  autre  instant  quelconque  sont 

Â,  [X,  V  désignant  des  fonctions  d'un  paramètre  1^  nidé- 
pendanl de  u. 

Si  dans  cette  position  le  point  A  (x\ ,  v< ,  Z|)  de  S  est 
correspondant  au  point  B(:r,  y,  z)  de  la  figure  prioii-^ 
tive  F,  on  a  pour  conditions  d'orthogonal! té  de  la 
droite  BA  sur  la  surface  2  : 

/ r-ï — 7 7,       pp'h-UU'— (;;  — v)L" 

y  —  !^ 

tanpr  it  =  ^^ r-. 

11  s'ensuit  que  le  lieu  demandé  est  déiini  par  les  équa- 
tions 

0  (   r   — -    /x    ) 


•*  J 

/(- 

^\r- 

-^(7- 

1^)^ 

vATr 

?(y 

-•  :ji  ) 

J  \ 

^"(  y - 

"\i.  )* 

^\ 

.=:  i;  -4- 

V. 

Dans  le  ras  particulier  dans  lequel  la  surface  S  se  dé- 
place suivant  Taxe,  on  peut  faire  /(r)  =  ul(i>)  =  o, 
'^(w)  =  ^',  ce  qui  donne 


rio)  '  X\  = 


pjr 


y/xi 

t 

/r' 

:...yi 

i.&L 

-t-r«- 

-?)?' 

**       ' 

L" 

f^i  figure  primitiv^e  est  un  point  P.  —  Puisqu'on  peut 
supposer  j:  =a,  ^r=  o,  s  =  o  sans  nuire  à  la  généra- 
lité, on  en  déduit 

d'oïl,  en  éliminant  p. 

Telle  est  Téquation  qui  définit  la  ligne  L|,  quand  on 
donne  le  point  P  et  la  surface  ï. 

Soit  donnée  a  priori  \sl  ligne  L|  et  soit 

(32)  ^i=û(^i) 

son  équation.  En  comparant  les  égalités  (3i),  (3s>.),  on 
a  Tëqualion 

qu^on  peut  employer  pour  la  détermination  du  point  P, 
lorsque  L(  et  D  sont  données  d'avance. 
On  obtient  par  récpiatiou  (33) 


-— ./-uïîfi'^-^ 


il   s'ensuit  que,  lorsque  le  point  P  et  la  ligne  L|    sont 
connus,  la  ligne  méridienne  de  2  est  représentée   par 


(  a64  ) 

réqualion 

Exemples.  -  -  i"  Quand  la  surface  mobile  I  est  un 
paraboloïde  Ko=  4>(  Ço)  ==  v  et  Ja  ligne  L,  esi  Tliy- 
perbole  équilalère 

(  35)  -i.ri==  a.r,   ,    3, 

régalité  (33)  nous  fournit  les  conditions 

dont  la  deuxième  fixe  la  position  du  point  P. 

2**  Soient  L|  l'hypeibole  ëquilatère  (35)  et  P(a,  o,  o) 
le  point  fixe. 

L'équation  (34)  démontre  que  la  surface  S  a  pour 
méridienne  la  courbe 

Parmi  ces  surfaces  2  il  y  a  évidemment  le  paraboloïde 

vni. 

La  figure  pvimitwe  est  une  ligne  F..  —  La  détermi- 
nation de  la  surface  S| ,  lorsque  L  et  S  sont  données 
d^avance,  se  fait  à  Taide  des  équations  (3o). 

Si,  par  exemple,  S  est  un  paraboloïde  (  U  =  ^-r  )  ^'  *^ 

Lest  la  droite  x=«,  c  =  o,  le  lieu  S|  est  la  surface 
réglée  du  deuxième  degré 


(  a65  ) 
Si  la  surface  S*  est  donnée  a  priori  el  si 

est  son  équation  y  on  en  déduit 

.36»        m\-Î^=,   -£^=.,    .^V^^gZllil^o. 

Quand  (S,  S|)  ou  bien  ([^,  S|  )  sont  données  d*avance, 
la  détermination  de  L  ou  de  S  se  fait  en  posant  la  con- 
dition que  Tégalité  (36)  sôit  vériGée  quel  que  soit  p,  ou 
bien  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  t  en  fonction 
duquel  on  a  exprimé  x,  ^,  z.  Pour  la  possibilité  du  pro- 
blème, on  doit  avoir  : 

Dans  le  premier  cas,  deux  équations  entre  x,  j',  z  ; 
celles-ci  définissent  la  ligne  L. 

Dans  le  deuxième  cas,  une  seule  équation  entre  p,  p', 
U';  Fintégration  d'une  telle  équation  résout  le  problème. 

Exemples.  —  i®  La  surface  mobile  2  est  un  cône 
[^ç=  4>(ç(>)  =  rtÇ^]  et  la  surface  S|  un  plan 

(5i=  aa-i-h  ?7i-H  Y». 

L'équation  (36)  donne 


et  Ton  a  les  conditions 

.-Y --' 

Celles-ci  définissent  la  ligne  L.  Ces  équations  démontrent 
que  :  La  projection  de  L  sur  le  plan  z  =  o  est  une  co- 
nique passant  à  l'origine  des  axes  et  la  hauteur  z  est 
une  fonction  linéaire  du  rayon  vecteur  \^x^-^j^  d\ine 
telle  projection. 


(  266  ) 
2°  L  est  une  droite  parallèle  au  plan  x  =  o  et  S|  la 
surface  représentée  par  Féquation 


^*  JTi      "^  X, 


Comme  ou  a  .c  =  Â ,  ^  =  j,  -  =  >  cotO,  l'équation  (36) 
donne 

On  a  donc  les  conditions 


d'où,  par  intégration, 


L'     =     -    P     ZTT  —     -    p. 


Il  suit  delà 


a  =r  /  colO,  ^  =  — /, 

r 


Cl  la  surface  de  révolution  mobile  S  est  un  cône 

i^-A 

[M»4iY] 

SUR   LA   SURFACE   DE   LONDE; 

Par  m.  LACOUR, 
Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nanc^. 


L'équation  de  la  surface  de  Tonde  rapportée  à  ses 
troisplans  principaux  est 

( .rî  -^  j^«  4-  52  )  (  aï x^  4-  pï^2  +  Y*  52  )—  (  p^  Y*  )a'^' 


(  >C'7  ) 
Ou   vérifie  sans  peine  que  celle  é(|uaLioii  petil  se 
mellre  sous  l*une  des  iroîs  formes 

{x^  +.y«-^  z*'—  aS)  ra*^'-+-  flîjî^  y'-î—  fi»Y*) 

-h(oi«  — P*)(a«— 7«)a:«  =  o, 

donl  chacune  inel  en  évidence  les  sections  par  un  plan 
principal  et  les  points  singuliers  situés  dans  ce  plan. 

Ces  formes  d'équation  permettent  aussi  de  vériticr 
simplement  les  propriétés  des  plans  tangents  singu- 
liers. 

Les  plans  tangents  singuliers  perpendiculaires  au 
plan  j)'  =  o  ont  pour  traces  sur  ce  plan  les  tangentes 
communes  à  l'ellipse  et  au  cercle  en  lesquels  se  décom- 
pose la  trace  de  la  surface  de  Tonde.  Ils  ont  pour  équa- 
tions 

Q,=  kx-^  k'z  -  ?  =  o, 

Qj  r:r   kx  -i-  X'  J  -t-   ^   =  O, 

0^=  kx  —  k'z  —  ^  =o, 

Q^=/^r     -X-'5-^  3  =  0, 
si  Ton  pose 

Y«  —  a*  Y  —  * 

L'équation  de  l'ensemble  de  ces  quatre  plans  peut 
s'écrire 

ou,  en  remplaçant  Â-  et  Â'^  par  leurs  valeurs 

_  4  3î(y*-«*>^ï'~  ?*)-'• 
Il  suffit  d'ajouter  et  de  retrancher  dans  la  parenllièse 


(  »68) 
le  terme   p*j'^  pour   meltre  en  évidence  les  premiers 
.membres  des  équations  des  coniques  de  section  par  lo 
plan  r  =  o,  savoir  : 

r  --  a»  x^'  -^  ?«  K«  -h  72  3«  —  a»  3»  ; 
on  trouve  ainsi 

(y*—  a»  )nj, (JîîQjQi  -  (  T-  3m:  )«  -  4  P*<  Y*  ~  «*)  ('.''  -  ?')•'' 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

On  reconnaît  dans  la  dernière  parenthèse  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  surface  de  Tonde  et  Ton 
peut  alors  conclure  de  l'identité  précédente  qu'on  peut 
prendre  pour  équation  de  cette  surface 

en  désignant  par  X  une  constante  et  en  posant 

L'équation  (Q)  montre  que  le  plan  Q,  =  o  coupe  la 
surface  suivant  une  conique  comptée  deux  fois^  pour 
faire  voir  que  cette  conique  est  un  cercle  il  suffit  de  vé- 
ri6er  que  Qi  est  un  plan  de  section  circulaire  de  la 
quadrique  tp  =  o. 

Or,  on  a  identiquement 

o  —  -2  p* (x*  ^-^2  4_  5Î)  ==  (a« -  -  3s)a:2  -h  (7*  —  ?«) z*-  -  3» (««-+-  Y»), 
et,  comme  on  a  posé 

72  —  a-  7S  —  a* 

on  peut  écrire 

o    -  32|2(./-2-^-j'=   ■    z"-)    -  a2_72)  +  ,vî— a2KX-'2  32  — /^.rs): 


(  »69) 
au  lieu  de  k'^  z^  —  k'-x-  introduisons  Qi  Q3  en  tenant 
compte  de  l'identité 

Q1Q3  ^(A.r-+- A';s  — 3)a-F    -k'z--^) 
^  A« X»   -  X'«  3«  -h  3«  —  7J:  p  jr  : 

il  vient,  après  réduction, 

o  ^  7. p*(x* -^  jî  ^-  ;;S  —  a»  )  —  i X ? /( ji*  ^â«  ) (vï  -  Ta"i  j 
_(vî-Jî)Q,Q,. 

On  voit  alors  que  la  section  de  <f  par  le  plan  Q,  =  o 
est  sur  une  sphère;  de  plus,  cette  sphère  coupe  le  plan 
X  =  o  suivant  le  cercle 

r*-f-  5*  —  a*  =  o. 

Donc  /a  courbe  de  contact  du  plan  tangent  singulier 
Q,  =:  o  est  un  cercle;  ce  cercle  et  le  cercle  de  la  sur- 
face de  ronde  situé  dans  le  plan  principal  x  =  o  sont 
sur  une  même  sphère. 

II.  On  sait  que  Ton  passe  de  Téqualion  ponctuelle 
de  la  surface  de  Tonde  a  Téquation  taiigentielle  de  la 
même  surface  en  remplaçant 

X,    j,     z,     a,      ?,      Y, 
par 

M,     V,     il-,     a',     p',     y', 

avec  la  condition 

On  peut  alors  répéter  sur  Téquation  tangentielle  de 
la  surface  de  Tonde  les  transformations  précédentes  ;  on 
en  conclura  que  les  cônes  tangents  aux  points  singu- 
liers situés  dans  le  plan  j^  =  o  sont  circonscrits  à  la 
quadrique 

^'.---.  oLifii-^  3'ît.s-4-  y'2h'2-  a'«P'2-^  fi'^(.w--^  «'--+-  «r^—  ';'-). 


(  '>'o  ) 

i^'équalion  de  la  quadrique  ^'  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

t^'~i ?'« ( w» -h  i'*  4-  wî  —  a'M  -  ■>■  M ?' /("?''«—«'«  )(y'*—i'M 

-(T'«-«'')Q',Qi  =  û, 

en  désignant  par  Q',,  Q,  les  premiers  membres  d«s 
équations  tangentielles  de  deux  points  singuliers  situés 
dans  le  plan  y  =  o. 

On  voit  que  le  cône  langent  au  point  Q',  =  o  est 
circonscrit  à  une  quadrique  qui  est  de  révolution  autour 
de  Oj:  et  dont  Tun  des  foyers  est  à  l'origine. 

On  conclut  de  là  que  le  cône  tangent  au  point  Q'^  ad- 
met comme  focale  la  droite  joignant  son  sommet  à  Ton- 
gine,  c'est-à-dire  la  normale  au  cercle  X'-\'Z^=  ^2.  la 
seconde  droite  focale  doit  être  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  à  Taxe  du  cône;  c'est  donc  la  nor- 
male à  Tellipse  %-x'^  +  y-  z-  —  a^  y*-'  =  o. 

Au  lieu  de  considérer  \*ts  droites  focales  du  cône  lan- 
gent on  peut  considérer  les  sections  circulaires  du  cône 
réciproque  et  Ton  retrouve  un  résultat  qui  peut,  comme 
on  sait,  s'établir  géométriquement,  savoir  : 

Les  plans  cjcliques  du  cône  des  normales  en  un 
point  singulier,  perpendiculaires  au  plan  de  symétrie 
qui  passe  par  ce  point,  ont  pour  traces  sur  ce  plan  les 
tangentes  à  r ellipse  et  au  cercle,  section  de  la  surface 
par  le  même  plan  de  symétrie, 

m.  Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  de 
Von  de  peuvent  sS*  exprimer  par  des  fonctions  ellip- 
tiques de  deux  paramètres. 

L'équation  de  la  surface  de  Tonde  rapportée  à  ses 
trois  plans  principaux  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(=^7'  ) 
Introduisons  deux  paramètres  c  et  Cf  en  posant 

X^-^yt^  ;5Î_  pî=  (aï—  pî)cî, 

il  en  résultera 


r*  =  l'^r^r'^ . 


En  résolvant  ces   trois  équations,  on  trouve  les  for- 
mules 


OÙ  r 


on  a  pose 


Y*  —  a*  vî  —  a* 

-  ps  .,2  _  a» 


/'i  =    -*_   E I-  , 

32  Y*-as 


de  sorte  que  Ton  a 

A'î-t-X'«  =  i,        /îH- /'«  =  ,. 

Pour  obtenir  maintenant  J:,  JS  ^  ^"  fonctions  uni- 
formes de  deux  paramètres,  il  suffît  de  se  rappeler 
qu'entre  les  trois  fonctions  elliptiques  snu,  cni/,  dnu, 
correspondant  au  module  A,  on  a  les  relations 

sn*a  =  I  —  en' M,         dn*//  =  k^cn-u  h-  k'-. 

Nous  poserons  alors,  en  mettant  en  évidence  les  mo- 
dules des  fonctions  elliptiques, 

c  =  cn(a,  ^),         Cj  =  cn(i^, /)» 

et  nous  obtiendrons  pour  x,  y^  z  les  formules  (  '  ) 
X—  psnfw,  k)i\T\U>,  /), 
^  =  a  en  (m,  A)  en  (r,  />, 
5  =  acîn(?/,  k)  sn  (i?,  /), 

C)  Ces  formules   sont  données   sans  démonstration  à  la  fin  d'un 


(  î>-72  ) 
ou,  sous  une  forme  plus  abrégée, 

z  —  adsi^ 
Remarque.  —  On  passe  de  A^  à  /'^  et  de  k^  à  /*  en 

remplaçant  a,  p,  v  par->  o>  -»  c'est-à-dire  en  rempU- 

P    Y 
çant  rellîpsoïde  (R)  ayant  pour  équation 

T^  V»  5* 

par  Tellipsoide  (E") 

a^ar'-h  3*j*-h  y'-s'  — i  =  o 
polaire  réciproque  de  (E)  par  rapport  à  la  sphère 
x^  -I-  y^  -4-  5*  —  I  =  o. 


[L*5b] 

relation  entre  les  axes  d  une  section  centrale  b  ll\ 
ellipsoïde  et  la  distance  du  centre  au  plan  tin 
gent  en  lun  des  sommets  de  la  section; 

Par  m.  LAGOUR, 
Mattre  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancv. 


Soient 

a,  &,  c  les  carrés  des  demi-axes  de  rellipsoïde; 
li,  i',  IV  les  coordonnées  du  plan  sécant  rapporté  aux 
axes  de  rellipsoïde  ; 


Mémoire  de  M.  Weber:  Sur  la  surface  de  Kummer  {Journal  de 
Crelle,  t.  84,  p.  353).  —  Voir  aussi  :  Principes  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  par  Appell  et  Lacour,  p.  169. 


(  -^l^  ) 

^  et  jf  les  carrés  des  demi*axes  de  la  section  ; 

a  le  carré  de  la  distance  du  centre  O  au  plan  tangent  au 

sommet  B,  tel  que  OB,    =r  3. 

On  sait  que  Ton  a  les  égalités 

au^  bv-  rw* 


a —3         6-3c  —  3 


o, 


au*  ^f*  c«'* 

a  —  a         0  —  a  c  —  a 

Pour  obtenir  a,  il  suffit  de  remarquer  que  les  coor- 
données du  sommet  B|  de  la  section  sont  données  par  les 
égalités  (  *  ') 

au  hv  CM' 


avec  la  condition 


6r* 


m^    '  {a       3)«        r6--ji)«        (c  — 3)* 
Alors  on  a 

l'I^'^  bi~^?i  ~^^  [(rt  --  fj  )i  "^  (6  —  fJ  )*  "^  (c  —  p)v|  ' 

ou,  en  remplaçant  m^  par  sa  valeur  et  en  ordonnant  par 
rapport  à  ii,  r,  iv, 

-  (a-P)«   ^  (6-3)*  '^^    (c  — fi)»    ~    • 

Nous  aurons  la  relation  cherchée  entre  ^^  a'  et  a  en 
éliminant  m*,  i'^,  w*  entre  les  équations  (i),  (s»),  (3), 

,,.    .              M*           ^'*          «'*  , 

ou  encore  en  éliminant  g-»    ,  -  o>  ^  entre  les 


(')  Voir,  par  exemple,  Géométrie  analytique j  de  Briot  et  Bou- 
quetf  revue  par  Appell,  p.  Sga. 


équalions 


h; 
(3) 


(  ^7^  ) 


^0, 


Ca-a')(a  — P)    "    (A  — a')(6  — fi)  (r  — a')(c  — ^i 
(a  —  a)i/î                (/;>  —  a)v*  (c  —  «)«•* 

-u. ''-_  _i_  i 

(/>  —  p)î 


(a— p)« 

On  obtient  ainsi  la  relation 

a  b  c 

abc 

a  —  a'     b  --  7.'     c  —  % 

a  —  a      b  —  %      r  —  a 

7^^'^  b^  ?^  i 

(^ellc  relation  peut  s'écrire 

^«f  — fj\c  — a'        b  —  x'l 
bc 


•?>' 


ou  encore 


abc  ^  a{b  -^  c)(b  —  ^)(c  —  ^) 
—  (a -h  a')aAc£(6  —  c)(^  —  fi)(c  —  p) 

-haa'2  6c(^  — r)(^>  — p)(r  — ^)=o. 

En  ordonnant  par  rapport  à  ^  et  posant 

a^     b^     c« 
D  =      a      b      c 
I        I        I 
/i  T=z  a  -T-  b  -r-  c ^         k  =  bc  -^ca  -Jf-  ab^         l  =  abc. 

on  trouve  enfin  la  relation  cherchée  sous  la  forme 

D[aa'3î-h  pr/  — /eaa')-h^aa'— /(a-+-a')]  =  o. 

Remarque,  - —  Cette    relation    contient  symétrique- 
ment a  et  7/,  bien  que  a  et  7/  n'interviennent  pas  de  la 


(  •*7-^  ) 
même  manière  dans  iVnoncë  de  la  question.  Quand  a 
et  x'  sont  donnés,  ^  peut  être  obtenu  en  résolvant  une 
équation  du  second  degré  :  soit  ^'  la  seconde  racine  de 
celte  équation  du  second  degré.  Les  relations  entre  les 
racines  et  les  coefficients  sont  ici 

{ I  ) 


I    ??'-•    ' 


7,1 


,  (  a  -r-  a  j  : 


elles  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 
M  aot'  =  /, 

M   rr.  /,  _  ^  —  fi  . 

I^s  quatre  paramètres  a.^,  a',  ^'  liés  par  les  deux 
égalités  (I)  peuv^ent  servir  de  coordonnées  pour  le 
point  B|  de  l'ellipsoïde. 

Elles  ont  été  introduites  avec  avantage  par  M.  Dar- 
boux  dans  l'élude  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel 
t|ui  peut,  comme  on  sait,  se  déduire  de  rdlipsoïde  au 
moyen  d'une  transformation  apsidale  (*). 

[05m] 
GONSÉQDENCE  DUN  THÉORÈME  SUR  LES  GONGRUENGES 
PSEUDOSPHÉRIQUES; 

Par  m.  Gucomo  CANDIDO,  à  Pi^^c. 


M.  le  professeur  L.  Bianchi,  dans  ses  Lezionidi  Geo- 
metria  differenziale  (p.  afiy),  démontre  le  théorème 


(')  Voir   Dauboux,   Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,    t.  IN, 
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suivant  :   L élément  linéaire  sphérique  rapporté  aux 
lignes  (m,  v)^    images  des  surfaces  principales  d'une 
congruence  pseudosphérique,  prend  la  forme 

(a)  ds*'r^  Kdu^-i-Gdv*', 

oii  le  produit  y/EG  est  une  solution  de  l'équation  de 

Lion  ville 

d^\os  i/ÊG  / — 

(B)  ^-^ — cosw/EG        tw  =  consi.i; 

^  Ouov 

et  inversement  ;  chaque  fois  que  Vêlement  linéaire 
sphérique  est  réduit  à  la  forme  (a)  oiila  relation  (p) 
soit  satisfaite^  il  existe  une  congruence  pseudosphé- 
rique correspondante. 

Cela  posé,  Téqualion  (^)  résolue  donne 

^  '     "'  cosw|/(//)-ho(i')]î' 

et  nous  pouvons  écrire  aussi 

du  dv 


(  I  )      /ËG  du  dv  r=  — 


costi)  r        /(u) 


Cet  élément  superficiel  peut  appartenir  à  une  infinité 
de  surfaces  qui  sont  données  par  l'élément  linéaire  que 
nous  construisons  par  le  moyen  du  même  élément  su- 
perficiel. Il  y  a  plus  :  ayant  fixé  un  élément  linéaire, 
en  raison  du  caractère  arbitraire  des  fonctions  y(«), 
o{v),  nous  pourrons  obtenir  d'autress  urfaces,  et  comme 
conclusion  nous  pouvons  dire  :  Jl  existe  une  infinité 
de  surfaces  qui  admettent  une  représentation  sur  la 
sphère  de  manière  à  consers^er  à  la  fois  l'orthogona- 
lité  d'un  système  de  lignes  (u^u)  et  aussi  les  aires. 

y/pplication.  —  Parmi  les  surfaces  en  nombre  infini 
auxquelles  appartient  l'élément  superficiel  donné  parle 
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second   inembie  de  (i),  il  y  a  aussi  les  surfaces  dont 
réléinenl  linéaire  est  donné  par 

(2)  ds^-- 


osw  r/( II) -h  ç(  f  )"]' 


Parmi  les  surfact^s  qui  oui  ct:l  élément  linéaire,  nous 
pouvons  spécifier  deux  classes,  car  la  famille  de  sur- 
faces précédemment  indiquée  contient  des  hélicoïdes 
ou  des  surfaces  de  révolution. 

En  ed'et,  supposons  que  Ton  ait 

/(m)  —  «"S        o(w)  —  w''«; 
alors  Télément  linéaire  (2)  devient 

du^-\-  dv* 


ds*  = 


Alors  aussi  E  et  G  de  Télémcnt  linéaire  de  la  surface 
sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  —  a,  et,  se  rap- 
pelant un  théorème  de  M.  Darboux  (vol.  III,  p.  78; 
§  614)  on  arrive  à  la  conclusion  énoncée. 


[Via] 

A  PROPOS  DB  LA  DÉFINITION  DU  NOMBRE  ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


M.  J.  Tannery  vient  de  publier  (Bulletin  des  Sciences 
tnnthémaliques^  avril  1898)  un  coniple  rendu  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Laisant  :  La  Mathématique,  Il  y  fait  une 
critique,  qui    me   semble  injuste,  de  la  définition  du 
Ann.  de  Malkëmat.,  3«  série,  t.  XVII.  (Juin  189S.)  j8 
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Nombre:  (*)  i°  il  se  demande  si  une  définilion  du 
nombre  est  ulile;  2"  il  accuse  M.  Laisant  de  ne  pas 
avoir  défini  le  mol  quantité  qui  entre  dans  la  définition 
du  nombre. 

Comme  je  me  trouve  indirectement  visé,  je  demande 
la  permission  à  M.  Tannery  de  lui  prouver  qu'une 
bonne  définition  du  nombre  permet  de  simplifier  con- 
sidérablement Texposé  des  principes  fondamentaux  de 
r Arithmétique  et  de  les  rendre  autrement  clairs  que 
par  les  méthodes  allemandes,  lesquelles  tendent  mal- 
heureusement à  donner  un  aspect  nébuleux  à  Tesprit 
français  réputé  si  clair. 

En  second  lieu,  je  vais  essayer  de  lui  indiquer  la  dé- 
finition, très  nécessaire,  h  mon  avis,  de  la  quantité,  défi- 
nition qu'il  n'ignore  peut-être  que  parce  qu'il  obéit, 
sans  le  vouloir,  à  des  idées  systématiques,  rempèclianl 
de  jeter  ses  regards  h  côté  de  la  direction  qu'il  a  choisie. 

Deux  objets  matériels  ou  immatériels  qui  ne  diffèrent 
en  rien  constituent  un  seul  et  même  objet,  car  s'ils 
étaient  distincts,  ils  dliFéreraient  par  quelque  propriété, 
position,  couleur,  forme,  ...;  nous  dirons  que  ce  sont 
deux  objets  identiques. 

Deux  ou  plusieurs  objets,  sans  être  identiques,  peu- 


(')  Cette  définition,  comme  je  l'ai  dit  dans  mon  Livre,  a  été  em- 
pruntée par  moi  à  M.  H.  Laurent.  La  Rédaction  des  Nouvelles  An- 
nales ne  pouvait  donc  refuser  à  celui-ci  Ja  faculté  de  défendre  une 
doctrine,  que  d'ailleurs  je  trouve  personnellement  excellente;  mais 
il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  le  Journal  prend,  en  raison  de  ce 
fait,  un  caractère  de  polémique  que  nous  voulons  absolument  éviter. 

En  ce  qui  concerne  particulièrement  M.  J.  Tannery,  dont  je  ne 
partage  pas  toutes  les  idées  en  matière  mathématique,  je  tiens  au 
contraire  à  profiter  de  l'occasion  pour  le  remercier  très  sincèrement 
de  son  compte  rendu;  la  franchise  des  critiques  se  concilie  parfaite- 
ment chez  lui  avec  une  parfaite  courtoisie  de  la  forme  littéraire,  et 
même,  je  le  suppose,  avec  une  bienveillance  amicale,  qui  d'ailleurs 
est  très  réciproque  de  ma  part.  C.-A.  Laisant. 
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vent  avoir  une  propriété  commune;  tels  sont,  par 
exemple,  les  objets  rouges  ;  si  l'on  fait  abstraction  de 
toates  leurs  autres  propriétés,  on  dit  qu'on  les*  considère 
comme  égaux  entre  eux.  Par  déGnition,  deux  objets 
égaux  à  un  autre  sont  alors  égaux  entre  eux,  puisqu'ils 
ont  la  propriété  qui  constitue  l'égalité . 

Si  l'on  a  des  objtrts  «,  A,  c,  ...,  tels  qu'en  les  combi- 
nant au  moyen  d'un  certain  procédé,  on  obtienne  un 
objet  s  qui  reste  égal  à  lui-même  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  combine  les  objets  «,  é,  c,  ...,  on  dira 
que  5  est  la  somme  de  a,  6,  c,  ...;  parmi  les  objets  a, 
i,  ...  il  peut  en  exister  dont  la  considération  n'influe 
pas  sur  la  somme  5;  ces  objets  sont  dits  objets  nuls  ;  a^ 
A,  ...  sont  les  parties  de  s^  etc. 

(La  multiplication  des  nombres  est  un  genre  d'addi- 
tion dans  lequel  l'objet  nul  est  le  nombre  1;  zéro  et  nul 
ne  sont  pas  synonymes.) 

Eh  bien,  des  quantités  de  même  espèce  sont  des  ob- 
jets à  propos  desquels  on  a  défini  l'égalité  et  l'addition. 

\^\\^  quantité  A  est  plus  grande  qu'une  autre  R  de 
même  espèce,  quand  on  obtient  A  en  ajoutant  une  quan- 
tité de  même  espèce  à  B. 

De  là  les  vérités  suivantes  qui  sont,  non  pas  des 
axiomes,  mais  des  vérités  de  définition  :  la  somme  est 
plus  grande  que  ses  parties;  une  somme  ne  change 
pas  quand  on  intervertit  Tordre  des  parties;  et  l'on 
prouve  que,  pour  ajouter  une  somme  à  A,  il  suffit  de  lui 
ajouter  successivement  ses  parties. 

Voilà  pour  la  définition  des  quantités.  Je  ne  fais  pas 
à  M.  Tannery  l'injure  de  croire  qu'il  ignore  ce  que  je 
viens  de  dire;  je  m'étonnerais  seulement  qu'il  nous  ac- 
cuse de  l'ignorer,  si  je  ne  connaissais  toute  sa  bonne  foi 
scientifique. 
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Noire  définition  du  nombre  devient  alors  très  claire; 
je  la  transcris  de  nouveau  : 

«  Le  nombre  est  une  locution ,  ou  un  signe  qui  en  est  la 
représentation  écrite,  et  qui  sert  à  désigner  avec  préci- 
sion une  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  égales,  de 
manière  à  les  distinguer  de  celles  qui  sont  plus  grandes 
ou  plus  petites.  » 

Si  M.  Tannery  veut  se  donner  la  peine  de  lire  le  tout 
petit  Traité  d'Arithmétique  de  MM.  Laisant  et  Lemoine, 
il  verra  que  cette  bonne  définition  du  nombre  permet 
de  faire  la  théorie  des  nombres  incommensurables  d'une 
façon  claire  et  lumineuse,  en  quelques  lignes,  et  en 
s'appuyant  sur  ce  simple  postulatum  (je  dis  postnlatum 
parce  que  les  géomètres  de  Técole  allemande  se  sont 
efforcés  de  le  démontrer  sans  y  parvenir)  : 

K  Une  quantité  qui  croit  sans  devenir  plus  grande 
que  A  jouit  de  cette  propriété  qu'il  existe  une  quantité 
a  dont  elle  finit  par  différer  d'aussi  peu  que  l'on  veut; 
et  a  est,  ou  A,  ou  une  quantité  plus  petite  que  A.  » 

Si  je  ne  craignais  d'abuser  de  l'hospitalité  des  Nou- 
x^elles  Annales  je  ferais  volontiers  une  critique  des 
méthodes  allemandes,  dont  tous  les  géomètres  allemands 
ne  sont  peut-être  pas  de  fervents  adeptes.  C'est  une 
tache  que  j'espère  bien  pouvoir  accomplir  quelque  jour. 
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L*Ouvrage  que  M.  Goursat  vient  d'achever  forme  une  suite 
naturelle  de  celui  qu'il  avait  publié  sur  lesi  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  et  qui  est  rapidement  de- 
venu classique  (*).  Mais,  tandis  que,  pour  le  premier  ordre, 
l'auteur  avait  pu  se  contenter  d'exposer  les  recherches  clas- 
siques et,  par  suite,  avait  eu  seulement  le  mérite,  d'ailleurs 
nullement  négligeable,  d'en  faire  une  exposition  très  simple  et 
très  claire,  ici  la  tâche  a  été  autrement  considérable.  Pour 
rassembler  en  un  corps  les  travaux  divers  auxquels  ont  déjà 
donné  lieu  les  équations  du  second  ordre,  il  était  indispen- 
sable d'élucider  bien  des  points  obscurs  et  délicats  :  c'est  ce 
qu'a  fait  M.  Goursat  avec  un  talent  dont  il  ne  m'appartient 
pas  de  faire  l'éloge. 

Dans  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles,  on  s'est 
placé  jusqu'ici  à  deux  points  de  vue  principaux,  qu'on  peut 
caractériser  par  les  noms  de  Gauchy  et  de  Riemann.  C'est  au 
problème  de  Cauchy,  c'est-à-dire  à  l'étude  de  la  détermina- 
tion des  intégrales  analytiques  par  des  conditions  aux  limites 
elles-mêmes  analytiques,  qu'est  consacré  exclusivement  l'Ou- 
vrage de  M.  Goursat. 

Il  ne  serait  pas  possible  d'indiquer  ici  les  points  principaux 
qui  y  sont  traités  sans  dépasser  beaucoup  les  limites  qui  me 
sont  fixées.  Le  sommaire,  reproduit  en  tète  de  cet  article,  in- 
dique le  plan  général  de  l'Ouvrage;  je  me  contenterai  de  dire 
quelques  mots  sur  deux  des  points  qui  m'ont  le  plus  vivement 
intéressé. 

La  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  est  dominée  par  la  notion  de  caractéristique  :  les  carac- 
téristiques sont  des  courbes   dont  la   détermination    dépend 


(»)  E.  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  rédigées  par  C.  Bourlet.  Paris. 
Hrrmann,  1S91. 
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d'équalions  ditlërenlielles  ordinaires;  on  associe,  d'ailleurs,  à 
chacune  de  ces  courbes  une  déveioppable  qui  la  contient;  et, 
ces  éléments  connus,  la  résolution  et  la  discussion  du  pro- 
blème de  Gauchy  sont  immédiates. 

Il  est,  malheureusement,  bien  peu  probable,  que  l'on  puisse 
trouver,  pour  le  second  ordre,  des  éléments  géométriques  dont 
la  détermination  se  ramène  à  des  équations  di (Té renti elles  or- 
dinaires et  dont  la  connai^^sance  permette  de  résoudre,  sans 
nouvelle  intégration,  le  problème  de  Cauchy.  En  ce  sens,  la 
théorie  des  caractéristiques  ne  semble  pas  susceptible  de  gé- 
néralisation; mais  les  caractéristiques  ont  beaucoup  de  pro- 
priétés intéressante^,  qu'il  e«^t  possible  de  généraliser;  par 
exemple,  la  suivante  :  Deux  surfaces  intégrales  d*unc  équa- 
tion du  premier  ordre ^  qui  ont  un  contact  d* ordre  n  en 
un  point  d'une  'caractéristique y  ont  un  contact  d'ordre  n 
en  tous  les  points  de  cette  caractéristique,  La  notion  de 
caractéristique  avait  été  étendue  aux  équations  du  second 
ordre  par  Ampère,  dont  l'admirable  Mémoire,  longtemps 
resté  le  seul  travail  important  sur  ce  sujet,  mérite  encore 
de  fixer  l'attention  des  géomètres.  M.  Goursat  a  approfondi 
et  généralisé  cette  notion;  les  conséquences  qu'il  en  a  tirées 
donnent  à  son  Ouvrage  beaucoup  d'unité,  malgré  la  diversité 
des  sujets  traités. 

La  lecture  en  est,  d'ailleurs,  rendue  plus  facile  et  plus 
attrayante  par  de  nombreuses  applications  géométriques,  dont 
plusieurs  sont  nouvelles.  Dans  bien  des  questions,  certains 
cas,  a  priori  très  particuliers,  sont  ceux  qui  se  présentent  le 
plus  fréquemtnent  en  pratique  :  j)ar  exemple,  beaucoup  de 
problèmes  d'Analyse  conduisent  à  des  équations  algébriques 
résolubles  par  radicaux.  Les  équations  du  second  ordre  oc 
font  pas  exception  à  celte  règle:  celles  que  les  méthodes  con- 
nues permettent  d'intégrer  jusqu'au  bout  paraissent,  a  priori, 
devoir  être  des  plus  rares  :  cependant,  un  grand  nombre  de 
problèmes  de  Géométrie  conduisent  à  de  telles  équations.  On 
en  trouvera,  en  particulier,  de  très  intéressants  dans  le  Cha- 
pitre IH. 

Il  faudrait  aussi,  pour  parler  des  recherches  de  M.  Goursat 
sur  l'équation  de  Laplax;e,  de  sa  discussion  détaillée  de  la  mé- 
thode de  M.  Darboux,  signaler  le  parti  qu'il  a  su  tirer  de  sa 
connaissance  approfondie  dos  résultats  et  des  méthodes  de 
M.  Lie;  indiquer  enfin   la   place  qu'à  côté  de  ses  travaux  il  a 
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SU  faire  à  ceux  de  ses  élèves.  Ce  leur  sera  un  précieux  en- 
couragement à  continuer  leurs  recherches  et,  peut-être,  pour 
d'autres  jeunes  chercheurs,  un  motif  de  porter  leurs  investi- 
gations de  ce  côté.  Il  y  a  là,  en  effet,  un  champ  assez  vaste  et 
encore  assez  neuf  pour  que  bien  des  travailleurs  puissent  y 
faire  besogne  utile  :  le  livre  de  M.  Goursat  sera  pour  eux  un 
outil  indispensable  ;  à  côté  d'un  exposé  complet  des  progrès 
les  plus  récents  de  la  théorie  et  d'indications  sur  les  points 
qui  appellent  de  nouvelles  recherches,  ils  y  trouveront  des 
renseignements  bibliographiques  très  complets;  je  serais 
presque  tenté  de  dire  :  trop  complets  pour  ceux  qui  n'ont  pas 
encore  assez  d'expérience  pour  distinguer  eux-mêmes  les  plus 
importants. 

Mais  l'Ouvrage  de  M.  Goursat  ne  s'adresse  pas  seulement 
aux  chercheurs  :  sa  lecture  est  nécessaire  à  quiconque  ^eut  se 
tenir  au  courant  des  progrès  d'une  des  branches  de  la  Science 
qui,  si  elle  est  des  plus  difficiles,  est  aussi  des  plus  intéres- 
santes. Emile  Borël. 

Nouvelles  Tables  de  logaruhnies  à  cintj  décimales, 
par  E.  Moroijv,  Professeur  au  Collège  de  Bloîs.  Chez 
Tauteur  :  i^',35. 

Les  Tables  de  M.  Mou  gin  contiennent  : 

1°  En  neuf  pages,  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo 
h III  logarithmes  à  la  page),  avec  diflérences  et  parties  pro- 
portionnelles; le  chiflVeà  gauche  du  nombre  dont  on  cherche 
le  logarithme  indique  la  page  à  consulter.  E\.  :   )94(>»  P^n^  ^\ 

2"*  En  dix-huit  pages,  l(»s  logarithmes  des  sinus,  cosinus, 
tangentes  et  cotangêntes  de  minute  eu  minute  pour  tous  les 
arcs  du  premier  quadrant.  Même  disposition  que  pour  les  lo- 
garithmes des  nombres  ; 

3"  Des  notices  explicatives,  avec  de  nombreux  exemples; 

4"  Des  formules,  mathémaliques  et  physiques,  reliées  par  un 
fd,  pouvant  être  détachées  au  moment  d'un  examen,  puis  re- 
placées. 

On  voit  que  l'auteur  est  parvenu  à  condenser  beaucoup  de 
choses  en  bien  peu  d'espace.  El  pourtant  pas  d'obscurité,  pas 
d'erreurs  possibles,  en  dehors  de  celles  qui  sont  dues  àTélour- 
derie  et  qui  se  produi*ient  a>ec  des  Tables  quelconques. 
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La  disposition  nouvelle  adoptée  par  M.  Mougin  est  absolu- 
ment ingénieuse;  elle  serait  longue  à  décrire,  mais  un  coup 
d'oeil  permet  de  s*en  rendre  compte  immédiatement.  Quant  au 
résultat  obtenu,  nous  citerons  seulement  ce  fait  :  là  où  d'excel- 
lentes Tables  classiques  emploient  plus  de  90000  caractères, 
pour  les  logarithmes  des  nombres,  M.  Mougin  en  emploie  seu- 
lement 2954B. 

Il  serait  bon  d'essayer  ces  nouvelles  Tables  d'une  façon  un 
peu  générale  et  systématique,  afin  de  pouvoir  se  prononcer 
définitivement  sur  leur  valeur  pratique.  Les  lecteurs  des^Vott- 
velles  Annales  que  la  question  intéresserait  pourront  s'a- 
dresser directement  à  l'auteur.  Il  se  fera  un  plaisir  de  leur 
envoyer  immédiatement  un  exemplaire  à  titre  d'hommage,  sur 
le  désir  qui  lui  en  serait  exprimé. 

Essai  sur  /<?«  conditions  et  les  limites  de  la  certitude 
logique,  par  G.  Milhaud,  cliargé  de  cours  à  la  Faculté 
des  Lettres  de  Montpellier,  (i  vol.  in-i2  de  la  BibUo- 
thèque  de  Philosophie  contemporaine,  a*^*",  5o,  deuxième 
édition  revue.  Félix  Alcan,  éditeur.) 

M.  Milhaud,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  avait  pré- 
senté ce  travail  comme  thèse  pour  le  doctorat  es  lettres,  à  la 
Sorbonne.  Il  a  donc  pu,  grâce  à  ses  connaissances  mathéma- 
tiques, établir  avec  une  compétence  particulière,  dans  cette 
étude  philosophique,  les  exemples  sur  lesquels  s*appuie  sa 
discussion. 

L'auteur  s'est  proposé  de  montrer  que  la  contradiction  lo- 
gique n'autorise  aucune  affirmation  en  dehors  des  faits  parti- 
culiers directement  observés.  Sa  méthode  repose  sur  la  dis- 
tinction fondamentale  de  ce  qui  est  donné  et  de  ce  qui  est 
construit,  dans  les  éléments  de  la  pensée. 

Apres  avoir  établi  directement  sa  thèse,  il  la  confirme  par 
un  appel  au  témoignage  des  Mathématiques,  puis  il  s'attache 
à  ruiner,  par  un  examen  direct,  ce  que  les  opinions  couram- 
ment formulées  sur  quelques  problèmes  philosophiques  pré- 
sentent de  manifestement  contradictoire  avec  ses  conclu- 
sions. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1767. 

(1897,  p.  243). 

fêtant  donné  un  point  M  de  VespacCf  on  lui  fait  corres- 
pond rc  le  point  W  qui  lui  rsf  diamétralement  opposé  dans 
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la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  cercle  fixe  \ 
donné  dans  un  plan  tz.  Si  le  point  M  décrit  une  courbe  (M) 
ou  une  surface  [M],  lé  point  M'  décrit  une  courbe  (M')  ou 
une  surface  [M']. 

Démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

I"  Si  la  surface  [M]  est  une  quadrique  passant  par  le 
cercle  F,  la  surface  [M']  est  aussi  une  quadrique  passant 
par  ce  cercle. 

Ces  deux  quadrique  s  se  coupent  suivant  un  second 
cercle  Yx  et  la  sphère  admettant  V pour  section  diamétrale 
contient  aussi  le  cercle  Yx- 

Si  la  surface  [M]  se  réduit  à  un  plan,  le  théorème  sub- 
siste, mais  la  quadrique  [M']  passe  alors  par  le  point  à 
l'infini  dans  la  direction  normale  au  plan  du  cercle  Y. 

9.*'  Si  la  courbe  (M  )  est  une  section  circulaire  de  la  qua- 
drique [  M  ]  dans  un  plan  parallèle  au  plan  tz^  du  cercle  Y\. 
la  courbe  (M')  est  une  section  circulaire  de  la  quadrique 
[M']  également  dans  un  plan  parallèle  à  7:1. 

3"  Pour  des  surfaces  ou  des  courbes  quelconques,  on  a  les 
propositions  suivantes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  M  et  en  M'  aux  sur- 
faces [M  I  et  I  M'],  respectivement  menées  par  M'  et  M,  se 
coupent  dans  le  plan  tt. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  normaux  en  M  et  en  M' 
aux  courbes  (M)  et  (M'),  respectivement  menés  par  W  et}\, 
se  coupent  dans  le  plan  tz. 

(Cette  seconde  proposition  est  une  conséquence  immé- 
diate de  la  première  ).  (  M.  d'Oca.gnk). 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Hetali. 

Appelons  C  le  centre  de  la  sphère  T»  admettant  Y  pour  sec- 
tion diamétrale,  O  le  pùle  de  tz  par  rapport  à  F*,  Mi  le  symé- 
trique de  M'  par  rapport  au  centre  C;  les  points  M  et  Mi  se 
correspondent  dans  une  transformation  d'Hirst  ayant  Y-  pour 
quadrique  double,  et  le  point  O  (à  l'infini)  pour  pôle. 

La  transformation  définie  par  Fénoncé  est  donc  \t produit 
d'une  inversion  quadrique  et  d'une  symétrie  centrale,  et  par 
suite  une  transformation  quadratique  rationnelle  involuli^e. 
Il  s'ensuit  que,  à  une  courbe  (M)  de  l'ordre  n  ayant  p  points 
dans  le  plan  t:,  non  placés  sur  le  cercle  F,  coupant  le  cylindre 
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(rO)en  r  points,  el  qui  passe  q  fois  par  le  point  O,  corres- 
pond en  général  une  courbe  (M')  de  l'ordre  n' =  n-^-p  —  q, 
qui  rencontre  le  plan  tt  en  q  points  non  situés  sur  F  et  en  /• 
placés  sur  F,  qui  passe  p  fois  par  le  point  O,  et  coupe  le  cy- 
lindre (F  O)  en  /i —  p  points.  Les  seules  droites  ayant  pour 
correspondants  des  droites  (ou  mieux  des  coniques  dégénérées) 
«col  celles  qui  passent  par  O  ou  par  des  points  du  cercle  F. 
A  une  surface  [M]  de  l'ordre  n,  de  la  classe  m^  ayant  pour 
ordre  du  complexe  de  ses  tangentes  c,  et  n*ayant  pas  de  re- 
lations spéciales  de  position  avec  it  el  F,  correspond  une  sur- 
face [M']  de  Tordre  m  et  de  la  classe  •?.  n  ~\- m -^  c ,  passant 
n  fois  par  le  cercle  F  et  aussi  n  fois  par  le  point  à  rinfini  O. 
Si  [M]  passe  q  fois  par  V  et  p  fois  par  O  se  détachent  de  la 
*iurface  [M'J  q  cylindres  (FO)  et  p  plans  tz  :  l'ordre  de  [M'] 
devient  a/i  —  •}.q — /?,  [M'J  passe  n — p  —  q  fois  par  F  et 
n  —  iq  fois  par  le  point  O. 

l.a  transformée  [M'J  passe  en  outre  évidemment  par  la 
courbe  S])hérîquc  symétrique,  par  rapport  au  centre  C  de  F*, 
de  la  courbe  où  la  sphère  F*  est  coupée  par  [M]. 

En  particulier,  à  un  plan  a  correspond  une  quadrique  passant 
par  O,  par  F  et  par  le  cercle  intersection  de  la  sphère  F*  avec 
le  plan  at  symétrique  de  a  par  rapport  à  C.  A  une  quadrique 
menée  par  F  correspond  une  quadrique  [M']  qui  passe  par  F 
et  par  le  cercle  Fi,  symétrique  par  rapport  à  C  de  l'intersec- 
tion ultérieure  de  [M]  avec  F*.  Si  la  quadrique  [MJ  passe 
aussi  par  le  point  O,  [M']  dégénère  en  deux  plans,  l'un  des- 
quels est  -ïî  (qu'on  ne  compte  pas)  et  l'autre  le  symétrique  de 
celui  qui  contient  l'intersection  ultérieure  de  [M]  avec  F*. 
Comme  la  transformation  est  involutoire  ce  deuxième  plan  est 
celui  auquel  correspond  la  quadrique  [M],  etc.  Aux  plans  de 
l'espace  correspondent  les  quadriques  d'une  gerbe  particu- 
lière, dont  les  paraboloïdcs  de  révolution  correspondent  aux 
plans  parallèles  à  tc,  les  cônes  aux  plans  tangents  à  F,  etc. 

a"  A  la  courbe  (M),  intersection  de  la  quadrique  [M]  avec 
un  plan  v  parallèle  au  plan  Hi  de  la  section  circulaire  F],  cor- 
respond l'intersection  ultérieure  des  quadriques  [M'J  et  [N'J, 
transformées  respectivement  de  [MJ  et  de  v;  les  trois  qua- 
driques F«,  [M'J,  [N'J,  ayant  en  commun  la  conique  F,  ont  deux 
à  deux  une  autre  courbe  plane  commune,  et  les  plans  de  ces 
trois  dernières  courbes  forment  un  faisceau  :  mais  F*  et  [M] 
se  coupent  suivant  les  cercles  F  et  Fi,  de  même  F^  et  [N'J  se 
coupent  suivant  F  et  le  cercle  F',  intersection  de  la  sphère  F- 
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avec  le  plan  v',  symétrique  de  v  par  rapport  à  C,  les  plans  des 
cercles  Pi  et  V  sont  parallèles;  donc,  etc  (*). 

'S**  Les  normales  en  M  et  M]  aux  surfaces  [M]  et  [MJ,  qui 
se  correspondent  dans  la  transformation  d'Hirst,  sont  dans  le 
plan  MMiO  5  jx  :  les  normales  à  [  IVl]  et  [M']  en  les  points  M 
et  M'  sont  donc  dans  ce  môme  plan  ^  et  coïncident  avec  les 
normales  en  M  et  iM'  à  la  courbe  plane  ([M],  {JL)ct  à  sa  trans- 
formée ;  en  appelant  P  leur  intersection,  les  parallèles  aux  nor- 
males en  M  et  M'  à  [M]  et  [M'],  respectivement  menées  par  M' 
et  M,  se  coupent  sur  la  droite  (fiic)  en  le  point  qui  est  symé- 
trique de  P  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  (MF). 

Voici,  au  sujet  de  cette  question,  quelques  remarques  qui 
nous  ont  été  communiquées  par  M.  A.  Mannheiii. 

Par  l'axe  du  cercle  T  et  par  le  point  M  faisons  passer  un 
plan  R.  Ce  plan  coupe  T  aux  points  F,  F';  il  coupe  S  suivant 
la  courbe  (M)  et  S'  suivant  la  courbe  (M'). 

Dans  le  plan  R(^^.  i),  la  courbe  (M')  est  le  lieu  des  points  M' 
diamétralement  opposés  aux  points  M  sur  les  cercles  passant 

Fig.  I. 


par  ces  points  et  par  F  et  F',  ou  encore,  elle  est  telle  que  le 
segment  MM'  soit  vu  sous  un  angle  droit  de  chacun  des 
points  F  ou  F'. 

Cherchons  la  normale  en  M'  à  (M').   Lorsque  FM  tourne 


('  )  En  général,  à  toute  section  plane  d'une  quadrique  menée  par  F 
correspond  un  cercle,  et  par  suite  à  chaque  conique  menée  par  im 
point  de  T. 
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autour  de  F  de   l'angle    infiniiiicnt    petit  ^/co,   le   point  M  se 
déplace  sur  (M)  de  l'arc  infiniment  petit  d{M).On  a 


la  droite  Ma 

étant  la  normale 

en  M  à  (M). 

De  même 

rf(M')  = 

M'a'.rfo); 

par  suite 

^(M) 

Ma 

rf(M') 

"  M'a  * 

On  trouve 

de 

même,  au  moyen  de  F', 

^(M) 

_    M?. 

d{M') 

~  M' fi' 

On  a  alors 

Ma 

M'a' 

M?  " 

-M'?'- 

Menons  M'N  parallèlement  à  Ma.  Les  droites  M'M,  M'F, 
M'F',  M'N  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique 

est  égal  à  ttô*  ^^^  suite,  en  coupant  ce  faisceau  par  FG,  ce 

rapport    donne   le   rapport  anharmonique  des  points   F,   F', 
\,  G. 

.     ,  M'a' 
En  prenant  le  rapport  égal  tïtq-,»    on    arrive    alors   a    ces 

M  ^ 

mêmes  points,  donc  :   les  parallèles  aux  normales  en  M  et 

M'  aiLv  courbes  (M),  (M'},  menées  respectivement  par  M'  et 

M,  se  coupent  en  un  point  N  de  la  droite  FF'. 

La  sphère,  menée  par  T  et  par  M,  coupe  S  et  S'  suivant  des 
courbes  correspondantes. 

Menons  par  MM'  le  plan  U  qui  les  touche  en  M  et  M'.  Ce 
plan  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  G  tangent  à  ces  courbes 
en  ces  points. 

Les  normales  en  M  et  M'  à  S  et  S',  ainsi  que  les  parallèles  à 
ces  droites,  menées  respectivement  de  M'  et  M,  se  projettent 
alors  sur  le  plan  U  suivant  le  diamètre  MM'  du  cercle  G;  au- 
trement dit:  ces  dernières  droites  rencontrent  l'axe  du  cercle 
C.  Mais,  d'après  ce  qui  précède,  leurs  projections  sur  R  se 
coupent  en  un  point  du  plan  de  T;  donc  :  les  parallèles  aux 
normales  en  M  et  M'  aux  sur/aces  S  et  S',  menées  respecti- 
i^ement  par  M'  et  M,  passent  par  la  trace  de  l'axe  du 
cercle  G  sur  le  plan  de  V. 
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Celte  démonstration  géométrique  a  l'avantage  de  préciser 
la  position  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles. 

Cherchons  maintenant  le  centre  de  courbure  <le  (M')  pour 
le  point  M'.  Pour  cela,  je  vais  d'abord  donner  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Un  segment  ah  {fig,  2),  de  longueur  v^ariable,  est  limité 
aux  courbes  {a)  et  {b)\  il  se  déplace  en  restant  tangent  à 
une  courbe  donnée  {e).  Du  point  b  on  mène  une  parallèle 
à  la  tangente  ac  menée  de  a  à  une  courbe  donnée  {c)  : 
construb^e  le  point  où  cette  parallèle  touche  son  enveloppe. 

Kig.  2. 


On  prend  le  point  de  rencontre  g  de  la  normale  en  c  à  (c) 
avec  la  normale  en  a  à  (a)  et  l'on  mène  la  perpendiculaire^/' 
à  ab.  Cette  droite  coupe  ac  en  h  et  Ton  mène  la  droite  Ae 
qui  rencontre  en  m  la  parallèle  bni  à  ac,  La  perpendiculaire 
ml  à  ab  donne,  sur  la  normale  en  6  à  (6),  le  point  /  que  l'on 
projette  en  i  sur  bm  :  le  point  i  est  le  point  demandé. 

Reprenons  la  courbe  (iM')  ijig.  1)  et  supposons  connu  le 
centre  de  courbure  |x  de  (M)  pour  M.  Lorsqu'on  déplace  M 
sur  (M)  le  milieu  0  de  IMM'  reste  sur  la  perpendiculaire  éle- 
vée du  milieu  de  FF'  à  ce  segment.  On  connaît  alors  la  nor- 
male en  ce  point  O  à  la  ligne  qu'il  décrit,  et  comme  on  con- 
naît les  normales  en  IM  et  M'  à  (M)  et  (M'),  on  peut  facilement 
construire  le  point  E  où  MÎNI'  touche  son  enveloppe. 

Connaissant  E  et  |x,  on  détermine  par  la  construction  précé- 
dente le  point  L  où  i^^^  touche  son  enveloppe. 

Prenons  maintenant  iMN,  dont  les  extrémités  décrivent  de? 
lignes  dont  on  possède  les  normales  en  M  et  N;  en  outre,  les 
parallèles  M  |jl,  M'N  touchent  leurs  enveloppes  aux  points 
{JL,  L.  Par  une  construction  inverse  de  celle  qui  précède,  on 
peut  construire  le  point  H  où  M\  louche  son  enveloppe. 
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Enfin,  connaissant  le  point  K  où  MM'  touche  son  enve- 
loppe et  le  point  II  qui  vient  d'être  déterminé,  on  peut  con~ 
siruire  le  point  [i'  où  la  parallèle  menée  de  M'  à  MH  touche 
son  enveloppe  :  ce  point  ji'  est  le  centre  de  courbure  de  (M') 
pour  le  point  M'. 


QUESTIONS. 


399(1857,  391).  Soient  donnés  un  tétraèdre  quelconque 
abcd  et,  dans  son  intérieur,  un  point  o  tel  que  les  droites  oa, 
ob^  oc  déterminent  un  angle  trirectangle  ;  je  mène  par  le  point  o 
tles  plans  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre;  ces  plans  déter- 
minent dans  chaque  angle  trièdre  des  parallélépipèdes  dont 
je  désigne  les  volumes  par  P^,  Pa,  Pc>  Pf/»  On  a 

/ort\«       /ob\^       /ocY       /od\^ 

(Manniieih.) 

400(1857,  391  ).  Soit  u  une  fonction  rationnelle  et  entière 
(lu  degré  n  d'un  nombre  quelconque  de  variables  37,  ^,  -5,  . . ., 
et  soient  du,  d^u,  ...,  </'»w  les  différentielles  successives 
qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  dr^  dy,  dz,  ...  sont 
constantes  (*). 

Formons  l'équation 

tnd'^u-^-  nt"-^d'^-^u-\-  /i(/i—  !)/«-« c?'»-« a 

-+-  71  (n  —  I) (/i  —  2 )  ^«-»  d»-^  u 

H-  71  (/l I  )  (/l  2  )  .  .  .   7s  t  du 

-+-  n{n —  i){n  —  2) . . .  2.  i  .a  =  o. 

Formons  une  fonction  symétrique  quelconque  rationnelle  et 
entière  des  différences  des  racines  de  cette  équation;  sa  va- 
leur est  une  fonction  entière  des  coefficients  d^u,  d^-^u, 
</"-',  ...,  du^  Uy  et,  par  conséquent,  une  fonction  de  x,  ^, 
^,  . . .,  dx,  dy,  dz,  ...  ;  si  l'on  différcntie  cette  dernière  fonc- 


(')  Alors  du  renferme  dx.  dy,  dz;  d^u  renferme  dx"^,  dy,  dx^ 
dy-y  ...  et  t/"+'  =  o. 
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tion  en  traitant   dx,  dy,  dz^  . . .    comme   des  constanlesi  on 
trouve  un  résultat  identiquement  nul. 

(MiCHAEL   ROBERTS). 

Note  du  Rédacteur. 

Exemple.  —  Soii 

n  =  '2, 

du  —  'i.{axdx  -^  by  dy~h  cz  dz), 
d*u=^  ^(adx^  -4-  bdy*  -h  cdz*). 

L'équation  en  /  est 

/'  d*  u  -+-  J.  t  du-\-iu  —  o. 

Choisissons  pour  fonction  symétrique  la  somme  des  carn*-; 
des  différences  des  racines;  cette  somme  est 

4(«?a* —  iud*u)  =  —  \6[ab(x  dy  —  y  dxy 

-h  ac{x  dz  —  zdx)^ 
-f-  bc(y  dz  —  zdy)^\; 

diiïérentiant  cette  valeur  en  regardant  dx,  dy,  dz  comme  con- 
stants, le  résultat  est  identiquement  nul. 

41i  (1858,  3i).  Quel  est  l'aspect  du  monde  pour  un  specta- 
teur placé  sur  la  Lune  supposée  sans  atmosphère?  par  quels 
moyens  ce  spectateur  peut-il  reconnaître  que  la  Lune  tourne 
autour  de  la  Terre  et  pas  la  Terre  autour  de  la  Lune? 

^24  (1858,  32).  On  a  mesuré  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphérique  ABC;  a,  p,  y  sont  les  erreurs  absolues  respectives 
qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés  n,  b,  c. 
Évaluer  l'influence  de  ces  erreurs  sur  les  angles  A,  B,  G. 

(Gaillet.) 

1800.  On  coupe  une  cubique  ayant  un  point  de  rebrousse- 
ment  par  une  droite  quelconque.  Par  chacun  des  points  de 
rencontre  on  peut  mener  à  la  cubique  une  tangente,  autre 
que  celle  qui  touche  la  cubique  en  ce  point.  Démontrer  que 
les  trois  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  en  ligne 
droite. 

Propriété  corrélative.  (A    Gazamian.) 
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[I2c] 

SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DARITHMÊTIQUE; 

Par  m.  C.  MOREAU, 


Colonel  d'Vrtilleric  m  rerrailc. 


Théorème  I.  —  Les  restes  de  la  division  par  p  de 
p  ternies  successifs  d'une  progression  arithmétique  de 
raison  N,  />  e^  N  étant  premiers  entre  eux,  sont  dans 
un  certain  ordre,  en  n'admet  faut  pas  de  reste  nul,  les 
p  premiers  nombres 


(I)               I,  ?.,   ^. 

...,    (7>--i),   />. 

En  effet,  soîl 

i  a,     a  -1-  N, 

..,     <r-h(/>-i)N 

la  progression  arilliméliqmt  considéréiî  ;  les  resles  de  la 
division  de  ses  lei mes  par/>  sonl,  en  u'admellant  pas  de 
reste  nul,  au  plus  égaux  à  p\  de  plus,  ils  sont  tous  dif- 
férents; car  si,  par  exemple,  a  -f-  KN  et  a  -f-  ¥JiS  don- 
naient le  même  reste,  il  en  résulterait  que  p  diviserait 
la  différence  (K'  —  K)^^,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il est  premier  avec  N  et  foreémcîul  plus  grand  qut; 
K' — K^  ces  restes  sont  donc,  dans  un  certain  ordre,  les 
termes  de  la  suite  (i). 

Corollaire.  — Il  y  a  dans  la  suite  (2)  autant  de 
nombres  premiers  avec />  que  dans  la  suite  (i)  et  il  s'y 
trouve  un  terme,  et  un  seul,  divisible  par  /;. 

Définition, —  On  a\y}^v\\ii  indicateur  d'un  nombre >i, 
et  Ton  désigne  par   la  notation  f  (JN)  le  nombre   qui 
Ann.  de  i\fathémat.,  ^'  st  rie,  t.WJI.  (Juillrl  1898.)  nj 


(  >î)4  ) 

exprime  combien  la  suite 

I,     u,     3,     ...,     (N-i),     N 

contient  de  termes  premiers  avec  N . 

D'après  cette  déûnition,  on  a 

?(i)  =  i,        ?(^)=î,        o(N)  =  N-i 

lorsque  N  est  un  nombre  premier. 

Théorème  II.  —  Si  Von  multiplie  un  nombre  quel- 
conque N  par  un  nombre  premier  p^  on  a 

o(;,N)=/?o(N)        ou        (;,_i)<p(!>î), 

suivant  que  p  divise  ou  ne  divise  pas  N. 

Pour  le  démontrer  formons  le  Tableau  des  pN  pre- 
miers nombres  en  les  écrivant  par  rangées  successives 
de  N  nombres 


2, 

3, 

. .,           a, 

..,        N-i, 

N 

I-4-N, 

2-f-N, 

3H-N, 

a-r-N, 

..,       aN  — I, 

2\ 

I  -\-  KN, 

U4-KN, 
î 

3-4-KN,       . 
3+(/7-r)N,   . 

..,     a4-KN, 

..,  a+(/?-i)N,  .. 

..,  (Ku-,)N-, 

,(K-iiN 

Ko-ON, 

.,       /^N-i, 

P^ 

et  cherchons  combien  il  y  en  a  qui  sont  premiers  avec 
le  produit  ;>N. 

Prenons  le  terme  quelconque  a  +  KN.  Pour  que  ce 
terme  soit  premier  avec  pN,  il  faut  qu'il  le  soît  avec 
N  et  cela  ne  peut  arriver  que  si  a  lui-même  est  premier 
avec  N  ;  les  nombres  cherchés  ne  peuvent  donc  se  ren- 
contrer que  dans  les  o(lN)  colonnes  commençant  par 
ceux  des  nombres  de  la  première  rangée  qui  sont  pre- 
miers avec  N.  Voyons  maintenant  combien  chacune  de 
ces  colonnes  en  contient,  par  exemple  celle  commen- 
çant par  a. 


(  •-«9'i  ) 
Premier  cas  :  Le  nombre  premier  p  divise  N.  — 
Les  p  termes  de  la  colonne  considérée  étant  premiers 
avec  N  le  sont  aussi  avec  le  produit /;N  qui  ne  contient 
pas  de  facteurs  premiers  étrangers  à  ]S.  Ainsi,  dans  ce 
cas,  on  a 

Deuxième  cas  :  Ac  nombre  premier  p  ne  dn^ise 
pas  ï\.  —  Les  p  termes  de  la  colonne  considérée  for- 
ment une  progression  arillimé tique  de  raison  ]N  ;  or, 
d'après  le  corollaire  du  théoième  I,  p  étant  premier 
avec  N,  il  y  a  dans  celte  progression  autant  de  ternies  pre- 
miers a\ec  p  que  dans  la  suite  des  p  premiers  nombres, 
c'est-à-dire  p  —  i ,  et  ves  p  —  i  nombres  étant  à  la  fois 
premiers  avec  JN  et  avec/?  le  sont  avec  le  produit />\. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  on  a 

Corollaire  I.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si 
/;,  ^,  r,  ...  sont  les  fadeurs  premiers  entrant  dans  la 
composition  de  N,  on  a 

^'^^  ?(N)  =  —^— (/>-!)(  7 -'H '•-')...* 

ce  que  l'on  écrit  aussi 

,4,  ,(N,  =  N(._l)(._l)(.._i).... 

Corollaire  II.  —  iM  et  A  étant  deux  nombres  quel- 
conques premiers  entre  eux,  on  a 

^(MN;  =  o(M)«rN). 

Si,  au  contraire,  M  ne  contient  pas  de  facteurs  pre- 
miers étrangers  à  N,  ou  a 

^(M\)  =  M©(\). 


(  296) 
Remarque,  —  ?(^)   <^st  toujours  un   nombre  pair, 
excepté  pour  M  =  i  ou  2. 

Théorème  III.  —  Si  Von  multiplie  les  ?(N)  nom- 
bres  qui  ne  surpassent  pas  N  et  sont  premiers  avec  lui, 
par  Vun  quelconque  d^entre  eux,  on  obtient  une  suite 
de  termes  dont  les  restes  de  la  division  par  K  sont 
dans  un  certain  ordre  les  «p  (  N  )  nombres  desquels  on 
est  parti. 

Soient,  en  effet, 

(5)  I,     a,     6,     c,     ...,     N  — I, 

les  ç(N)  nombres  qui  ne  surpassent  pas  N  et  sont  pre- 
miers avec  lui;  en  les  multipliant,  par  exemple,  par  a, 
nous  aurons  une  suite  de  termes 

(6)  a,     a',     ab,     ac^     ...,     a(N  —  i) 

qui  seront  tous  premiers  avec  jN  :  donc  les  restes  de  la 
division  par  ce  nombre  seront  également  premiers  avec 
lui  et  feionl,  en  conséquence,  partie  de  la  suite  (5); 
de  plus,  ces  restes  sont  tous  différents,  car  si  deux 
termes  quelconques  ab  et  ac  donnaient  le  même  reste,  il 
en  résulterait  que  N  diviserait  leur  différence  (c  —  b)a^ 
ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  premier  avec  a  et 
forcément  plus  grand  que  c  —  A;  ce  sont  donc,  dans 
un  certain  ordre,  les  nombres  mêmes   de  la  suite  (5). 

Corollaire.  —  Ce  théorème  montre  que,  si  l'on  dé- 
signe par  A  un  nombre  quelconque  de  la  suite  (5),  il 
existe  dans  la  suite  (6)  un  terme,  et  un  seul,  qui,  divisé 
par  N,  donne  A  pour  reste.  On  peut  donc  dire  qu'à 
chaque  nombre  a  de  la  suite  (5)  eu  correspond  un 
autre  b  tel  que  ab  —  A  soit  divisible  par  j\,  à   moins 
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que  a  ne  se  corresponde  à  lui-même  el  que  iN    ne  divise 
a2— A. 

Ainsi,  les  nombres  de  la  suite  (5)  sont  de  deux  es- 
pèces par  rapport  à  A  : 

1**  Ceux  a,  i,  c,  rf,  .  .  .  ([ui  sont  tels  que  les  ditl'é- 
rences  ab  —  A,  cd  —  A,  ...  soient  divisibles  par  N;  ils 
sont  dits  associés  deux  à  deux  par  rapport  à  A  pour  le 
module  I\  ; 

a**  Ceux  a,  p,  ...  qui  sont  tels  que  les  difterenees 
a^  —  A,  ^* —  A,  .  .  .  soient  divisibles  par  N^  ils  sont 
dits  égaux  à  leurs  associés  par  rapport,  à  A  pour  le 
module  _%  et  nous  en  désignerons  le  nombre  par  la  no- 
tation JJLj^(N). 

Remarque,  —  Il  est  à  lemarquer  que  les  nombres  de 
celle  dernière  catégorie  sont  deux  à  deux  complémen- 
taires àN,  car  il  est  évident  que,  si  a-  —  A  est  divisible 
parN,  il  en  est  de  même  de  (N  —  a)^  —  A. 

Il  y  a  lieu  d'examiner  en  particulier  le  cas  de  A  =  i 
et  de  déterminer  combien  il  y  a  alors  de  nombres  égaux 
à  leurs  associés  par  rapport  à  i ,  ou  simplement  égaux  à 
leurs  associés,  pour  le  module  N. 

Théorème  IV.  —  Le  nombre  |X|(^)  des  nombres 
égaux  à  leurs  associés  pour  le  module  N  peut  être  re- 
présenté par  une  puissance  de  2  dont  l'exposant  est 
égal  au  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  entrant 
dans  la  composition  de  N  augmenté  de  o,  de  i  ou  de  2^ 
suivant  que  le  facteur  ?.  y  entre  lui-même  au  plus  une 
fois  y  deux  fois  ou  plus  de  deux  fois, 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  les  con- 
sidérations qui  vont  être  exposées. 
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PiiEMiER  CAS  :  Lorsque  N  est  une  puissance  de  a,  on  a 

îJt,(N)  =  I,  -2  ou  4, 

suivant  que  V exposant  de  cette  puissance  est  i ,  2  ou 
est  supérieur  à  2. 

Les  deux  premiers  résultais  sout  évidents.  Quant  au 
troisième,  pour  que  a*  —  i  ==(a  —  i)(a-|-  i)  soit  divi- 
sible par  N,  il  faut  que  l'un  des  deux  nombres  a  —  i  ou 

a  4-  I  soit  divisible  par  -  ,  car,  N  étant  une  puissance 

de  2,  ces  nombres  sont  des  nombres  pairs  consécutifs 
dont  l'un  ne  contient,  par  conséquent,  qu'une  fois  le 
facteur  2  -,  or  il  n'y  a  que  quatre  valeurs  de  a  pour  les- 

quelles  cette  condition  soit  remplie,  savoir  :  i, i, 

N 

~  -h  I,  N  —  I,  ce  qui  démontre  le  troisième  résultat. 

Deuxième  cas  :  Lorsque  N  est  un  nombre  premier 
impair,  on  a 

Eu  cflet,  le  nombre  premier  N  doit  diviser  a  —  i  ou 
a  -h  I  et  cela  ne  peut  arriver,  a  étant  inférieur  à  N,  que 
pour  a  =  I  et  a  =  N  —  i . 

Troisième  cas  :  Si  l'on  multiplie  un  nombre  quel- 
conque N  par  un  nombre  premier  impair  p^  on  a 

[i,(^N)  =  fx,(N)        ou        ï[Jti(N), 

suii^ant  que  p  divise  ou  ne  divise  pas  JN. 

Ecrivons  de  la  même  manière  que  précédemment  le 
Tableau  des  /;N  premiers  nombres  et  cherchons  com- 
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bien  il  y  en  a  dont  le  carré,  diminué  d'une  unité,  soit 
divisible  par^N. 


I, 

2, 

3. 

a, 

...,         N-i, 

N 

«-N, 

2  4-N, 

3-hN, 

..,        an-N, 

...,       aN-i, 

aN 

i  ^  K\, 

i-hK\, 

3  4-  K.\,        . 

..,       x-+-K\, 

...,  (K-+-i)N-i, 
•  ••»   •••• > 

(K-+-ON 

iH/>-ON,  2+(;>-,)N,  3-H(^_,)N,  ...,   ,_j-(;,-i)N,    ...,       /?N-i,  pN 

Prenons  le  terme  quelconque  a  -f-  KN,  son  carré, 
diminué  de  i,  est  a^ — i -i- 2aKN +  K^^''',  et  il  est 
clair  que  cette] quantité  n^est  divisible  par  N  que  si 
a* — I  lui-même  Test;  ou  ne  peut  donc  rencontrer  les 
nombres  cherchés  que  dans  les  colonnes  commençant 
parles  [jl|  (N)  nombres  jouissant  de  la  même  propriété 
par  rapport  à  N,  Voyons  maintenant  combien  chacune 
de  ces  colonnes  en  contient,  par  exemple  celle  com- 
mençant par  a. 

Le  nombre  premier  impair  p  divise  IN.  —  Pour  que 
a^— i4-2aKNH-K2JN^  soit  divisible  par />N,  il  faut 

et  il  suffit  que  — ^^ h  2  a K  -f-  K^ iN'  ou,    puisque  p  est 

facteur  de  N,  que  — ^^^ — h  aaK  soit  divisible  par  />;  fai- 
sons la  même  opération  sur  tous  les  nombres  de  cette 
colonne,  nous  obtiendrons  p  termes  successifs  d'une 
progression  arithmétique  de  raison  2a j  or  ^  est  pre- 
mier avec  2a  puisqu'il  est  impair  et  que,  divisant  N,  il 
ne  peut  diviser  a  qui  est  premier  avec  N:  donc  (théo- 
rème I,  corollaire)  cette  progression  contient  un  terme 
et  un  seul  divisible  par  p.  Ainsi,  dans  chaque  colonne 
commençant  par  un  nombre  tel  que  a,  il  y  a  un  nombre 
et  un  seul  dont  le  carré,  diminué  de  i ,  est  divisible  par 
/7N,  d'où  il  suit  jjL,  (/7N)  =  [A,  (N). 
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Le  nombre  premier  impair  p  ne  diifise  pas  K.  — 
Pour  que  (a  -hKN)^  —  i  soit  divisible  par  ;;N,  comme 
il  est  déjà  divisible  par  N  et  que  p  est  premier  avec  N, 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  divisible  par  p\  mais,  au 
point  de  vue  de  la  divisibilité  par/^,  il  revient  au  même, 
au  lieu  de  considérer  les  nombres  eux-mêmes  tels  que 
a  -i-  KN,  de  considérer  les  restes  de  leur  division  par  p. 
Or  ces  nombres  forment  une  progression  arithmé- 
tique de  raison  N  et,  d*après  le  théorème  1,  les  restes 
de  leur  division  par  p  sont,  dans  un  certain  ordre,  les 
p  premiers  nombres  ;  il  y  en  a  donc  parmi  eux  deux 
(a*  cas)  qui  sont  tels  que  leur  carré,  diminué  de  i, 
soit  divisible  par  p  et,  par  consé<juçnt,  par/>N.  Il  suit 

delà[JL,(pN)  =  2[JL,(]\). 

Conclusion.  —  L'exactitude  du  théorème  énoncé 
résulte  de  la  combinaison  des  divers  cas  examinés. 

CoiiOLLAiRE  I.  —  Les  nombres  pour  lesquels  [jL|  est 
égal  à  2  sont  p^,  2/?*  e£  4>  p  étant  un  nombre  premier 
impair  et  k  un  nombre  quelconque.  Pour  tous  les  autres 
nombres  |jL|  est  divisible  au  moins  par  4- 

Corollaire  IL  —  Si  M  et  N  sont  deux  nombres 
premiers  entre  eux,  on  a  [X|  (iMN)  =  [jL|  (M)  p-i  (N). 

Au  contraire,  si  M  est  un  nombre  impair  qui  ne 
contient  pas  de  facteurs  premiers  étrangers  à  N,  on  a 

.u.(WN)  =  fx.(N). 

Drjinition.  —  On  dit  que  deux  nombres  A  et  B  sont 
congrus  pour  le  module  N,  lorsque  leur  dîflerence 
A  —  B  est  divisible  par  N.  Cette  propriété  des  nombres 
A  et  B  s'éci'it  sous  la  forme 

\   =h  (modN), 
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qui  s'énonce  A  congru  à  B  module  N  et  qui  prend  le 
nom  de  congruence. 

D'après  celle  déiînilîon,  il  esl  évident  que  Ton  peut 
appliquer  aux  congruences  de  même  module  les  opéra- 
lions  suivantes  de  l'Algèbre  :  addition,  soustraction, 
multiplication,  élévation  aux  puissances. 

Théorème  V.  —  Le  produit  P  des  <p(N)  nombres  qui 
ne  surpassent  pas  N  et  sont  premiers  av^ec  lui  est 
congru  pour  le  module  N  à  la  puissance  d'exposant 
j«(N)  d'un  quelconque  A  de  ces  <p(N)  nombres,  celte 
puissance  étant  prise  positivement  ou  négati\^ement 
suivant  que  |Ji.^(N)  est  divisible  par  4  ou  seulement 
par  2. 

Le  produit  P  et  le  nombre  A  satisfont  donc  à  la 
congruence 

P^(_,)'f^*""AÎ'""  (modN). 

Pour  eilectuer  le  produit  P,  prenons  les  nombres 
dont  il  se  compose  en  réunissant  d'abord  deux  à  deux 
les  nombres  associés  par  rapport  à  A  pour  le  module  M, 
puis  en  groupant  avec  leurs  complémentaires  à  N  les 
nombres  égaux  à  leurs  associés,  nous  aurons  ainsi  la 
suite  de  congruences  de  même  module 

/  ab  ^^      A  (modN) 

\  cd=^      K{  mod  N  ) 

î?f\) congruences  /  , 

J  a(N-a)=— A(modN} 

/  p(N  — P)~— A(modN)  (  i[x,(i\)  congruences 


el,  en  les  multiplianl  membre  à  membre,  nous  aurons, 


(7)  l>=..(~if^^'''*'A^'-'^  (modN). 
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Corollaire  I. —  En  faisant  A  =  i  dans  la  formule (7), 
il  vient 

(8)  p^(^if^^'^'  (modN), 

ce  qui  montre  c|ue  N  dwise  toujoiu  s  P -i-  i  ou  P  — i 
(théorème  de  Wilson  généralisé). 

Pour  que  ce  soit  P  +  i  qui  soit  divisible  par  N,  il 
faut,  puisque  uii  est  une  puissance  de  2  (théorème  IV), 
que  l'on  ait  [X|  =  3  et,  en  se  reportant  au  corollaire!  du 
même  théorème,  on  voit  que  les  nombres  qui  remplissent 
cette  condition  sont  une  puissance  quelconque  d^un 
nombre  premier  impair,  le  double  d'une  telle  puis- 
sance et  le  nombre  4-  Dans  tous  les  autres  cas,  c'est 
P  —  I  qui  est  divisible  par  N.  Le  nombre  ">.  fait  excep- 
tion et  appartient  aux  deux  catégories. 

En  particulier,  si  N  est  un  nombre  premier,  P  est 
égal  à  (N  —  i)!  et  N  di\fise  (N  —  i)!  -4-  i  (théorème  de 
Wilson). 

Corollaire  II.  —  Par  comparaison,  on  déduit  des 
formules  (7)  et  (8) 

(-Oi^^-^'AÎ-^'^-'^C-O^f^-"""        (modN) 
OU,  en  élevant  au  carré, 

(9)  A^^^^'-^i  (modN), 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  N  est  premier  avec  A, 
il  divise  A^''*'-  —  1  (théorème  de  Fermât,  généralisé  par 
Euler). 

En  particulier,  si  N  est  un  nombre  premier  qui  ne 
divise  pas  A,  il  divise  A^~* —  i  ou,  si  Ton  veut,  tout 
nombre  premier  N  divise  A^' — x\,  quel  que  soit  A 
(théorème  de  Fermât). 

Remarque.  —  Conformément  au  théorème  d'Euler, 
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l'indicateur  est  tel  que  A'^^'  —  i  est  divisible  par  N  si  A 
et  N  sont  premiers  entre  eux;  mais  il  existe  généra- 
lement, pour  chaque  valeur  de  N,  des  nombres  plus 
petits  que  ^(N)  et  qui  jouissent  de  la  même  propriété. 
D'après  le  corollaire  I  du  théorème  II,  l'indicateur 
est  égal  au  produit  des  nombres 

N 


pqr 


Or  il  suffit)  pour  que  A'" —  i  soit  divisible  par  N,  que 
m  soit  un  multiple  commun  de  ces  nombres,  par 
exemple  leur  plus  petit  commun  multiple  ;  car  alors,  en 
mettant  en  évidence  les  puissances 

/>*,  y*,  n,  ... 

des  nombres  premiers  qui  composent  M,  //*  est  divisible 
par  les  quantités 

/>*-*(/>  — U,  ^'*-H^  — 0,  /•/-»(/•-!),  ... 

(|ui  en  sont  respectivement  les  indicateurs  et,  par  suite, 
A"' —  1  est  divisible  par  chacune  de  ces  puissances  et, 
par  conséquent,  par  leur  produit,  qui  est  M. 

Ou  peut  même  ajouter  que  si  N,  sans  être  égal  à  4» 
est  divisible  par  4»  ii  suffit  de  prendre  le  plus  petit 
commun  multiple  des  nombres 

M 

■->  (/'  — 0'  (</-Ui  (''  —  0»  ••• 


ipqr 


parce  que,  dans  ce  cas,  A  est  impair,  m  toujours  pair  et 
qu^une  puissance  paire  d^un  nombre  impair,  diminuée 
de  I,  contient  le  facteur  2  deux  fois  de  plus  au  moins 
qu'il  n'est  contenu  dans  l'exposant  de  cette  puissance. 
En  résumé;    le    plus    petit    commun    multiple   des 


bre 


iiomDreS' 


ou 
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N 


(N  divisible  par  4  sans  être  égal  à  4  )> 

(/>  — i),  (<7  — 0.  ('•  — i),  ••• 


pqr 
(N  non  divisible  par  4  ou  égal  à  4)» 

peut  remplacer  Tindicaleur  ç(N)  dans  rapplîcatiou  du 
lliéorème  d'Euler.  On  donne  à  ce  nombre  le  nom  A' in- 
dicateur réduit,  et  on  le  désigne  par  la  notation  •i(N). 
Il  y  a  une  certaine  catégorie  de  nombres  j>our  les- 
quels ^Î'(N)  est  égal  à  'f  (N)  :  ce  sont  ceux  qui  n'ont 
qu'un  couple  de  nombres  égaux  à  leurs  associés  pour  le 
module  N  el  qui  ont  déjà  été  cités  aux  corollaires  I  des 
théorèmes  IV  et  V,  c'est-à-dire  /;*,  2/>*  et  4*  /^  étant  un 
nombre  premier  impair  el  k  un  nombre  quelconque;  il 
est  en  ell'et  évident  que  le  plus  petit  multiple  commun 
des  nombres  p^~^  ei  p —  i  ne  peut  être  que  leur  pro- 
duit. 

Autre  remarque.  —  Ces  mêmes  nombres  possèdent 
encore  une  autre  propriété  importante,  qui  consiste  en 
ce  que  ce  sont  les  seuls  pour  lesquels  il  existe  des 
racines  primitii^es. 

Si  Ton  prend  les  restes  de  la  division  par  N  ou  les 
résidus  des  puissances  successives  d'un  nombre  a  plus 
petit  que  IV  et  premier  avec  lui,  on  obtient  une  suite  de 
nombres  premiers  avec  N;  cette  suite  est  périodique  et 
l'amplitude  de  la  période  est  au  plus  égale  à  ^(N),  car, 
puisque  a'^'^'*^  donne  i  pour  résidu,  il  est  clair  que  les 
deux  puissances  d'exposants  A'  et  J>(N)  -+-  k  fournirontle 
même  résidu.  Cela  posé,  on  dit  que  le  nombre  a  est 
racine  primitive  relativement  au  module  N  lorsque  les 
résidus  de  ses  'f  (N)  premières  puissances  sont  tous  dif- 
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féreiils  et  reproduisent,  dans  un  certain  ordre,  le  der- 
nier étant  1  conformément  au  tliéorème  d'Euler,  les 
©(K)  nombres  inférieurs  à  N  et  premiers  avec  N  5  or, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  cela  est  impossible  si 
i(N)  est  plus  petit  que  ç>(N)  et,  par  conséquent,  il  n^y 
a  que  les  nombres  pour  lesquels  V indicateur  et  V indi- 
cateur réduit  sont  égaux  qui  puissent  avoir  des  racines 
primitives. 

Tableau  faisant  connaUre,  au  moins  jusqu'à  1000,  les 
nombres  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  V indi- 
cateur réduit  de  i  à  i(»o. 

1.    1.2. 

i.   3.4.6.8. i'2. '24. 

4.    5. 10. i5. 16. 20. 30.40.48. Go. 8u. 120.240. 

6.    7.9.14.18.21.28.36.42.50.03.72.84.126.108.252. 

5o4. 
8.    32.96. lOo. 480. 
10.    ii..>.>..33.44.0G.88.i3>..>.04. 

12.    1 3. 26. 3 >. 39.45. 52.6 5. 70. 78. 90.9 1 . 10^. io5. 112. 
I 17. i3o. 140. 14 i- i56.i8o.i82. 195.208.210.234. 
260 .  273 .  280 . 3 1 2 . 3 1  ') .  336 .  36o .  364  •  390 .  420 . 4  -►  >  • 
468. 520. 546. >6o. 585. 624. 630.720. 728. 7 80. 8 19. 

840.910.936 65520. 

16.    17.34.51 .64.68.85. 102. i36. 170. 192.204.255.272. 
320.340.408.510.544.680.816.960. 1020. 1088, 
1 36o . 1 632 . 2040 . 2720 . 3264 . 4080 . 5440- 8 1 60. 1 6320. 
18.    19.27.38.54.57.76. 108.114 «133.152. 171 . 189.216. 
228.266.342.378.399.456.513.532.684.756.798. 
1026. 1064. I 197.1368. i5i2. 1596. 2052.2394. 3192. 

3591.4104.4788.7182.9576.14364.28728. 

20.    25.50.55.75. 100. I 10. i5o. i65. 176.200.220.275. 

3oo. 330.400. 440. 528.550. 600. 660. 826. 880. 1100. 

1 200 . 1 320 . 1 65o .  2200 .  2640 .  33oo .  4400.6600. 1 3200. 
22.    23.46.69.92.138.184.276.552. 
2i.    224.288.416.672. 1120.1248. 1440.2016.2080.2912. 

1 3 1040. 
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iKN).  N. 

28.        A9. 58. 87.1 16.145. 174. 23a. -290. 348. 435.464.580. 

696.870. I 160. 1392. 1740.2320.3480.6960. 
30.        31.62.77.93.99.124.1)4.186.198.217.231.248.279. 

3o8 . 34 1 .  372 . 396 . 434 .  4^>5i .  558 . 6 1 6 . 65 1 . 682 . 693 . 

744.792.868.924 171864. 

32.        128.384.640.1920.2176.6528.10880.32640. 

36.        37.74.95.  m. i35. 148. 185.190.22!». 247. 5159.270. 

285.296.304.333.351.370.380.432.444.481.494. 

518.540  555.570.592.665.666.702.703.740.741. 

760. 777. 8')5. 888. 912. 945. 962. 988. 999 

i38i8i68o. 
iO.    41.82. 123. 164. 2o5. 246. 328. 332. 410. 451.492. 61 5. 

6)6.800.820.902.984 1082400. 

^2.    43.49.86.98.129. 147. 172. 196.258.294.301.344.387. 

392.441 .516.588.602.774.882.903 151704. 

44.    II 5. 230.345. 368. 400.690.920.110.1.1 380.1840.2760. 

5520. 
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[RSv] 

SUR  LE  MOUVEMENT  D  UNE  BARRE  QUI  S'APPUIE 
SUR  DEUX  DROITES  DÉPOLIES  ; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


La  discussion  complète  du  mouvemenl  d'une  barre  pe- 
sante ÂB,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  glisser 
respectivement  sur  deux  droites  fixes,  rectangulaires, 
OX,  OY,  est  extrêmement  compliquée;  mais,  si  Ton 
suppose  la  barre  homogène,  non  pesante,  et  le  coefficient 


(  :i«8  ) 

de  frollemeiit  sur  OX  et  sur  OY  ayaut  la  même  valeur/, 
la  discussion  devient  facile  et  la  simplicité  de  ses  résul- 
tats lui  donne  quelque  intérêt. 

Je  suppose  la  masse  de  la  barre  égale  à  l'unilé,  sa 
longueur  à  9.a;   M  désignant  son  milieu,  soit  Q  l'angle 

MOX  égal  à  MAO.  Je  suppose  0'  égal  à  -jj  toujours  po- 
sitif, et  je  me  borne  à  étudier  les  circonstances  du  mou- 
vement quand  6  croît  de  oh-;  on  en  déduira  aisément 

ce  qui  se  produira  quand  6  passera  dans  les  quadrants 
suivants  : 

Soient  X,  Y  les  réactions  normales  exercées  sur  B 
par  OY,  sur  A  par  OX  et  comptées  positivement  dans 
le  sens  des  axes  ;  les  forces  de  frottement,  comptées  aussi 
positivement  dans  les  mêmes  sens,  sont  e/T  eu  A, 
e'yX  en  B,  e,  e'  désignant  les  facteurs  i  ou  — i,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

(i)  £Y>o,         £'X<o. 

Le  centre  de  gravité  M  a  pour  coordonnées  «cosO, 
asinO,  et  son  mouvement  est  déterminé  par  les  équa- 
tions 

—  rt(e"sinÔ  +  e'«cosO)  =  X-h£/Y, 

a(0'cosO  — e'2sin6)  =  Y-H-£7X; 

le  théorème  sur  les  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  au  point  O  donne 

^JO'— iaîe'=  2aYcosO  — 2aXsin6. 

Nous  avons  trois  équations  linéaires  d'où  Ton  peut 
tirer  les  valeurs  de  0'',  X,  Y  :  leur  dénominateur  com- 
mun est 

l>  =  2  -H  tt'p -+-  3(£  -f-  £')/sin  e  cosO, 


(  M)  ) 

et  Ton  â 

(•2)  pe'=  3/(6siu»e  — £'cos>0)e'«, 

PX  =  —  a(2COse  -i-  £/sinO)0'«, 


^^^  l  PY=-a(2siiie-hE7cosO)Ô'«. 

Cherchons  s'il  est  possible  de  déleriniiier  a  priori  les 
valeurs  de  8  aiixinielles  conviennent  les  diverses  com- 
binaisons de  signes  qa^on  pent  admettre  pour  s,  e',  eu 
égard  aux  conditions  nécessaires  (i).  Je  fais  une  pre- 
mière distinction,  qui  se  justiiiera  bientôt,  suivant  que 

/  est  ^  y/a. 

Supposant  d'aboidy<  ^"2,  je  considère  deux  cas  : 
i**  e'  =  —  e,  P,  égal  à  a  — f'^j  est  positif  et,  eu  égard 

aux  relations  (3),  les  inégalités  (i)  deviennent 

(4)  -issinO — /co50<o,         2e  cosO -f-/sin6  <  o; 

il  faut  et  il  suftit,  pour  qu'elles  soient  satisfaites,  que  e 
soit  égal  à  —  i  et  9  inférieur  à  l'are  A  dont  la  tangente 

2"  e'=e.  P,  égal  à  a  4-/*+ Se/sîn  aO,  n'est  plus 
toujours  positif.  La  combinaison  des  relations  (i)  et  (3) 
donne 

(5)  P(-2£sine-^/cosô)<o,         P{"2£cosf)-f-/sinO)>  o. 

Quel  que  soit  le  signe  de  P,  e  doit  être  égal  à  —  i  ;  on 
\oit  alors  que  P  n*est  négatif  que  si  8  est  compris  entre 

[X  et  ^ |X,    [1  étant   le   plus   petit  aie   positif  dont  le 

double  a  pour  sinus  — —j — ;   (Ji  n'est  réel  que   si  /  est 

compris  entre  i  et  2;    mais  il  nous  sera  utile  de  con- 
naître le  signe  de 
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(  3.0) 
Avec  nos  hypothèses,  À  est  >  7  et  siii  2X  <  siii2  |jl.  Si 

Ton  suppose  P>o,  les  inégalités  (5),  où  e  =  —  1, 
exigent  que  6  soit  >>  X;  or,  pour  toutes  les  valeurs  de  6 

comprises  entre  )^et-*  P  est  positif,  et  les  inégalités 

(5)  ellectivement  satisfaites.  Si  P  devait  être  négatif,  les 

mêmes  inégalités  exigeraient  que  0  fut  < X,  sinaî 

étant  inférieur  à  sinsX  et  à  sin2|jL,  ce  qui  est  en  con- 
tradiction avec  riiypothèse  de  P<^o,  qui  doit  être  re- 
jelée. 

De  l'analyse  précédente,  il  résulte  que  si  Q  est  com- 
pris entre  o  et  X,  on  doit  faire  e  =  —  i,  e'=  i  ;  X,  Y 
sont  négatifs,  et  l'équation  (2)  donne 

(2— /«)^'  =  -3/e'rfe,         6'=.  Ce   ^'P: 

si  y  prend  les  valeurs  0^  et  <o  pour  0  =  o  et  8  =  X,  on  a 

_  »^^ 

Quand  6  est  compris  entre  X  et  ->  on  fait 

£=£'  =  —  I, 

X  devient  positif,  Y  reste  négatif  et  l'équation  (2} 
donne 

(2H-/«— 3/sin.iô)rfe'«  -6/e'«cosierfO  =  o, 
(^  +/J-.  3/sin-2e)0'*  =  C  =  (^-/')<4--/«)  ^, ^ 

et,  en  appelant  ^\  la  valeur  de  B'  pour  8  =  -9  on  a 
Quand  8  croîtra  de  -  à  it,  8'  prendra  la  suite  des  va- 


(3..) 

leurs  que  nous  lut  avons  vu  prendre  dans  le  premier 
quadrant,  maïs  toutes  multipliées  par  ^;  un  fait  ana- 
logue se  reproduira  au  passage  de  B  dans  les  quadrants 
suivants  et  les  valeurs  correspondantes  de  8'  décioissent 
en  progression  géométrique,  ne  s'annulant  qu^au  bout 
d'un  temps  infini. 

Quandy  tend  vers  y/2,  X  et  Y  tendent  vers  l'infini. 

Cherchons  <;e  (pii  arrive  quand /*  est  >v^'-*'  ^*^y  pour 
cela,  reprenons  la  discussion  précédente  : 

I*  e'  =  — s.   P  est  négatif^   les  inégalités  (4)  doivent 

ùlrc  renversées,  e  est  égal  à  1  et  B  >• A. 

2^  e'  =  e.  Les  inégalités  (5)  subsistent,  exigeant 
e  =  —  I  :  il  est  bon  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que 
/est  ^2.  Soit  d'abord/>-  2  :  P  est  forcément  positif  et 

les  inégalités  (5)  exigent  9  > X,   X  étant  î<:î  <  7» 

Siyest  compris  entre  v/2  et  2,  on  pent  supposer  P^o; 
s'il  est  positif,  les  inégalités   (5)  exigent  que   8  soit 

>X>  -;  mais  maintenant  sin2X  est  >sin2|x,  et  l'on 
4 

ne  peut  prendre  que  les  valeurs  de  6  comprises  entre 
- — uet--   Si   P  doit  être  négatif,  les  inégalités  (5) 

exigent  que  8  soit  < X;    mais,  de  ces  valeurs,   on 

ne  peut  accepter  que  celles  qui  sont  comprises  entre  [jl  et 


A. 

2 


Ou  voit  que,  dans  aucun  cas,  les  conditions  (1)  ne 
peuvent  être  satisfaites  pour  des  valeurs  de  8  inférieures 

à  la  plus  petite  des  quantités  ijl,  A,  •; A^  pour  ces  va- 
leurs, le  niouvemiMit  de  AB  est  impossible;  il  y  a  arc- 
boutement^  pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre  ce 


(3.2) 

uiiiiimiim  et  ->  le  mouvement  devient  possible,  mais  la 

Mécanique  rationnelle  ne  suffit  plus  pour  déterminer, 
dans  tous  les  cas,  les  signes  de  e,  e'  et  la  forme  de  Téqua- 
tion  du  mouvement. 


[D2c] 


NOTE  SUR  LA  FORMULE 

n  =  » 

11=1 

Far  m.  h.  PADÉ. 


Pour  les  valeurs  réelles  de  a:,  la  formule  qui  donne  le 
développement  en  produit  infini  de  sinx  peut  s'établir 
par  une  métliode  plus  simple  que  celles  données  ordi- 
nairement et  qui  peut  encore  être  employée  dans  d'autres 
circonstances. 

D'abord  la  convergence  du  produit  infini  résulte  im- 
médiatement de  ce  que,  pour  (/;  -h  i)ît  >  !  x  |,  dans  les 
facteurs  du  produit 

('~(/.  +  i)«W  ('■"  (/>-t-9.)«7tV  •••('-  (;,  -t-  0«W 

sont  positifs  et  plus  petits  que  un,  en  sorte  que,  quand 
i  augmente,  ce  produit,  positif,  diminue  et  tend  par 
suite  vers  une  limite. 

Ceci  posé,  nous  établirons  d'abord  ce  lemme  que,  si 
a  et  i  sont  deux  nombres  positifs,    a  <;  i,  la  fonction 

— 2_—  tend,  quand  z  tend  vers  zéro,  vers  sa  limite  r 

par  des  valeurs  croissantes.  La  dérivée  ne  diffère,  en 
effet,  que  par  un  facteur  positif  de  la  quantité 

a  s'mi bz  —  b  s'in'iaz  =  —  ^ab(h^—  a*)z'4-. . .. 


(3.3) 

On    conclut    de    là    que    la    fonction    i tit-^ 

*  -^  tang'p^ 

1  a  I  <  I  ?  I»  tend  vers  sa  limite  i  —  ^  par  des  valeurs 

décroissantes. 

Parlons  alors  de  la  formuli*  bien  connue 


%\i\x  =  cos'»  —  m  lanc  — 

wn  "      FM 


tang*  — 


tang*  —  , 


lang'  —   \         /  lang*  — 


tane*  —  /         \         tang' 


où  m  désigne  un  nombre  enlier  positif  et  s  le  nombre 

m  —  a         m  —  i        ,  ... 

entier ou — ; — >  selon  que  m  est  pair  ou  impair. 

En  supposant  51:5  (/; -f- i)7r  >>  |x[,  nous  l'écrivons 


sin27 


^   X  XI  "      /Il 

m  m\  .  Tz 


x\  /  x^ 

lang*  —  \  /         tang* 


lanc'  —  /  \  lanfir*^—   , 


(■ 


X        \  /  X 

lang*  —        \         /  tang'  — 


langî  -' ^  /         \  lang*  — 


/n> 


Quand  m  croit,  chaque  facteur  du  second  membre 
diminue;  en  outre,  il  sMnlroduit  de  nouveaux  facteurs 
positifs  et  plus  [>elits  que  un;  le  seiond  membre  dimi- 
nue donc.  Il  est  inanifcslenient  toujours  supérieur  à  la 
valeur  du  produit  infini 

^^^  ('~"(A>-M)«7r«)('~(/'-f--^)'W"'*' 

il  tend  donc,  lor5<{ue  m  grandit  indéiinimcnt,  vers  une 


(  •■^'4  ) 

liniile  au  moins  égale  à  la  valeur  de  ee  produîl  infini 
D'un  autre  côié,   celle  limite  est  an  plus  égale  à  l 
limite  du  produit  des  II  premiers  facleuis 


lanc- — 
"    m 


langî^^^ / 

^  m       / 

e'est-à-dire  au  ])lus  égale  au  produit  des  R  premiers 
faeteurs  de  (P).  Dans  ces  condilions,  la  limite  est  la 
valeur  du  produit  (P). 

Si  Ton  passe  aussi  à  la  limite  dans  le  premier  membre 
de  (A),   ce  (jui  conduit  à   remplacer  les  deux   premiers 

faeteurs  eos"'  —  et  /// lane  —  par  i    et    x,    et    (lue    l'on 

(liasse  le  dénominateur,  on  obtient  la  formule  qu'il 
s'agissait  de  démontret . 


[02q] 

SlIK  LES  RlCCOKDEMEiXTS  PAR  ARCS  »E  CERCLE  ('); 

Par  m.  Mavrice  i)'OC\(iNK. 


1 .  Soient  A  M  et  HM  d(  ux  ares  de  cercle  de  centres  a 
cl  [i,  tangenis  cnlrcî  eux  en  M  et  respectivement  l'un  « 
A(i  ou  point  A,  l'unlre  ;i  lîC  au  point  \\, 


(  •)  Celle  Noie  est  extraite  du  Journal  de  mission  que  Tautcur  a, 
comme  KIrvo  Ingénieur  des  P<»nts  cl  Chanssées,  rédig<S  en  i88^.  I' 
s'est  décidé  à  ia  publier  parce  qu'on  y  retrouve  des  théorèmes  obte- 
nus d'une  autre  façon  p.ir  M.  Mannheitn.  :'i  propos  de  la  eonstractioB 


(3,5) 
Leur  tangente  commune  est  DE,  cl  Ton  a 
(I)  DA=DM,        EB  =  EM. 

Les  bissectrices  des  angles  ADM  et  BEM  se  coupent 
au  point  I,  centre  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  CDE, 


situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  DCE.   Ce  cercle  ex- 
inscrit touche  CD,  CE,  DE  en  A|,  B|,  M,,  et  Ton  a 

(2)  DA,=  DM,,        EB,  =  MM,. 

Le  rapprocheiuent  des  égalités  (i)  et  (i)  donne  immé- 
diatement 

MM,=AA,  =  BB,=  2^^::^, 


de  Tanse  de  panier  {Nouvelles  i4/i/ia/e*,  3*  série,  t.  XVI,  p.  4<>î>- 
Dans  son  Journal  de  mission  Fauteor  avait  en  vue  les  raccordements 
circulaires  entre  deux  alignements  droits  d'une  route  limités  en  des 
points  inégalement  distants  du  point  de  rencontre  de  leurs  prolon- 
gements. Il  suffît  de  supposer  ces  alignements  rectangulaires  poup 
retomber  sur  le  problème  de  Tanse  de  panier  à-  deux  arcs. 


(  3.6  ) 
<;l,  par  suite,  si  A  a  et  B^i  coupent  la  bissectrice  Cl  en 

HetK, 

IH  =  IK, 

ce  qni  moiilrc  que  le  point  1,  milieu  de  HK  qui  est  iii- 
dép(Midaut  (le  M,  est  un  point  Jixe . 

Par  conséipient,  Je  cercle  V ^  décentre  I,  langent  à  CA 
el  CB,  auquel  DE  est  également  tangente,  est  un  cercle 
fixe. 

Autrement  dit  :  IJ enveloppe  de  la  tangente  com- 
mune DE  est  un  cercle  T^  de  centre  1  tangent  aux 
droites  C\  et  CB. 

Les  triangles  reclangles  IAA|,  JBB|  et  IMM,  étant 
égaux  comme  ayant  les  cùlés  de  Tangle  droit  respecli- 
vemrnt  égaux,  il  en  résulte  que 

lA  =  1B  =  JM. 

Donc  :  Le  lieu  du  point  de  contact  M  est  un  cercleT^ 
de  centre  l  passant  par  les  points  A  e^  B. 

Enfin  la  distance  IJ  de  la  droite  des  centres  a3  au 
point  1  étant  égale  ;i  MMj  est  constante  et  égale  .'i 
CA  -  CB 

2 

Donc:  L^  enveloppe  de  la  droite  des  centres  ap  e>/ 
un  cercle  T^  de  centre  I  et  de  raj  on ; (  '  ). 

De  chacun  des  points  A  et  B  on  peut  mener  au  cercle 
Fa  une  seconde  tangente.  Soient  U  et  V  les  points  de 
contact  de  AS  et  BS  avec  ce  cercle,  U'  et  V  ceux  des  se- 
condes tangentes  issues  de  A  et  de  B. 

Si  le  point  de  contact  de  la  droite  a^S  et  du  cercle  Vt 
est  sur  un  des  arcs  UU' ou  VV  les  cercles  A  M  el  MB 
sont  tangi^nts  intérieurement,  mais  dans  le  premier  cas 

(')  On  reconnaît,  dans  ces  deux  derniers  Ihéorèincs,  ceux  qui  ont 
élc  obtenus,  pour  l'anse  de  panier,  par  M.  Manniieiiu. 


(  3-7  ) 
le  poînl  M  esl  intérieur  au  tiiangle  ACB,  dans  le  se- 
cond il  lui  est  extérieur. 

Si  le  point  de  contact  de  a,3  esl  sur  un  des  arcs  UV 
ou  VU'  les  Cercles  AM  et  MB  sont  taugenls  extérieure- 
ment. 

Donc,  lorsqu'il  s'agit  d'effectuer  un  raccordement,  le 
point  de  contact  de  a^  ax^ec  le  cercle  Fj  ne  doit  être 
pris  que  sur  l'arc  VV. 

Le  segment  a[3  de  la  tangente  au  cercle  T,  compris 
entre  les  droites  SA  et  SB  est  égal  à  la  différence  des 
ravoiis  des  arcs  de  raccordement  :  ce  segment  est  mini- 
mum lorsque  la  droite  a,3  forme  avec  SA  et  SB  un 
triangle  isoscèle,  c'est-à-dire  est  parallèle  à  la  bissec- 
trice CI. 

On  obtient  donc  le  raccordement  par  deux  arcs  fie 
cercle  dont  la  différence  des  rayions  est  minimum  en 
menant  au  cercle  T^  la  tangente  parallèle  à  la  bissec- 
trice de  V angle  ACB,  dont  le  point  de  contact  se  trouve 
entre  ceux  des  tangentes  menées  à  ce  cercle  de  celui 
des  points  A  ou  B  qui  est  le  plus  rapproché  du  point  G. 

[B2a] 

SUR  UN  SYSTÈME  REMARQUABLE  DE  n  RELATIONS 
ENTRE  DEUX  SYSTÈMES  DE  n  QUANTITÉS; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 
Professeur  au  Collège  RoUin. 


I. 

1.  La  discussion  du  système  connu  d'équations 

Iax  -^-  by  '\'  cz  =  o, 
bx  -^  cy  -^  az  =  o, 
rjr  -^  ay  -^  bz  ~  fi, 


(3.8) 
OU,  en  remplaçant  x,  j',  z  par  s,  j,  x, 

[  as  -^-  6^  -4-  cjr  =  o, 

(a)  <   £>« -f- r^  -h  ax  =  o, 

(   cz  -^  ay  -\-  bx  ^  o, 
ou 

i   a  r  -H  (  6^  -f-  r/  )  =  o. 

*   Aj^  -f-  (  c-r  H-  a-8  >  =  o, 

(    rj -{-(rt^ -h  Aj*)  =  o, 

conduit  à  ceci.  Soient  n  quantités  ii|,  «2,  • .  .,  ««,  cl  n 
autres  quantités  X| ,  Xo,  .  .  . ,  x,,,  liées  |>ar  les  n  relations 
homogènes 


/    UxX, 


W|  X„  -+-  UiXa-i  -^,,.-hUiXi      =  o, 


rt  Trt  -+-  wi  ir„_i  H- ...  -h  Wrt_i  JTi  =  o, 

la  loi  étant  que  le  résidu  de  la  somme  des  deux  indices 
par  rapport  au  diviseur  n  est  constant  dans  chaque  rela- 
tion, et  prend  les  valeurs  successives  i,  3,  . . .,  o.  Dans 
ce  qui  suit,  un  indice  plus  grand  que  /i  doit  être  rem- 
placé par  son  résidu  relatif  au  diviseur  n. 

Nous  montrerons  d'abord  qu'une  solution  en  doune 
d'autres. 

Une  solution  du  système  étant 

(M)  *"'  =  '"■•        "'='"•' 


inscrivons  les  n  quantités  m  aux  sommets  d'un  |>olygone 
régulier  convex(*  en  allant  de  gauche  à  droite,  les  n  quan- 
tités [JL  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  convexe  en 
allant  de  gauche  à  droile,  et  convenons  de  dire  que  ces 
deux  polygones  convexes,  parcourus  de  gauche  à  dioile 
à  partir  des  sommets  m^  et  ixi  représentent  une  solution. 
Deux  contours  obtenus  en  prenant  les  sommets  de  k  en 


(  3-9) 
h^  h  étaat  premier  avec  n,  k  partir  de  deux  sommets 
quelcouques  m^  et  [jl^,  teprésentciit  encore  une  solution, 
c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre 


M|  =S    /W;., 

M,  =  rrir-k-ky 

Ui~  rflr^ii 

^ï   =    (AO 

J^i=    l^X~hky 

X3=   ,U<-nA-» 

«•n  ellel,  la  (a  -f-  i  )''•"*'  n^laiion  du  système  (i),  commen- 
çant par  Mx+|X/,,  sera  satisfaitr  si  Ton  a 

les  n  indices  des  ///,  par  exemple,  étant  distincts,  et  la 
somme  des  indices  étant  constante^  or,  cela  a  lieu  par 
hypothèse.  Deux  valeurs  de  A'  complémentaires  par 
rapport  à  n  donnent  les  mêmes  polygones  réguliers, 
mais  parcourus  une  fois  dans  un  sens,  une  ibis  dans  le 
sens  contraire,  ce  (|ui  correspond  à  des  solutions  dis- 
tinctes. 

De  plus,  on  peut  prendre  pour  les  u  les  valeurs  u, 
pour  les  .r  les  valeurs  m;  en  effet,  d'après  la  loi  des 
relations  (i),  chacune  de  ces  relations  se  reproduit  quand 
on  échange  «i  et  X|,  «a  ^^  ^2t  •  •  •  »  ^^  cetle  remarque 
suffit  à  démon Irer  le  fait  énoncé. 

En  particulier,  on  peut  prendre,  avec  k  =^  n  —  i, 
r  =  5, 

ce  qui  revient  à  éclianj^er,  dans  la  j>reniière  solution, 
u%  et  Xrj  U2  etJV-M  -••9  '^  somme  des  indices  étant 
r-f-  r,  c'est-à-dire  les  (acteurs qui  s'accompagnent,  dans 
la  (/* -h  i)'^"*  des  relations  (i);  pour /■  =  «,  on  échange 
f£i  et  Xftj  «2  et  x,/_i,  .  .  .,  c'csi-à-dire  les  (acteurs  qui 
s'acrompagnent  dans  la  première  des  relations  (i);  si 
Ton  remplace  la  notation  x„.  Xn   \,  Xn^-i^    •••   pai*  'a 
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notation  X|,  X2)  X3,  ...  qui  peut  paraître  plus  naturelle/ 
c'est  ce  dernier  fait  qui  apparaît  d'abord  :  la  diilérence 
des  indices  étant  alors  constanle  dans  chacune  des  rela- 
tions (1),  et  prenant  les  valeurs  o,  i,  a,  . .  .,  «  —  i,  si 
Ton  échange  u^  et  X|,  112  et  X2,  la  première  relation  se 
reproduit,  et  l'ordre  des  n  —  1  autres  est  renversé. 

2.  Voici  maintenant  ce  que  l'on  peut  appeler  la  réso- 
lution du  système  (i).  Ajant  observé  que  les  n  relations, 
considérées  comme  des  équations  en  X|,  Xj,  ...,  se 
réduisent  h  une  seule  si  Ton  a 


—  =~=      =  —  =  Ï/T 

et  reconnu  ainsi  le  rôle  des  racines  n'*"™*^*  de  Tunité  dans 
la  question,  désignons  par  8  une  racine  de  l'équation 
binôme 

(2)  0«  — I  — o, 

et  ajoutons  les  relations  (i)  multipliées  respectivement 


par  6"-* 
("I 


,  .,  V,  Ô*-^,  . .  .,  8""^;  nous  aurons 

Ottj-f-. .  .-h  6«-«  a„)  (Xi  -f-  0.r,-h. .  .-j-e«->a?„)  =  o, 


les  II  et  les  x  étant  ainsi  séparés.  En  donnant  à  6  les  « 
valeurs  6|,  62,  . .  . ,  8/,,  nous  aurons  un  système  de  rela- 
tions équivalent  au  système  (i),  attendu  queledétermi- 
nanl  des  multiplicateurs  employés  pour  déduire  le  nou- 
veau système  du  premier,  c'est-«vdire  le  déterminant 


Oi 


I 
0| 


0,* 


e?-*    0;-»    ...    02-> 


est  le  produit  des  diffénînces  des  n  quantités  8  prises 


(  ;i'^'  ) 

deux  â  deux,  et  n'est  par  conséquent  pas  nul.  Dès  lors, 
|K>ur  satisfaire  au  système  (i),  il  faut  avoir 


(3) 


avec 


(4.) 


I 


I  «,- 

1    Mi- 
(    "1- 

/  art -h  e^^-i^Tj-f-  ej^.,  a?,-f-. .  .H-  e«-}ar,»=  o, 

i • 


les  6  étant  partagés  en  deux  groupes,  et  Ton  aura  (fiffé- 
rents  genres  de  solutions  selon  la  valeur  d<î  p^  qui 
pourra  être  o,  1,  a,  3,  ...  ,  /i,  et  selon  la  façon  dont  on 
eilectuera  le  partage  di's  8  en  deux  groupes;  on  peut  dire 
que  la  solution  donnée  par  les  formules  (3)  et  (4)  (^st 
du  genre  (/>,  n  —  p). 

3.  On  peut  modifier  la  forme  de  la  réponse  en  expri- 
mant les  u  eu  fonction  de  n  —  p  paramètres  et  les  x  eu 
fonction  de  p  paramètres.  Pour  les  u^  par  exemple,  il 
faut  connaître  n  —  p  solutions  distinctes  du  système  (3), 
et  nous  reviendrons  sur  le  sens  bien  connu  du  mot 
distinctes  dans  les  questions  de  ce  genre  ;  or  on  a  pré- 
cisément les  solutions 

I  I  I 

j  prenant  les  valeurs  i,  2,  ...,w — p,  et  ces  n — p 
solutions  sont  distinctes.  D'abord  ce  sont  des  solutions, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

fi  • 
I  prenant  les  valeurs  1,  a,  3,  .  ..,/?:  en  effet,  — -  est 
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uue  racine  de  l'équaLion  ('2),  autre  que  i,  ol  elle  salis* 
fait,  par  suite,  à  l'équation  obleuue  en  divisant  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (2)  par  B  —  1 ,  e'est-»v(lire  à 

l'équation 

0«-i_h  0«-«-h.  ..-h  6-hi  =  o. 

Le  système  (3)  admet  donc  la  solution 
,'  W|  =  ap^x   -f-  a,,4-î  -h ...  -H  On, 


les  n  — p  quantités  a  étant  des  paramètres  arbitraires. 
En  outre,  les  n  —  /;  solutions  indiquées  sont  distinctes, 
c'est-à-dire  ur.  satisfont  pas  à  une  même  relation  linéaire 
et  homogène,  attendu  que,  dans  la  matrice  h  laquelle 
elles  donnent  lieu,  matrice  que  Ton  peut  lire  sur  le 
Tableau  (3'),  le  premier  déterminant,  par  exemple, est 
différent  de  zéro;  les  formules  (3')  donnent  donc  la  so- 
lution générale  du  système  (3).  Je  rapp«»lle  le  raisonne- 
ment qui  démontre  rigoureusement  ce  fait.  Le  sys- 
tème (3)  détermine  les  p  dernières  quantités  u  en 
fonction  des  n  —  p  premières,  que  Ton  peut  se  donner 
à  volonté;  or  c'est  aussi  ce  qui  a  lieu  avec  les  for- 
mules (3'),  et  Ton  peut  disposer  des  /i  —  p  paramètres  a 
pour  donner  aux  n  — p  premières  ([uantités  u  des  va- 
leurs quelconques  5  car,  si  l'on  se  donne  les  valeurs  des 
n  —  p  premières  quantités  u,  on  a  n  —  p  équations 
entre  les  n  — p  quantités  a,  et  ce  système  d'équations  a 
une  solution,  le  déterminant  des  coefficients  des  incon- 
nues étant  différent  de  zéro,  comme  on  l'a  dit.  On  peut 


(  3a3) 
donc  regarder  iiidineremraent  les  n  quanti  lés  u  comme 
liées  par  les  />  relations  (3),  ou  comme  données  par  les 
lormules  (3'),  qui  renferment  n — p  paramètres  arbi- 
tra îi*es  a. 

De  même,  on  peut  remplacer  les  n  —  p  relations  (4) 
entre  les  n  quantités  x  par  les  formules  suivantes,  qui 
renferment  p  paramètres  arbitraires  a  : 


/    Xi    =i      «1     -h      Œj      -f-      «3 


*pf 


Oti  a*  CE]  QLp 

^*=  ê;  ^  e.  •*■  ô;  -^•••^  r/ 
?^  ^  ?i  _._  ?i  ^    ^  ?^, 


(4')  /  a:.  -    ^    -4-    =î.    -H   ^ 


^?       ej       eî  ^--^  e« 


4.  Finalement  on  peut  remplacer  le  système  (i)  par 
un  système  formé  : 

D'une  part,  des  p  relations  (3)  ou  des  formules  (3')  ; 

D'autre  part,  des  n  —  p  relations  (4)  ou  des  for- 
mules (4)- 

II  pourra  être  avantageux  de  prendre  les  formules 
(3')  et  les  relations  (4),  ••..  Si  Ton  prend  les  for- 
mules (3')  et  les  formules  (4')>  on  peut  dire  que, 
avec  n  paramètres  a  ei  n  paramètres  a,  liés  par  les  n 
relations 

(5)  aiai=o,        a|«i  =  o,         ...,         «/!««  =  <>' 

la  solution  générale  du  système  (i)  est  j 

ai  «i  ,     an 


(6) 
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on  vérifie  aisément  que  ces  formules  satisfont  aux  rela- 
tions (i). 

o.   Les  faits  énoncés  au  n°  1  se  vérifient  facilement 
sur  les  relations  (3)  et  (4),  ou  sur  les  formules  (3') 

et  (4'). 

Le  système  [(3)  (4)]  admettant  la  solution  (M),  la 
jième  jgj  relations  (3)  donne 

ou 

ou  encore 

k  étant  premier  avec  n  afin  d'obtenir  tous  les  termes, 
ou,  en  posant  8f  =  8/, 

m,.  -+-  8/  /llr-hJt-H  8/  /«r+î*  -h . . .  =  O  ; 

la  y»^"»*'  des  relations  (4)  donne  de  même 

jx.  H-  0/ix^_,-A.-H  0j  jx,^_j;t  -h. . .  =  o; 

comme  0|,  82,  ...,  pris  dans  leur  ensemble,  sont  fi, 
fl2^  . . .,  6  étant  une  racine  primitive  de  Téqnation  (2), 
les  quantités  8  sont  8*,  (6*)^,  ...,  c'est-à-dire  61,62,  ..-i 
puisque  6*  est  une  racine  primitive  de  Téquation  (2). 
11  suit  de  là  que  Ton  a  une  solution  du  système  (i)  en 
prenant  M|=m^,  M2=m^+A,  . . .,  x,  =  u„  X2=\i-s^i  •••i 
elle  correspond  à  un  système  de  6  que  Ton  [obtient  en 
remplaçant  chacun  des  premiers  6  par  sa]  puissance 
^leme.  pour  A'  =  /i  —  I ,  cliaquc  6  est  remplacé  par  son 
inverse. 

La  symétrie  entre  les  u  et  les  x  est,  d'ailleurs,  en  évi- 
dence dans  les  relations  (3)  et  (4)»  ou  dans  les  formules 
(3')  et  (4');  le  système  admettant  la  solution  (M)  et 
celles  qui   s'en  déduisent  comme  on  vient  de  dire,  on 


(  3«  ) 


a  aussi  la  solution 


Ux  =  tx,. 
Xi  =  m,, 


Wl  =  Kl, 


e(  celles  qui  s'en  déduisent;  si  la  première  solution  est 
du  genre  (/?,  n  — /;),  les  u  vériiiant /?  relations,  les  x 
vérifiant  n — p  relations,  la  seconde  est  du  genre 
(n — p%p)'i  l<^s  u,  véritiant  n  — p  relations,  les  x  vérifiant 
p  relations.  (Relativement  au  fait  particulier  signalé  au 
n°  1 ,  et  correspondant  k  k=z  n  —  i ,  r  =  Sj  ou  peut  i*e- 
niarquer  que  la  substitution  à  chaque  6  de  sa  puissance 
{n — iy»«™e  n'est  pas  autre  chose  que  la  substitution,  à 
chaque  0,  de  son  inverse.) 

II. 

6.  Si  dans  le  système  (i),  on  regarde  les  x  comme 
des  inconnues,  on  est  amené  à  considérer  l'expression 

...     k 
...     / 


(;) 


A  = 


b 
c 
d 


l 
a 


(ii~i)(ii-  I) 


x(-i) 


Par  analogie  avec  la  remarque  faite  au  début  du  n^  2, 
on  peut  observer  que  Thypothèse  A  =  o  entraîne, 
comme  conséquence  de  faits  bien  connus,  les  relations 
suivantes  entre  les  premiers  mineurs, 


ABC 
B  "^  C  ~  D  "• 

L        î 

■•"  A  ~  ê 

c'est-à-dire 

(8)                         ^  =  ^  = 

c  _      _ 

n<        •  *  • 

fj«  ==  I, 


L 
Ann  de  Mathémai.,  3' aérie,  t.  XVII.  (Juillet    1898.) 
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et,  par  suite, 

(9)  Gt-h66-!-c9»"f-...-f-  /O"-!  =  o; 

on  en  conclut 

^^^^  A  =  JJ(a-hi»e-4-c8t-h...-h/e'»-«); 

on  peut  le  voir  directement,  La  relation  identique 

6'  ^  6,  donne  alors 

A  8'«-«  -4-  B  e'«-î  -h  C  0'«-3  -4- . . .  =  o, 

comme  conséquence  de  Tliypollièse  (9),  et  il  en  résulte 
que  le  premier  membre  de  la  relation  que  l'on  vient 
d'écrire  est,  à  un  facteur  numérique  près,  le  produit  des 
facteurs  a-f-i6-f-c6^-h...  fournis  par  les  6  autres 
que  6';  appliquant  ce  fait  à  0,  on  a 

(11)  A  =  (aH-6e-i-ce»H-...)(A-hB0«-»-hCe«-«-i-...)» 

et  on  le  vérifie  aisément. 

Pour  /i  =  4î  par  exemple,  la  formule  (10)  donne 
A  =  (a«  —  c«)*  —  (6«  —  d^)^  H-  4ac(6«  -f-rf»)  —  46rf(a«  4-  cM. 

m. 

7.  Pour  71  =  3,  la  discussion  du  système  (a)  se  léduit 
à  ceci  : 

1**  Si  Ton  a 

a  =  o,         6  =  0,         c  =  o, 

les  quantités  x^y,  z  sont  quelconques; 

2^  Les  trois  équations  se  réduisent  à  une  seule, 

a: -h  6^  -H  6*4î  =  o, 
si  Ton  a 

abc 

avec  0^  =  I  ^ 


3»  Si  Ion  a 

a  -h  66  -h  cÔ*  =  o, 

sans  être  dans  le  cas  précédent  avec  H'  ou  ¥',  on  a 

f  -^  ^  ~  "^ . 

e*  "  ï  ""  T  ' 

4'*  Si  l'on  a 

(a  -h  66-1-  cO*)  X...X i  o, 

ona 

J-  =  o,  ^  r=  o,  5  =  o. 

8.    On  a  alors 
(11)  A  =  a'-h  6'-+- c'— 3€3r6c. 

A  propos  delà  formule  (lo)  appliquée  h  ce  cas,  soit 

(i3)       A  =  (rtH-6-i-c)(a-H6ot-hca")(a-i-6a'H-ca), 

X    élant   une    racine  primitive  de  Téquation    binôme 
9»  =  I,  observons  cjue  Thypollièse 

a -H  60 -hcO*  =  o         «u         66-hc0*  =  — rt, 

donne  facilement,  par  une  élévation   au  riibe,  A  =  o  ; 
dr  là  deux  remarques.   D'abord,  si  Ton  regarde  Tégalité 

(  1 4  )  a'  —  3  ahc  -h  (  6'  -t-  c*  )  —  o 

comme    une   équation    en    /ï,    dont    les    racrines     sont 
—  A8  —  cH'^y  ridentification  avec  Téquatioii 


donne  une  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  troi- 
sième degré,  identique  au  fond  à  la  méthode  classique; 
on  peut  dire  que  Ton  identifie  Téquation  «i  résoudre 
avec  celle  que  donne  rannulation  du  produit  (i3). 
D'autre  part,  élnnt  donnée  Téquation 

(i3)  y/M  -h  V^N -h  v^n  -  o. 
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on  obtient  d'abord 

(16)  M+N-4-P-3v^S!NP  =  o, 

par  un  calcul  qui  revient  à  efiecluer  le  produit  (i3)  avec 
y^M  au  lieu  de  a,  ...  ;  a  priori,  le  premier  membre  de 
Téquation  finale 

(M-hN-4-P)>  —  27MNP  =  o 

est  un  produit  de  neuf  facteurs. 
L'ideniité 

(17)  A  =  (a-h64-c)(A4-B4-G), 

avec  A=a* — ic,  .  .  .,  est  employée  quand  on  com- 
mence la  transformation  de  la  fraction 


(18) 


l/M-hî/NH-î/p' 


on  pose  y/M  =  a,  • . .,  et  l'on  multiplie  les  deux  termes 
de  la  fraction  par  le  facteur  A  +  B  -h  C  ^  c'est  du  moins 
la  méthode  la  plus  simple. 

Le  facteur  A  -f-  B  -f-  C  est  essentiellement  positif,  nul 
seulement  pour  a  ==  &  =  c^  on  en  conclut 

a»  H-  63  -f-  c>  .     , 
3 labc, 

ou 


{19)  ^ ^/MiNP, 


M  -h  N  H-  P 

dans  rhypothèse 

o-h  6-f-  c^o 

ou 

(ao)  /M-hî/N4-yPâo; 

pour  M,  N,  P  positifs,  cela  rentre  dans  un  ihéorème 
général. 
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[L«la] 

SDR  LA  DISCUSSION  DE  LÉQUATION  DES  CONIQUES; 

Pab  m.  L.  RïPERT, 
A.ncif!n  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique. 


Le  Tableau  par  lequel  on  résume  ordinairement  la 
discussion  de  Téquation  générale 

(I)        AX«-f-  aBXY-h  CY«  -f.  2DXT-h  2  EYTh-  FT«  =  o 

ne  donne  que  Tespèce  de  la  conique;  mais  Texamen  de 
l'équation  donne  d'autres  résultats.  Nous  posons 

h  =  ACF  -♦-  2BDE  —  AE«—  CD»—  FB«,        a  =  GF  —  E>, 
A  =  DE  — BF,        ...,        4?  =  BD  — AE,        /=AC  — B«. 

Théorème  I.  —  L'espèce  d'une  courbe  du  deuxième 
ordre  donnée  par  l'équation  (i)  et  sa  situation  tant 
par  rapport  à  la  droite  de  l'infini  qu^à  V  origine  y  sont 
indiquées,  sans  exception^  par  le  Tableau  suivant  : 


/>o. 
Coniques  coupant   la 
druitede  Pinfini^n  deux 
poiols  imaginaires. 

/<o. 
Coniques  coupant    la  \ 
droite  de  rinfini  en  deux  ^ 
points  réels  et  distincts. 


/=0. 

Coniques  coupant  la 
droite  de  l'infini  en  deux 
points  confondus. 


AA  >o  I  Ellipse  imaginaire. 
,  _     j      Point  réel  dMntersection  de 
~     (  deux  droites  imaginaires. 
AA  <  o  I      Ellipse  réelle. 


h  ^  o 
A  =  o 


Hyperbole. 

Deux  droites  réelles  se  cou- 
pant en  un  point  fini. 


/      L'origine  est,  pour  : 
AF<  0, intérieure; 

F  =  o,  sur  la  courbe  • 
AF  >  o,  extérieure. 

Les  coordonnées  du 
centre  sont  : 
a:  =  d,  y  =  e,  t=/. 
L'équation  de  la  po- 
laire de  Torigine  est  : 
DX  +  EY-+-FT  =  o. 


h  ^  o  \  Parabole, 
aouc  >  o 


h  =  o\a 


Deux  parallèles  1 
imaginaires  i  se    coupant    en    un 

__     \      Deux  parallèles  \  point  réel  de  la  droite 
~"     (confondues  (derinfini. 

^     (      Deux  parallèles  i 
V  "^     (  réel  les  et  distinctes/ 
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l)(;  vv  lliêorèiiio  on  passe  iiiiiiUMiiaUuncnl,  par  ronv- 
lalioii;  an  llu^orùnu;  suivant  : 

TnÉonÈME  II.  —  La  sif nation ,  tnnf  par  rapport  à 
i' origine  t/uà  la  droite  de  l'infini  et  l'espèce  (Vune 
courbe  de  deuxième  cltisse  donnée  par  Vètfuation 

(i)      AU*-t-  iBUV^-  CV«-i-  jiDUR  -^  2KVR  -h  FR«  =  o 

sont  indùpiêeSy  sans  exception,  par  le  Tableau  suii^ant: 

.     •     ^^^'''"           „      [A/i>oi  Conique  imaKinairc.  '     ^'espèce  de  la  ... 

Coniques     auiqucllcs  )  Droite  réelle  de  jonction  de  I  "'r*" '*''.^"'^ 

on  peut  mener  de  Ion- <     /i  —  0  '  ,              .   ,     .         .      .  lAF  <o,  ellipsr: 

.        ,.     ,  .              .         i                I  deux  points  imaginaires.  I     .,                ^   , 

cinc   (intérieure)   deux  1  »  t.     -     ,  ^^      •           •  n  I     ^  =  »i  parabok: 

^                 .     .           f  Art  <  o  I  Conique  réelle.  I     „        '  ; 

tangentes  imaginaires.    ^  1  Al  >  0,  livptTooIr 

/  <  0.  /  '      Les  coord.  de  ia  f 

Coniques    auxquelles  l  ,           .  ^      .           ...                            ,' lairedcrorigines<»nl: 

.    ,,     .    1  /t  .?^  o  Conique  réelle.                         1            .               „     / 

on  peut  mener  de  Ion- ;  '  ^             .             ,           .     .     I  m  =  o,  v  =  e,  r-J- 

....         .     .         ,  ,           \  Deux  points  rccis  sur  droite!    ,,.       ..      .  _,„,,^ 

pine  (extérieure)  deux]  A  =  o  •  .         T       .   .                           1    L  équation  du  ccnlrr 


e)  deux  ] 
i  et  dis-  f 


■  Il        .  j-     ■  '  <*c  jonction  finie.  ■     . 

tangentes  réelles  et  dis-  f  "*  I  est  : 

tincles.  »  I  DU  +  EV-^FKr-' 

Ih  -A  «»  '  Conique  réelle. 
I  ^      (    Deuxpointsima- ^ 

l  "^      "^   °  i  ginaires  J  sur  droite  de  jon- 

r /    _      '  __  \    Deux  points  con-'  tion     réelle   pass-nt 

gine(sur  la  courbe) deux  I      *  —  '»'.«  ~  c    "  0  ^  fondus  [  par  l'origiDe. 

tangentes  confondues.      (  I  (    Deux  points  réels  l 

'  ^  et  distincts  1 

On  peul  ajonlor  d'autres  détails,  fous  rorrélalifs. 

Supposons  maintenant  que  X,  Y,  T  soient  des  coor-  , 

données  trilinéaires  normales ,  X  =  o,Y  =  o,   T  =  o  | 

étant  les  équations  des  côtés  /Z|,  n^,  a^  du  triangle  de 
référence  A,  A,  A3.  Il  est  alors  facile  de  voir  que  : 

I /équation  (1)  représente  une  conique  ne  coupant 
pas,  touchant  ou  coupant  le  côté  a^^  selon  que  l'on  a 
j\  o.  La  conique  est  imaginaire  si  l'on  ay  >  o,  Ah^o 
(ou  cncor<;/=  /?  =  o,  a  ou  c  >  o);  elle  est  réelle  dans 
tous  les  autres  cas.  Le  point  (f^o^h  =  o)  n'est  pas 
sur  «3,    non   plus   que   le   |)oint   commun  aux   droites 
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{/<.  c),  A  =  o)  ;  les  droites  (/=  h  =  o)  se  conpenL 
sur  a;|.  Le  sommet  A3  est  intérieur  ou  extérieur,  selon 
que  l'on  a  AF^o.  Les  coordonnées  du  pôle  de  a^  sont 
rf,  «,/";  l'équation  de  la  polaire  de  Aj  est 

DX-hEY-i-FT  =  o. 

Résultats  analogues  pour  les  couples  (ai ,  A|)  et  (/i,,  A2). 
La  conique  e:>t  ellipse^  parabole  ou  hyperbole,  selon 
que  Ton  a 

Les  coordonnées  du  centre  sont  'f^^,  cp^^,  <p^^. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer,  par  pas- 
sage diiHîct  de  Téquation  (i)  à  Téquation  (2),  les  résul- 
tats corrélatifs. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1898. 


Mat  hé  mat  iq  ues  spécia  les . 

Etant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  considère  tous  les  systèmes 
de  diamètres  conjugués  égaux  de  cette  surface. 

On  désigne  par  a,  p,  y  1^^  points  où  les  trois  diamètres  de 
Tun  quelconque  de  ces  systèmes  rencontre  le  plan  tangent  à 
JVIlipsoîde  E  en  l'une  des  extrémités  C  du  petit  axe  CC 

Cela  étant,  on  demande  de  trouver  : 

1^  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  a^y; 

a^  L*enveIoppe  des  côtés  de  ces  triangles; 

3®  L'enveloppe  des  cercles  circonscrits  aux  mêmes  triangles; 

4"*  Supposant  l'ellipsoïde  de  révolution  autour  du  plus  petit 
des  axes  CC,  trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites 
dans  l'ellipsoïde  par  les  plans  diamétraux  passant  par  deux 
diamètres  conjugués  égaux. 
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CO^^COURS  D'AIMISSION  A  L'ÉCdLR  POLYTEGHNiOllB 

EN  1898. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  une  spbére  (S)  de  rayon  R,  qui  a. pour  centre 
l'origine  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  Oxyz^ 
et  un  paraboloïde  (P)  qui  a  pour  plan  directeur  xOy  et  pour 
directrices  :  i^TaiieO^;  a"  la  droite  AB  définie  par  les  points  A 
etB  dont  les  coordonnées  âr,^, 2  sont  respectivement  (R,o,R) 
et  (a,  6,  c). 

I.  Former  les  équations  de  la  sphère  et  du  paraboloïde. 

II.  On  prend  un  point  M  sur  Oz  et  les  plans  polaires  [£] 
et[n]dece  point  par  rapport  aux  surfaces  (S)  et  (P).  Trouver 
le  lieu  de  Tintersection  de  ces  deux  plans,  quand  M  décrit  O^s: 
déterminer  la  partie  du  lieu  qui  est  sur  le  paraboloïde  (P). 

III.  En  supposant  AB  à  4^**  sur  O2  et  tangente  à  la 
sphère  (S)  au  point  B,  dans  le  trièdre  Oxyz^  calculer  les 
coordonnées  a,  b^  c  du  point  B  en  fonction  de  R  :  déterminer 
les  génératrices  du  paraboloïde  (P)  qui  sont  tangentes  à  la 
sphère  (S);  calculer  le  nombre  de  centièmes  de  la  cote  c  du 
point  B)  quand  R  est  égal  à  i. 

On  conservera  les  notations  indiquées. 

Épure. 

Un  solide  en  forme  de  creuset  ABGDEFS  repose  sur  le  plan 
horizontal.  Il  est  formé  d'un  cylindre  droit  à  base  cii^ulaire 


;z 
E                        p 

IS 
__l 

dont  le  diamètre  AB  est  égal  à  16''"'  et  la  hauteur  AF  à  11". 
La  cavité  ESD  a  la   forme   d'un   paraboloïde  de  révolution 
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autour  de  l'a\e  0^  du  cylindre;  son  diamètre  supérieur 
ED  =  i5*",  sa  profondeur  IS  =  9*", ^. 

On  fera  coïncider  Taxe  O;;  du  solide  avec  l'axe  vertical  de 
la  feuille;  sa  projection  horizontale  sera  placée  à  iS'^du  bord 
inférieur  de  la  feuille  et  la  projection  verticale  du  point  I  à 
4^  au-dessous  du  bord  inférieur  du  cadre. 

La  partie  du  solide  à  droite  du  plan  de  profil  passant  par  Oz 
a  été  échancrée  par  un  cylindre,  dont  l'axe  IX  est  l'horizontale 
de  front  menée  par  le  centre  I  de  Touverture  de  la  cavité  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  plus  courte  distance  IN  du  point  I 
à  la  surface  parabolique  intérieure. 

Le  solide  est  éclairé  par  des  rayons  parallèles  de  front  venant 
d'en  haut,  à  45*,  de  gauche  à  droite. 

On  demande  :  i^de  représenter  par  ses  projections  le  solide 
échancré,  les  parties  vues  en  traits  noirs  pleins,  les  parties 
cachées  en  pointillé;  2**  de  représenter  par  des  hachures  ou 
par  une  teinte  noire  légère,  à  volonté,  les  ombres  déterminées 
sur  la  surface  extérieure  et  intérieure  du  solide  et  sur  le  plan 
horizontal. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  1  épure. 


GORRBSPONDANCB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bipert. 

L'article  de  M.  Mangeot  Sur  une  nouvelle  méthode  de  re- 
cherche des  centres  dans  les  courbes  et  sur/aces  algébriques 
(iV.  A,,  mai  1898,  p.  ai5)  peut  donner  un  certain  intérêt  à  la 
remarque  ci-après  : 

On  sait  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  point  (a,  P)  soit  centre  de  la  courbe /(ir,^)=  o  s'ob- 
tiennent en  exprimant  que  toutes  les  dérivées  de/dont  l'ordre 
de  parité  est  contraire  à  l'ordre  m  s'annulent  quand  on  y 
remplace  les  variables  par  les  coordonnées  du  point. 

Par  suite,  si  un  centre  existe,  ses  premières  équations  (qui 
le  déterminent)  sont  toujours 

/'»-»   —  ft  f"-*  —  n 
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Or,  si 

/=©«-!-  ?/rt-f  H- . . .  -^  <?i  H-  <Pc  =  o, 
avec 

©,„  =  A a^'« -h  mB x'^-^y  -^ . . . -h  /w B'xy"*-^  h-  A>"«, 
tp,„^,  =  mCa?'«-ï  H-. . .  -»-  mC>«-S 

on  a,  à  un  facteur  près, 

/^-J.  =  A  :r  -t-  Bj^  H-  C,        /;^-l\  =  B':r  -+-  A>  -h  G', 

et,  par  conséquent,  le  centre,  s'il  existe,  a  pour  coordonnées 

_  BC->CA^  g  _  B'G  — C'A 

'*"  AA'— BB''  ^^  AA'— BB'' 

On  essayera  si  ce  point  déterminé  est  centre  de  la  courbc(M. 

On  voit  de  même  que  si  une  surface  F(ar,^,;i)  =  o  est 
pourvue  d'un  centre,  les  équations  déterminant  ce  centre  sool 
les  équations  du  premier  degré  : 

xm-i  =  O,  1*^-1  =  O,  1^-w-i   =  O, 

d'où  résulte  l'essai  d'un  point  déterminé,  etc. 


PUBLICATIONS  RÉGENTES. 


Tii.  Caronnbt.  —  Problèmes  de  Mécanique;  Paris,  Nony,  1898. 

F.  Klein.  —  Sur  la  Géométrie  dite  non  euclidienne,  trad.  par  L. 
Laugel  (Extrait  des  Afém.  de  la  Fac.  des  Sciences  de  Touioust, 
t.  XI;  1898). 

F.  Grrdaldi.  —  Sul  gruppo  semplice  di  36o  collineazioni  piane 
(  Extrait  des  Bendic.  del  Circolo  maiem,  di  Palermo;  1898). 

M.  PiBiii.  --  l  principîi  délia  Geometria  di  posizionc  coroposti  in 
sislema  logico  dediittivo  (Extrait  des  Mém.  de  l'Ac.  des  Sc.de 
Turin);  1897-1898. 


(*)  Il  suffit,  pour  que  (dt,  ^)  ne  soit  pas  centre,  qu*uDC  seule  des 
dérivées  /i'îrT-ty,  /"!m-iyt,  ...  ne  s'annule  pas.  On  sera  ordinaire- 
ment fixé  par  lexamen  de  ces  équations  du  premier  degré,  puisque 
le  ras  général  e'^t  relui  où  il  n'y  a  pas  de  centre. 
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Rendiconii  det  Circolo  matematico  di  Palermo;  t.  \II,  1898. 

G.  Gallucoi.  —  Sliidio  siii  Lelraedri  biomologici  (  Kxlrait  des 
Jiend.  deila  R.  Ace.  d.  Se.  /.  e  mat.  di  JVapoli;  1898). 

Alti  délia  reale  Accademia  dei  Lincei.  —  Kendiconli;  classe  di 
Se.  fisiche,  matem.  e  natiir.  Home,  i8()8. 

Bulletin  astronomique.    -  T.  XV.  Paris,  Gauthier-Vil lars  cl  fil»; 

i»c)8. 

Zeitschrift  f tir  math.  und.  naturw.  Unterricht,  publié  par  J.- 
C.-V.  Hoffmann.  Leipzig,  1898. 

D'R.  HAUssrfxn.  —  Tafeln  fUr  Goldbach*sche  GeseU.  Halle,  1897. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l 'Académie  des 
Sciences.  —  T.  CWVI.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1898. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par  MM.  G.  Dar- 
Boux  et  J.  Tannkry;  j*  série,  t.  XXII.  Paris,  Gauthier-Villars  et 
fils;  1898. 

Bulletin  de  Mathématiques  spéciales,  publié  par  L.  Gérard, 
G.  DB  LoxocHAHPS,  B.  NiKWKNGLOWsKi ;  4*  année,  1897-1898.  Paris, 
Société  d'éditions  scientifiques. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  élémentaires, 
publié  par  L.  Gérard,  G.  dk  Lonociiamps  et  B.  Niewenolowski; 
3*  année,  1897-1898.  Société  d'éditions  scientifiques. 

Charlotte  A.  Scott.  —  On  plane  cubics.  (  Extr.  des  PhiL  Transact. 
of  the  Royal  Soc.  of  London.)  Londres,  iSy^. 

Charlotte  A.  Scott.  —  Note  on  adjoint  curves.  (Extr.  du  Quart. 
Journal  of  pure  and  appl.  Math.,  1896.  ) 

Charlotte  A.  Scott.  —  The  three  great  problems  of  antiquiCy 
considered  in  the  light  of  modem  mathematical  research.  (Extr.  du 
Bull,  of  the  american  math.  Soc.,  1896.  ) 

Charlotte  A.  Scott.—  On  Cayley's  theory  of  the  absolute.  (Kxlr. 
du  Bull,  of  the  american  math.  Soc,  1897.) 

Charlotte  .4.  Scott.  —  On  the  numerical  characteristic  of  a 
cobic  curve. 

E.  Hammbr.  —  Lehrbuch  der  ebeneo  und  sphârischcn  Trigono- 
métrie. Stuttgart,  1897. 

W.-W.  RousB  Ball.  —  Hccréations  et  problèmes  mathématiques 
des  temps  anciens  et  modernes,  trad.  par  J.  Fitz-Patkick.  Paris, 
■V.  Hcrmann  ;  1898. 

F.  Klein.—  Conférences  sur  les  Mathématiques  faites  au  Congres 
de  Mathématiques  tenu  à  l'occasion  de  l'Exposition  de  Chicago; 
trad.  par  L.  Lauqbl.  Paris,  A.  Hcrmann;  i^<98. 

Mathematische  Annalen,  dirigé  par  F.  Klein,  W.  Dick  et  A. 
Mayer;  b.  Si.  Leipzig,  1898. 

Isabel  Madoison.  —  On  singular  solution  of  diirerential  équa- 
tion, etc.  (Extr.  du  Quart.  Journal  of  Maihematics,  189^).) 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1556 

(188S,  p.  !>1&). 

Les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle  donné  ABC, 
aux  points  oà  ils  sont  rencontrés  par  une  transçersalc 
quelconque  déforment  un  nouveau  triangle  A'B'C. 

Démontrer  :  que  les  droites  A  A',  BB',  CC  se  coupent  en 
un  même  point  M  commun  aux  circonférences  ABC  et 
A'B'C;  que  celles-ci  sont  orthogonales  et  que  les  droites 
de  Simson  du  point  M,  par  rapport  aux  deux  triangles^ 
sont  parallèles  à  d.  Nbuberg. 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Lez. 
Le  triangle  A'B'C,  formé  par  les  perpendiculaires  élevées 
sur  les  côtés  du  triangle  ABC  aux  points  E,  D,  F  où  ils  sont 
rencontrés  par  la  droite  dy  est  évidemment  semblable  à  ce 


même  triangle.  De  plus,  ces  deux  triangles  sont  homologiqaes 
et  les  droites  AA',  BB',  CC,  qui  joignent  les  sommets  corres- 
pondants, concourent   au   centre  d'homologie  M.  Cette  pro- 
priété peut  se  démontrer  ainsi. 
Prenant  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence,  les 
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droites  AD,  BE  auront  pour  équations 

mp  — 71^  =  0,         n-^^  loL  =  o, 

et  la  droite  ED  sera  représentée  par  m^  —  n*^ -^  l ol  :=  o.  Une 
droite  m^  —  n^  —  ka  =  o  passant  par  le  point  D  sera  per- 
pendiculaire à  GB  ou  a  =  o,  si  A:  =  ncosB  —  mcosC;  la  per- 
pendiculaire B'C  a  donc  pour  équation 

mp  —  n^  -h(mcosC  —  /tcosB)a  =  o. 
De  même,  les  perpendiculaires  C'A',  B'A'  ont  pour  équations 
/»Y —  'œ  -f-(/icosA  —  /cosC)p  =  o, 
/a  -h  mp  -h  (mcosA  -+-  /cosB)y  =  o. 

On  trouve  ensuite  que  les  droites  AA',  BB',  GC  sont  repré- 
sentées par 

P(/n -I-  /icosA —  /cosG)h- yC'* -t- ''ïcosA -h  /cosB)  =  o, 

a(/—  mcosG  -+- ncosB)H- y(/h-  /ncosA  ■+■  /cosB)  =  o, 

p(in-i-  /icosA —  /cosG) —  a(/  —  mcosG  -h  ncosB)  =  o; 

on  voit  donc  qu'elles  sont  concourantes. 
A  Taide  de  ces  équations,  on  reconnaît  que  AA'  fait  avec  AB 

le  même  angle  que  GG'avec  GB,  c'est-à-dire  que  MAB  =  BGM. 
Le    quadrilatère     AGBM     est     donc     inscriptible  ;     mais 


BMÀ7  r=  AGB  =  C\  le  quadrilatère  A'B'G'M  Test  aussi  et  les 
cercles  circonscrits  O,  O'  aux  triangles  ABG,  A'B'G'  ont  un 
point  commun  M  où  ils  se  coupent  orthogonalement.  En  effet, 
si  Ton  abaisse  sur  AA'  les  perpendiculaires  ON,  O'N',  on  a 

ÎSMÏ  =  AC^Î  =  EGC',        M0^  =  1W?A'  =  6C^, 
donc 

NOM  =  ïyfO^  =  ECG'  -t-  CC'E  =  i  d, 
et 

OMI^  +  O'  MN'  =  OMO'  =  I  d. 

Enfin,  si  du  point  M  on  abaisse,  par  exemple,  des  perpendi- 
culaires MD',  ME' sur  les  côtés  C'B',  G' A',  les  triangles  MD' G', 
ME' G'  seront  semblables  aux  triangles  GDG',  GEG';  donc  les 
triangles  D'G'E',  DG'E  sont  semblables  et  la  droite  D'E'  est 
parallèle  à  d. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  prouve  que  la  droite  de 
Simson,par  rapport  au  triangle  ABG,  est  aussi  parallèle  à  ED. 


(  338  ) 
Question  1584. 

(tSM,  p    4(7.) 

Soient  ai^  a^y  aj,  . .  .  des  nombres  qui  tendent,  en  décrois- 
sant, vers  zéro,  et  6|,  6|,  63,  ...  des  nombres  positifs,  qui 
croissent  toujours.  Démontrer  que,  si  la  série 

aibi-h  ai{bf  —  bi)-^  ai((bi  —  bi)-h... 

est  divergente,  il  en  est  de  même  de  la  série 

(ai  — as)^i^-(«ï— «»)^ï-^-(«i  — «O^a-^'-'- 
CE.  Gesàro). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Buiii.. 

Je  vais  démontrer  que  les  deux  séries 

(i)  cr,6i-i-aj(6j—  6|)  -f-a3(63— 6j)H-..., 

(j.)  (ai  — ai)6|-i-(aj— a;,)6,-4-(a3— av)6s-f-... 

sont  divergentes  en  même  temps;  ai,  aj,  a^y  ...  étant  des 
nombres  décroissant  indéfiniment;  61,  bf,  b^,  .••  étant  des 
nombres  positifs  croissant  indéfiniment;  je  pose 

wi  mj  ,         /Hs 

«>i  =  -— ,  0,=  —-,  £?,=  -—,  ..., 

ai  as  as 

mty  m-s,  /71s,  ...   étant  des  constantes  convenablement  choi- 
sies. 
La  série  (i)  devient  alors 

a*  a«  ai 

(  3  )      /?ii  -H  mj /iii  -t-  mj ^  /Mj  4-/114 /W3 H- . . . . 

ai  aj  as 

Getlc  série  est  supposée  divergente;  si  nous  lui  enlevons 
tous  les  ternies  négatifs,  il  restera  la  série 

(4)  /7ii-i- /nj-h //i3-h //I44-. . ., 

divergente  à  plus  forte  raison. 

Changeons  maintenant  Tordre  des  termes  de  la  série (3). de 
façon  à  l'écrire 

<^)  (-2)"'-(-S)--(-S)— •• 


(339) 

D'après  les  hypothèses,  les  coefficients  des  termes  de  cette 
série  sont  tous  positif  s  et  finis. 

Donc  la  série  (5)  peut  être  considérée  comme  formée  par 
la  série  (4)  dont  les  termes  auraient  été  multipliés  par  des 
nombres  différents  mais  finis. 

(4)  étant  divergente,  (5)  Test  alors  aussi.  Or  la  série  (5) 
n'est  autre  chose  que  la  série  (2).  On  s*en  apercevra  en  rem- 
plaçant mi,  mxi  ...  par  ai  61,  ai  61,  ....  La  démonstration  est 
donc  faite. 

SOLUTION 
Par  M.  J.  Franel. 

Désignons  par  S»  et  £,|  les  sommes  des  n  premiers  termes 
dans  les  séries  respectives 

(i)  ai6,-f-aj(6,— ôi)-H  aj(^>j— 6,)-+-..., 

(2)         (a,— a,)^>,H-(a,— aj)6,-4-(a8— a4)63-h...; 


(3)      2;»=  S„— art^,6n  =  S„— a„6„-f- A„(a„— a„+,). 

Si  le  produit  attbn  reste,  pour  toute  valeur  de  /i,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  A,  la  somme  £«,  qui  est  >  S« — a„6n»  aug- 
mentera indéfiniment  avec  n,  puisque  la  série  à  termes  posi- 
tifs (i)  est,  par  hypothèse,  divergente)  et  le  théorème  est 
démontré. 

Supposons  maintenant  que,  quelque  grand  que  soit  A,  il 
existe  toujours  une  infinité  de  nombres  n  tels  que  anhn  soit 
>A.  On  a 

2nH-/»  —  2»  =  (  an->f\  —  a„^.j  )  b^^x  -f- .  .  .  -l-  (  «n-np  —  «/i-HfH-l  )  ^/i-»-/i 
>  bn-ifX  («rt-»-l  —  «m-t  -H  ...  H-  a«-»-^  —  an^p-^\  ), 

c'est-à-dire 

(  4  )  ^n-^p  —  2rt  >  bn^\  (  a„-Ki  —  a«^p-Ki  ). 

Laissant  n  fixe,  supposons  que/)  devienne  de  plus  en  plus 
grand,  a^^p^x  tendra  vers  o.  On  pourra  donc,  après  avoir 
choisi  une  quantité  positive  e  quelconque,  assigner  un  nombre  P 
tel  que,  p  étant  >  P,  b^^x  ^n-^p-hu  soit  <  e.  On  aura  donc, 
pour  toutes  les  valeurs  de  /?  >  P, 


(  34o  ) 

Après  avoir  choisi  un  nombre  A  aussi  g^rand  qu'on  le  veut, 
on  pourra,  par  hypothèse,  déterminer  /i,  de  manière  que 
bn^ian^i  soit  >  A;  ce  nombre  n  étant  fixé, on  pourra  ensuite 
assigner  un  nombre  P  tel  que  l'inégalité  (5)  soit  satisfaite 
pour  p  y-P.  On  voit  donc  que  Zn-hp  finît  par  surpasser  tout 
nombre  donné  d'avance,  si  grand  qu'il  soit.  La  série(2)eft 
donc  bien  divergente.  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  Les  deux  solutions  qui  précèdent  ont  paru  dans  V/nter- 
médiaire  des  Mathématiciens  {^.  218-219;  1896). 


QUESTIONS. 


1801.  Si  l'on  prend  sur  les  perpendiculaires  communes  au\ 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  des  vecteurs  dont  les  lon- 
gueurs soient  inversement  proportionnelles  aux  longueurs  de 
ces  perpendiculaires,  le  vecteur  résultant  est  perpendiculaire 
à  l'une  ou  l'autre  des  faces  du  tétraèdre  selon  le  sens  danf 
lequel  on  dirige  les  vecteurs.  (G.  Fontené.) 

1802.  En  représentant  par  ri,  r»,  rj  les  rayons  de  courbure, 
aux  points  A,  B,  G  de  l'ellipse  de  Stciner  du  triangle  ABC  et 
par  to  l'angle  de  Brocard  de  ce  triangle,  on  a  la  relation 


~1  =  cotto. 


(A.  Dboz-Farny.) 


1803.  Une  conique  est  donnée.  On  prend  les  normales  à 
celte  courbe  issues  de  l'un  de  ses  points.  Pour  chaque  nor- 
male, on  mène  de  son  pied  la  droite  qui  lui  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  de  la  conique.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  passent  par  un  même  point. 

(Mannbbih.) 

1804.  Soit  M  un  point  variable  situé  sur  une  ellipse  de 
foyers  F  et  F'.  La  parabole  qui  est  tangente  à  MF  et  MF'  en 
F  et  F'  a  même  axe  et  même  foyer  que  la  parabole  osculalrice 
à  l'ellipse  en  M.  (E.-N.  Barisibn.) 
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19  ê9B  Garreifipoiidiiili  ilts 

diAft  les  villes  où  siègâiil  1e$  Faoïtli^f  des  Sciences. 

Bc«t)nf.oo  r  M.  X.STotrrr.  — Bordeaux  :  M*Iîni3;4ieL.--C30â:  M-A.oiiSiur 
Uenit4i%'.  —  Clcrmont-Fcrraiid  :  M*  C,  Gtriuufti*,  —  UIjou  t  U.  IhrMt^ 
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-^  Xamjy  :  M.  U.  VottT.  —  Piirig  :  M.  HApri.  —  l*oïliorf  :  11.  MaiJ 


La  iUM  Uu  t  fi  ti^  u  f  m  a  ih  èm  a  (  itf  n  e  ffe;t  l  ra  va  i  l  le  un  t  hj  1 1  od  u  U  «  1 4  d 
Hm\  roncliûiiîiement  qiït'lr|ut^.s  moiiiiîcaUoiis  ijui  lui  fitit  jieriiii»ira 
baisser  sesprlu  li^nbonnerncril  ^i  i?/'^  pour  un  un  el  6^*^  pour  itx  mtit! 

Son  Dîrerïenr,  M,  le  D'^  IfiiLn.iXN  (lî,  rue  de  la  Cure,  T     ■ 
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jUaihèmaiif/ucftpunrronl  héuéCicïev  d^uHc  réducUati  de 5a  pour  i< 
cV^I-u-ilire  ijiitîf  pour  ri]\,   TabonneiTieiU  annuel  no  sern  que 
st^  f va  nés. 

Nous  lui  en  e\|irioionti  toute  noire  recaonaissianee. 

S'adresser  direiHeurunl  a  M.  le  D''  lluL«i?i(ïc,  \^  rue  ii**  lii  *^»»rT-J 
l*aris-^ulruil. 


LlBRAIRllî   GAUTHIEH-VILLARS. 
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Itoçons  &ur  là  Théorie  des  Fonctions^  Gr^nd  iii-H;  iHt^^S. . 

à  la  Tljérjrit"  d'-'5  Fondions. 

FABEY  /  Ch*  ).  Professeur  juijoiiit  à  Iji  Faculté  dt^^  Scirnccî*  de  Mar 
^    LoçoBi  élèmentalrei  d'acoustique  et  d'OpUque,  à  Tussi 
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11*  PiiiTiK  ;   hfmle  moftographéque  dùi  imticipahs  Jttftttiih^i   ^Ai  it 

tK'ulâ  tfftrmbie;  ië*^5 . , .  * .*.,... ,  ^ ,  » 

Iir  PiteTlE  ï  Qftt'Aiifms  anaijiiqiteê  daxsiftws;  i8n- 


(  Hi) 

[B4f] 

UPRÉS8KTATI0N  GÉOMÉTRIQUE  DE  L  INVARIANT  ABSOLU 
IT  DES  GOVARIANTS  DUNE  FORME  BIQUADRATIQUE; 

Par  m.  LACOUR, 
Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  Étant  donnée  une  équation  du  quatrième  degré 

nous  ferons  correspondre  aux  racines  X|,  Xa,  0:3,  Xj^  de 
celte  équation  les  quatre  points  de  la  conique 

qui  sont  donnés  par  les  valeurs  X| ,  x^,  0^3,  x^  du  para- 
mètre X  :  nous  appellerons  ces  points  points  fonda-- 
mentaux  ('  ). 

On  obtient  facilement,  par  un  calcul  d'identification, 
Téquation  générale  des  coniques  qui  rencontrent  la 
conique  (2,)  aux  quatre  points  fondamentaux.  Celte 
équation  est 

en  posant 

S  =  aoX*-h  2f/iXY  -h  «jY*-!-  'ia^\  -h  2^3 Y  -h  a,, 
X,— YÎ-4ZX, 

et  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire  :  quand 
on  remplace  X  par  x-  et  Y  par  2 a:,  S|  devient  nul  et  2 
devient  identiquement  égal  à  U. 

2.    La   décomposition  du  polynôme  du  quatrième 

(  •)    KoiVSalmon,  Algèbre  supérieure,  2*  édition  française,  p.  28G. 
l'aris,  Gauthier-Villars. 
Ann.  de  Htathémat.,  .V  série,  t.  XVII.  (  VoiU  1898.)  '^2 
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degré  U  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  second 
degré  se  ramène  à  la  recherche  des  sécantes  communes 
à  toutes  les  coniques  du  faisceau 

En  effet,  soit  X^  une  valeur  de  X  correspondant  à  un 
système  de  sécantes  communes,  on  aura  une  identité  de 
la  forme 

et  si,  dans  les  deux  membres  de  cette  identité,  on  fait 

\  =  x^,         Y  =  %x, 
il  vient 

Réciproquement,  supposons  que  l'on  ait  l'identité 

U  =  (a.r«-i-  'X^T-^^){ax^^  'i^'x-\-^'), 

la  conique 

(aX-f-EiY-hY)(a'X  +  {i'Y  +  Y') 

est  une  de  celles  qui  coupent  (S|)  aux  quatre  points 
fondamentaux^  elle  peut  donc  être  représentée  par  une 
équation  de  la  forme  S  —  XS|  =  o  et,  comme  elle  se 
décompose  en  deux  droites,  elle  donne  un  système  de 
sécantes  communes  à  (S|  )  et  à  (S). 

3.  Les  sécantes  communes  aux  coniques  du  faisceau 

l_-XSl=aoX*^-•^a,XY-h(^/,— )0Y» 

H-  •;>.(rtjH-  2X)X  -h  ^la^^[  -r-  «4 

se  déterminent  à  l'aide  de  l'équation  du  troisième  degré 

ciq  rt,        rtj-f-aX 

rti  Ot — X         a^  —  o. 

cii-i-xl         aa  a^ 

Cette  équation,  qui  se  nomme  équation  canonisante. 
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peut  s'écrire 

eu  posant 

S  =  août*— 4«i«3H- 3aJ,         T  — 


«0       «1        «î 

cil     Oi     az 
ai     «3     «4 


Dès  que  Ton  coniiait  une  racine  de  celle  équation,  ia 
résolution  de  Téquation  du  quatrième  degré  ne  dépend 
plus  que  d'équa lions  du  second  degré. 

4.  La  conique  désignée  ici  par  (S)  est  harmonique- 
raent  circonscrite  à  (S|),  puisque  l'équation  en  X  qui 
détermine  les  sécantes  communes  aux  coniques  du 
faisceau 

manque  de  terme  en  X^. 

Le  discriminant  de  £  est  égal  à  T^  dans  le  cas  parti- 
culier où  T  =  o,  (S)  se  décompose  en  deux  droites  et, 
comme  (S)  est  harmoniquement  circonscrite  à  (!)<),  les 
deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 
(S.). 

5.  On  peut  conclure  de  là  que,  quand  T  =  o,  /<?  polj- 
nome  U  est  la  somme  des  quatrièmes  puissances  de 
deux  expressions  linéaires* 

En  effet,  2  =  o  représente  alors  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  aux  tangentes  menées  de  leur  point 
d'intersection  à  la  conique  (2|);  S  peut  donc  se  mettre 
sous  la  forme 

P  et  Q  désignant  les  premiers  membres  des  équations 
de  deux  tangentes  à  la  conique  (S).  Dans  l'identité  précé- 
dente, faisons  X  =  j:=^,  Y  =  ax,  S  devient  identique 
à  U,  P  devient  un  carré  parfait  puisque  la  droite  P  =  o 
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reiiconlre  la  conique  (ï|)  eu  Jeux  points  confondus;  il 
en  est  de  même  de  Q.  On  est  dope  conduit  à  une  iden- 
tité de  la  forme 

/;  et  ç  désignant  des  expressions  linéaires  par  rapport 
à  X, 

La  réciproque  se  démontre  en  reprenant  les  mômes 
raisonnements  dans  Tordre  inverse. 

6.  Dans  le  cas  où  T  =  o,  /e  rapport  anharmonique 
( Xi ,  0:2^  J^3 >  -^4  )  ^^-^  (fuatre  racines  de  l'équation  U  =  0, 
prises  dans  un  ordre  convenable,  est  égal  à  —  r .  Cela 
résulte  de  ce  que  (.r, ,  0:0,  X3,  x^)  est  le  rapport  anhar- 
monique du  faisceau  des  quatre  droites  qui  joignent 
l'origine  aux  points  fondamentaux  et  que,  dans  le  cas 
où  T  est  égal  à  zéro,  ces  quatre  points  sont  sur  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  à  (£|),  savoir  les  deux 
sécantes  communes  représeniées  par  Téquation  S  =  o. 

7.  Plus  généralement,  proposons-nous  do  calculer  le 
rapport  anharmonique  p  =  (X| ,  Xg,  0:3,  .r.j)  en  fonction 
des  coefficients  S  et  T  de  l'équation  canonisante. 

p  est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  joi- 
gnant un  point  quelconque  de  (£|  )  aux  points  fonda- 
mentaux M|,  M2)IVl3,M^;  si  le  point  considéré  de  (S|) 
est  M4,  les  quatre  droites  sont 

MwM,,     M,M„     MvMj,     M,  M,. 

Ce  sont  les  tangentes  aux  coniques  du  faisceau 
2  —  ).Si  =  o  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes 
de  A 

A  —  Xi,  Xj,  X3,  oc. 

Ces  tangentes  ont  des  équations  de  la  forme 
T-XT,=ru, 
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pour 

A  —  X,,  X,,  x,,«. 

Donc^  leur  rapport  auharmoiiîque 

(X|,  Xj,  X3,  ac)  = 


X,-X3 


La  question  est  ramenée  à  former  la  transformée  de 
l'équation 

4Xî-SX-4-T=:0, 

la  transformation  étant  déGnie  par  la  formule 

Pour  cela,  nous  poserons 

Xj  —  X3=3A.         X3  —  Xt=3B,         Xj  —  X<|=3C, 
de  sorte  que  Ton  aura 

A-i-B-i-C  =  o        et        p=—  -.. 

Mais,  en  tenant  compte  de  la  condition 

X|  -1-  X, -f-  X3=  a, 

on  obtient  facilement 

X,  =  C— B,        X,=  A  — C,        X,=  B-A. 

D*après  cela,  S  et  T  sont  des  fonctions  homogènes  de 
A,  B,  C  respectivement  du  deuxième  degré  et  du  troi- 
sième degré;  en  remplaçant  C  par  —  (A  -H  B),  S  et  T 
deviennent  des  fonctions  homogènes  de  A  ctBde  degrés  2 

C3  T> 

et  3  •,  par  conséquent  =q  ne  dépend  que  du  rapport  ^  et, 

comme  l'inconnue  p  est  égale  à  —  T'  t»  s'^'^P"'"®  ^^ 
fonction  de  p  :  si  Ton  calcule  celte  expression,  on  aura 
l'équation  qui  détermine  p  quand  S  etT  sont  donnés. 
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Un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  donne 

---;  S  =  |(A*-h  B»-+-  G»)  =  A«-i-  AB  -h  B*, 

i  T  =r  f  B  —  C)(C  —  A)(A  -  B)  --  (!xB  ^  A)(2  A  -h  B)(B  -  A). 
4 

et  Ton  en  conclut 

I      S»  _  (r-p-f-p*)» 

47i7  T2  -  [(2p-,)(p-2)(p-^i)M' 

Telle  est  la  relation   qui  existe  entre  l'invariant 

absolu  Tfq  fie  la  forme  biquadratique  U  et  le  rapport 

anharmonique  p  =  (t,  ,  Ta,  x^,  X4)  des  quatre  racines 
de  l'équation  U  =  o. 

8.  La  condition  pour  que  les  coniques  (1)  et  (li) 
soient  tangentes,  c'est-à-dire  pour  que  Téquation  auxx 
des  points  d^ intersection  ait  une  racine  double,  est  que 
Téquation  du  troisième  degré  en  \ 

4  A3—  SX-r-T  r-^  O 

ait  elle-nnènic  une  racine  double. 

D'après  cela,  le  discriminant  de  l'équation  donnée 
ne  doit  différer  que  par  un  facteur  numérique  de  celui 
de  l'équation  en  X,  c'est-à-dire  de 

S8—  217T*. 

D'une  manière  générale,  la  discussion  de  Téquation  du 
quatrième  degré  U  =  o  et  celle  de  Téquation  du  troisième 
degré  en  A  peuvent  se  ramener  Tune  à  Tautre.  Nous 
nous  limiterons  ici  au  cas  où  l'équation  U  =  o  a  ses 
quatre  racines  distinctes  en  supposant  dans  ce  qui  suit 
que  S'  —  27 T'  est  différent  de  zéro. 
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9.  Le  hessicn 

csi  représenté  sur  (S,)  par  les  points  où  (S|)  est  ren- 
contrée par  la  conique 

(«oX  -h  «1  Y  -+-  a,)(  ^j\  -4-  rt,  Y  -f-  a;) 

-  (  rt,\  -f-  ris  Y  4-  aj)*  =  o. 

Or,  celte  conique  est  Tenveloppe  de  la  droite 

T>(rtoX  -f-  ^1 Y-4-  «,)-!-  2:rfrt,X  H-  «1  Y  -H  rtj) 

-H  (  «ï  X  -•-  aj  Y  -A-  Ofc  )  =  o, 

et  cette  droite  est  la  polaire,  par  rapport  à  (S),  d'un 
point  de  (Sf  ),  celui  dont  les  coordonnées  sont  x^,  2jr,  i . 
La  conique  sécante  est  donc  la  polaire  réciproque  de(£t  ) 
par  rapport  à  (I). 

Mais  puisque  (S)  est  harnioniquement  circonscrite  à 
(S,  ),  la  polaire  réciproque  de  (2,  )  par  rapport  à  (S)  et 
la  polaire  réciproque  de  (S)  par  rapport  a  (S|  )  rencon- 
trent aux  mêmes  points  la  conique  (I|)  (*  ). 

D^autre  part,  les  points  où  (Sf  )  est  rencontrée  par  la 
polaire  réciproque  de  (S)  par  rapport  à  (S|)  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  communes  à  (S|)  et 
à  (2). 

Donc  le  hessien  est  représenté  sur  (2,)  par  les  points 
de  contact  fies  tangentes  communes  à  (Si)  et  à  (S). 

Vérifions  ce  résultat  par  le  calcul.  La  tangenie  à  (S|) 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x-,  2X  cl  i  a  pour 

équation 

X_  2.rY-4-.T«Z  =  o. 

En  écrivant  que  cette  droite  est  tangenie  à  (I),  on 

{^)  On  le  \oit  aisément  en  rapportant  (£)  cl  (S,)  à  leur  triangle 
conjugué  commun. 
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obtienly   pour  déterminer  le  paramètre  x  du  point  de 
contact,  l'équation 


«0 

«1 

«l 

I 

«l 

«l 

«S 

—  ar 

(It 

«3 

«4 

a:« 

I 

—  X 

a-» 

0 

H  = 


En  développant  le  premier  membre,  on  trouve  bien 
le  hcssien  comme  il  fallait  le  vérifier. 

lO,  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer,  sur 
(S|),  les  points  de  contact  des  tangentes  communes  à 
(2)i)  et  à  une  conique  du  faisceau 

Il  suffit  pour  cela  d'écrire  que  les  coordonnées  de  la 

droite 

X  —  îarYH-a-'Z  =  o 

satisfont  n  l'équation  tangentielle 

rto  «1  <7j-H2X  // 

ai         a» — X  aj  p 

a j -4-  9.x         Hj  a^  w 

Il  ('  w  o 

Si  l'on  développe  le  déterminant  et  si  l'on  ordonne 
par  rapport  à  \  on  met  l'équation  tangentielle  sous  la 
forme 

<r(w,  Vy  «•)  —  X4>(a,  (',  w)  H-  X*  Ji(w,  r,  ii^)  =  o, 

qui  met  en  évidence  les  premiers  membres  des  équa- 
tions tangentielles  de  trois  coniques,  savoir  (S),  (Si)el 
la  conique  enveloppe  des  droites  divisées  karmoniquc- 
ment  par  (S)  et  (S,). 

Remplaçons  dans  cette  équation  tangentielle  u,  v,  w 
par  les  coordonnées  de  la  tangente  considérée  de  (S|): 
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îr,(tt,  i',  w)  devient  égal  à  o,  t(i/,  i^,iv)  à  H  comme  on 

Ta  vu  dans  le  paragraphe  précédent;  enfin  ^(fi,  ^,  w) 

devient  égal  à  U,  résultat  qui  s'explique  en  remarquant 

qu'une  tangente  à  (X|)  en  Tun  des  points  communs  à 

(I,)  et  à  (S)  est  divisée  harmoniquement  par  ces  deux 

coniques. 

LVquation  qui  détermine  les  x  des  points  de  contact 

est  donc 

H  —  XU  =  o. 

Donc  une  des  formes  de  Vinvolution  définie  par 

V  équation 

H-XU  =o 

est  représentée  5ii/*  (S|)  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  communes  à  (ï,)  et  à  la  conique  S — \^^  =  o. 
De  plus,  on  a  été  conduit  à  l'identité 


a\  rtj —  X  rtj  —  X 

fljH-aX  rïj  «4  x^ 

ï  —  :r  j-*  o 


H  — XU. 


11.  En  considérant  en  particulier  les  coniques  éva- 
nouissantes du  faisceau  I  —  ).S|  =  o,  on  obtient  trois 
identités  très  importantes  dans  Tétude  d'une  forme 
biquadra  tique. 

Quand  la  conique  2  —  XS,  =  o  se  réduit  à  un  système 
de  deux  droites,  les  tangentes  communes  à  cette  conique 
et  à  (S|)  deviennent  les  tangentes  à  (S,)  menées  par  le 
point  double  du  système  de  deux  droites.  Les  quatre 
points  de  contact  viennent  se  confondre  deux  à  deux 
en  des  points  situés  sur  la  polaire  du  point  double. 
L'équation  aux  x  de  ces  points  de  contact  doit  admettre 
deux  racines  doubles,  et  Ton  voit  ainsi  que  H  —  X.U 
devient  un  carré  parfaite  quand  on  j  remplace  X  par 
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une  racine  de  r équation 

4Xs_sX-hT=ro. 

II  est  facile  de  le  vérifier  par  le  calcul.  Parlons  de 
ridentité 


11.  ot! 

a  3' -h  J3a'     a  y' H-  Y^'     *' 

f/        V       w 

«P'-Hpa' 

2  33'       ftY'-»-ïP'    ^ 

== 

a      P     Y 

aY'-4-Y«' 

Py'-hy?'       2yï'       «' 

a'     p'     y' 

M 

V                    w            o 

qui  donne  deux  expressions  équivalentes  pour  le  pre- 
mier membre  de  Péquahon  tangentielle  de  la  conique 
(aX4-.3Y-hyZ)(a'X-h^'Y-f-Y'Z)  =  o.  Dans  cette 
identité,  remplaçons  les  coefficients  du  Téquation  ponc- 
tuelle de  la  conique  évanouissante  par  leurs  valeurs 
obtenues  §  2,  puis  i/,  c,  w  par  i ,  —  x^  ax^,  il  vient 

gq  rt|         rtj-f-aXi        t      I 

ci\  ai  —  A|  rtj  —  X  \ 

I  —  X  Xi  o      I 


ï        —  X 


p'    r 


ou,  en  désignant  par  'f  le  déterminant  élevé  au  carré 
dans  le  second  membre, 

L'équation  cp  =  o  détermine  les  x  des  points  de  ren- 
contre de  C^i)  avec  la  polaire  du  point  double  de 
2  —  X|  2|  =  o,  c'est-à-dire  avec  le  côté  du  triangle  con- 
jugué commun  à  (2)  et  à  (S|)  qui  correspond  à  la 
racine  A^ . 

En  répétant  les  mêmes  raisonnements  pour  les  autres 
racines,  on  obtient  les  identités  cherchées 

'fy  »!  et  y  sont  représentés  sur  (2^)  par  les  couples  de 
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points  situés  sur  les  trois  côtés  du  triangle  conjugué 
commun  à  (S,)  et  à  (ï). 

Un  côté  de  ce  iriangle  est  conjugué  de  chacune  des 
sécantes  communes  qui  passent  par  le  sommet  opposé 
du  triangle^  de  plus,  il  est  conjugué  de  chacun  des  deux 
autres  côtés  du  iriangle.  Les  principales  propriétés  des 
formes  ©,  ^,  y  peuvent  se  déduire  de  là. 

12.  Pour  terminer,  nous  chercherons  à  représenter 
sur  (S|  )  le  covariant  du  sixième  degré 

!  ui   u;. 
"  I  Hi   h; 

On  voit  aisément,  en  se  reportant  aux  trois  identités 
obtenues  dans  le  paragraphe  précédent,  que  chacune 
des  racines  de  ç,  ^  ou  -^  est  racine  de  J.  On  a  donc,  en 
désignant  par  m  un  facteur  constant, 

J  r-i=  /nç'^y. 

J  est  re présenté  sur  (2,  )  par  les  trois  couples  de  points 
situés  sur  les  trois  côtés  du  triangle  conjugué  commun 

à{l,)età{l). 


[Plb] 

SUR  UNE  CERTAINE  FAMILLE  DE  COURBES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  II. -E.  TIMERDING. 


1.  FLtant  donnés  sur  une  droite  trois  points  fixes  A, 
B,  N  et  un  point  variable  P,  nous  cherchons  un  autre 
point  Q  de  la  droite  tel  que  le  rapport  anharmoniquc 
que  Q  et  P  forment  avec  A  et  B  soit  égal  à  celui  que  P 
et  N  forment  avec  A  et  B.  Cherchons  ensuite  le  point  R 
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tel  que  le  rapport  aiiharinoiiiquc  de;  R  et  Q  avec  A  cl  R 
soit  égal  à  celui  de  Q  et  P  avec  A  et  B,  et  coiilinuoiis 
ainsi.  Nous  parviendrons  de  cette  manière  à  une  série 
de  points  P,  Q,  R,  ...  que  nous  appelons  points-puis- 
sances du  premier  d'entre  eux  par  rapport  aux  points 
fixes  A,  B,  N.  Le  point  qui  est  dans  cette  série  à  la  tï**^"* 
place  sera  le  /i •''"»«  point-puissance  de  P,  et  n  sera  son 
exposant. 

Soit  a  le  rapport  an  harmonique  des  quatre  premiers 
points  P,  N;  A,  B.  Nous  aurons,  selon  Thypothèsc, 

QA  .  NA  _  /QA  .  PA\  /PA  .  NA\  _  , 
QB  '  ÎNB  ~  \QB  •  Vn)  VPB  *  NB/  ~  *  ' 

et,  de  la  même  manière,  ^ 

RA  .  NA  _    , 

RB  •  NB  ""^  '      •    ■• 

Les  rapports  anharmoniques  que  les  points-puissances 
P,  Q,  R,  ...  forment  avec  les  points  fixes  N,  A,  R 
s'exprime]) t  donc  par  les  puissances  du  rapport  anhar- 
monique  du  premier  point  P  avec  les  mêmes  poinls 
fixes.  C'est  ainsi  que  la  désignation  de  ces  points  esl 
justifiée. 

Pour  étendre  celte  définition  des  puissances  géomé- 
triques aux  points  d'un  plan,  nous  prenons  arbitraire- 
ment dans  ce  plan  quatre  points  A,  B,  C,  O.  Les  trois 
premiers  forment  le  triangle  de  référence  A,  le  qua- 
trième est  considéré  comme  le  point-unité. 

Nous  joignons  ce  dernier  aux  points  A,  B,  C  par  des 
lignes  droites  qui  coupent  les  côtés  opposés  du  triangle 
A  respectivement  en  L,  M,  N.  Faisons  de  môme  pour  un 
point  quelconque  P,  et  soient  les  points  alors  corres- 
pondants à  L,  M,  N  désignés  par  F,  P'',  F''.  Si  nous 
cherchons  les  points-puissances  de  ces  derniers  points 
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sur  les  côtés  du  triangle  à  de  la  manière  que  nous  ve- 
nons d'exposer,  en  remplaçant  les  points  fondameniaux 
A,  B,  iV  une  fois  par  C,  A,  M  et  une  fois  par  B,  C,  L 
les  lignes  qui  joignent  trois  points-puissances  corres- 
pondant aux  sommets  opposés  du  triangle  A  se  couperont 
en  un  seul  et  même  point,  et  ce  point  sera  le  n'^'"**  point- 
puissance  du  point  P  par  rapport  au  triangle  A  et  au 
point-unité  O. 

Une  série  de  points-puissances  passe  dans  une  série 
de  la  même  nature,  si  nous  transformons  le  plan  par 
une  homographie  quelconque,  pourvu  que  les  points  de 
référence  soient  remplacés  par  leurs  points  transformés 
respectifs.  Pour  cette  raison,  nous  pouvons  nommer  les 
poinls-puissances  puissances  homographiques  du  point 
qui  est  leur  base. 

S.  A  un  point  proposé  appartient  un  seul  point  qui 
en  est  la  /i»*^'™«  puissance,  mais  lace  {^ersa  il  correspond 
au  dernier  point  un  groupe  de  n*  points  dont  il  est  la 
^jiènie  puissance. 

Ce  groupe  des  /i"'"^*  /joints -racines  est  transformé  en 
lui-même  par  un  groupe  de  n-  homographies,  y  compris 
l'identité,  de  telle  sorte  que  par  ces  n^  transformations 
d'un  point  quelconque  du  groupe  on  déduit  tous  les 
n^  points  qui  forment  le  groupe. 

Le  groupe  des  points  représente,  pour  ainsi  dire,  le 
groupe  des  transformations.  Ces  dernières  s'expriment 
analytiquement  en  multipliant  les  coordonnées  rappor- 
tées au  triangle  A  par  des  /i"°»«*  racines  de  Tunîté.  Elles 
sonbdonc  les  mêmes  pour  tous  les  groupes  de  n^  points- 
racines  se  rapportant  au  triangle  A. 

Les  n'^  points-racines  d'un  groupe  sont  situés  sur 
trois  faisceaux  de  n  droites  dont  chacune  en  contient 
n  déterminés  par  une  équation  binôme.  Ces  faisceaux 
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ont  pour  sommets  les  sommets  du  triangle  A  et  passent 
en  eux-mêmes  par  les  n^  transformations  du  groupe. 

A  deux  nombres  quelconques  /i|  et  722  dont  le  produit 
est  n  correspondent  deux  manières  de  décomposer  le 
groupe  des  n^  points  en  groupes  partiels.  Nous  appelons 
ces  deux  décompositions  conjuguées  pour  la  raison  sui- 
vante. Chacun  des  groupes  partiels  se  compose  ou  de  h) 
ou  de  n\  points.  Les  groupes  de  n\  points  passent  l'un 
dans  Tautre  par  le  groupe  de  n\  transformations  homo- 
graphiques  qui  correspondent  aux  groupes  de  n\  points 
(considérés  comme  des  /iSj*"®*  points-racines)  et  Ton 
obtient  les  groupes  de  n\  points  eux-mêmes  en  transfor- 
mant un  groupe  quelconque  de  n^  points  par  les  n\  ho- 
mographies. 

Deux  points  du  groupe  des  n^  points-racines  appar- 
tiennent à  un  même  groupe  partiel  ou  non.  Dans  ce 
dernier  cas  ils  définissent  une  homographie  que  nous 
dirons  primitive.  L^homographie  est  ainsi  définie  que 
par  elle  Tun  des  deux  points  passe  dans  l'autre,  tandis 
que  le  triangle  A  reste  invariable.  Deux  homographies 
primitives  seront  indépendantes  si  Ton  ne  parvient  pas 
à  Tune  par  une  répétition  de  l'autre.  On  a  alors  le  théo- 
rème que,  si  l'on  choisit  deux  homographies  du  groupe 
qui  sont  primitives  et  indépendantes,  on  peut  composer 
chaque  homographie  du  groupe  par  ces  deux,  réitérées 
chacune  un  nombre  convenable  de  fois. 

Imaginons  maintenant  deux  groupes  de  points-racines, 
l'un  de  p^^  l'autre  de  q-  points.  Si  nous  transformons 
l'un  d'eux  par  toutes  les  homographies  qui  corres- 
pondent à  l'autre,  nous  parvenons  à  un  certain  troi- 
sième groupe  qui  est  composé  des  deux  premiers,  et  ce 

troisième  groupe  consiste  en  (— )    points,  si  /•  est  le 

plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  p  et  q.  Ces 
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reoiarques  suffiront  pour  donner  une   idée  nelie   des 
groupes  de  points  et  des  groupes  d'homographies  en 
question. 

3.  Nous  pouvons  concevoir  une  relation  géométrique 
entre  les  points  du  plan  telle  qu*à  un  point  correspond 
sa  n^'^^''  puissance  homographique. 

Nous  représentons  analy tiquemen  t  cette  affinité  eu 
élevant  à  la  n}""^^  puissance  les  coordonnées  d'un  point 
rapportées  au  triangle  A  et  ainsi  choisies  que  les  coor- 
données du  point-unité  O  soient  toutes  égales  entre 
elles.  Aux  «^  points-racines  d'un  groupe  correspond, 
dans  celte  affinité,  le  même  point.  A  une  droite  quel- 
conque sera  conjuguée  une  courbe  du  /i'*^*"'  ordre  que 
nous  dirons  la  /i^''"*<^  puissance  de  la  droite  et  dont 
l'équation  dans  les  coordonnées  mentionnées  est  de  la 
forme  suivante  : 

si  nous  désignons,  comme  nous  le  ferons  toujours,  par 
le  signe  2),  la  sommation  par  rapport  aux  indices  i,  9, 
3.  Ces  courbes -puissances  ont  deux  propriétés  caracté- 
ristiques : 

D'abord  elles  sont  transformées  en  elles-mêmes  par 
le  groupe  de  n^  homographies  que  nous  aidons  consi- 
déré dans  r article  précédent.  ' 

Ensuite  leur  Hessienne  se  décompose  en  trois  droites, 
les  côtés  du  triangle  A  comptés  (n  —  2)  fois. 

Les  courbes  elles-mêmes  peuvent  se  décomposer  en 
un  faisceau  de  n  droites;  alors  un  des  coefficients  a  sera 
nul.  Mais,  si  cela  n'arrive  pas,  elles  sont  toujours  pri- 
vées de  points  singuliers  et  du  genre  riemannieu 
(w  — 0(n  —  a) 

•A 

En   égalant  à  zéro  un  des  coefficients  a  nous  voyons 
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que,  par  chaque  sommet  du  triangle  A,  il  passe  un  fais- 
ceau de  /{  droites  dont  chacune  est  une  tangente  com- 
plète de  la  courbe,  c'est-à-dire  une  droite  dont  tous  les 
points  d'intersection  avec  la  courbe  se  réunissent  en  un 
seuL  Ces  3/z  tangentes  singulières  remplacent  les 
in(n — 2)  tangentes  stationnaires  qu'on  devrait  avoir 
suivant  les  formules  de  Plucker  et,  en  même  temps,  les 
tangentes  doubles. 

4.  Notons  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Toutes  les  courbes -puissances 
d'ordre  égal  et  rapportées  au  même  triangle  fonda- 
mental A  proviennent  d'une  d'entre  elles  par  les 
transformations  homographiques  qui  laissent  inva- 
riable le  triangle  A. 

Théorème  II.  —  Les  polaires  d'un  point  par  rapport 
à  une  courbe-puissance  sont  encore  des  courbes-puis- 
sances. 

On  obtient  donc  toutes  les  courbes-puissances  d'ordre 
p^  qui  se  rapportent  à  un  certain  triangle  A,  en  cher- 
chant les  ^"'»<^»  polaires  de  tous  les  points  du  plan  par 
rapport  à  une  courbe -puissance  quelconque  de  l'ordre 
p  -\-  q^  ayant  le  même  triangle  fondamental  A.  Et 
réciproquement  nous  pouvons  dire  : 

Chaque  courbe-puissance  d'ordre  p  peut  être  regardée 
comme  la  y**"*'  polaire  d'un  point  arbitraire  P  par  rap- 
port à  une  courber  puissance  d'ordre  p  -H-  y,  se  rappor- 
tant au  même  triangle  fondamental  qui  est  ainsi  complè- 
tement définie. 

Car  soient  yi  les  coordonnées  du  point  P,  si  nous 
écrivons  alors  l'équation  de  la  première  courbe 

i:a/x{'=  o. 
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cotniiie  ii  su  il  : 

on  voit  que  réquatioii  de  la  seconde  courbe  csl 
ai 


2 


J  i 


5.  Pour  étendre  la  notion  des  puissances  d'une  droite 

à  des  exposants  négatifs^  remarquons  qu'on  obtient  la 

courbe 

^aixj^=  o 
de  la  courbe 

Zmx'^  =  o 

en  remplaçant  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  réci- 
proques. Mais  celte  opération  équivaut  à  une  transfor- 
mation quadratique  ordinaire  pour  le  triangle  fondamen- 
tal A,  qui  laisse  invariable  le  poînt-unité  O.  Il  s'ensuit, 
puisque  les  courbes -puissances  à  exposant  positif  ne 
passent  par  aucun  sommet  du  triangle  A,  que  la  courbe- 
puissance  à  l'exposant  —  n  est  de  l'ordre  a/i  et  qu'elle 
a  un  point  n^^^^*^  dans  chaque  sommet  du  triangle  A. 
Elle  doit  être  du  même  genre  que  la  courbe  à  Texpo- 
saiit  n  et,  en  efTet,  on  a 

(  n —  i)  (n  -  7.)  _  {in  —  i)(in—i)  n(n       i) 


De  la  même  manière  qu'on  passe  des  puissances  aux 
racines,  cherchons  maintenant  la  courbe  dont  la  /i*'™' 
puissance  est  une  droite  proposée.  La  forme  de  son 
équation  est  aussitôt  trouvée,  la  voici 


1^ 
Hat  Xi"  =  o. 


Mais  quel   est  son  ordre  et  quels  sont  ses  points  sin- 
guliers? 

Ann.  de  Ifathémat.,  3"  série,  t.  XVII.  (Août  1898.)  23 
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Remarquons  d'abord  que  vice  versa  la  droite  n'est 
pas  complètement  déterminée  par  Ja  courbe  dont  elle 
est  la  7i»*"«  puissance.  En  eH'et,  à  la  même  courbe-ra- 
cine correspondent  n^  droites  que  nous  obtenons  d'une 
d'entre  elles  par  le  groupe  de  n^  homographies  consi- 
déré dans  l'article  2.  Car  on  ne  change  pas  la  courbe- 
racine,  si  Ton  multiplie  ses  coefficients  par  des  n**""  ra- 
cines quelconques  de  l'unité. 

Par  conséquent,  l'ordre  de  notre  courbe  doit  être  w 
puisque  sa  /!»«"•  puissance  a  Tordre  n^. 

Quant  à  ses  points  singuliers,  ils  correspondent  aux 
points  d'intersection  des  n^  droites  conjuguées  à  la 
courbe-racine.  Parmi  ces  points  d'intersection  il  y  ena/i 
sur  chaque  côté  du  triangle  A,  par  chacun  desquels  pas- 
sent 7î  des  n^  droites.  Ces  derniers  points  ne  nous  don- 
nent pas  de  points  singuliers  de  la  courbe-raciuc,  mais 
les  côtés  du  triangle  A  sont  des  tangentes  singulières  de 
la  courbe  ayaut  de  commun  avec  elle  n  points  coïnci- 
dents. Le  reste  de  l'intersection  se  compose  de 

/i*(n*    -i) ^n^(n  —  i)  _     ,  (n  —  i)(/i  —  'ji) 

■2  '2  ~~  2 

points  auxquels  correspondent  les  points  doubles  de  la 
courbe-racine,  et  un  point  double  est  conjugué  à  n^ 
points  d'intersection,  car  nous  trouvons  pour  la  courbe- 
racine 

C/i  -- 1)(  «  — a) 


points  doubles,  comme  cela  doit  être,  puisqu'elle  est  do 
l'ordre  n  et  du  genre  o. 

6.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  discuter  les 
courbes-puissances   générales,  c'est-à-dire   les  courbes 


(359  ) 
dont  Téqualion  a  la  forme 

m 

ZatJTi"  —  o, 

OÙ  m  et  fi  sont  des  nombres  entiers  et  positifs,  que 
nous  devons  supposer  privés  de  diviseur  commun. 

Cetie  courbe  est  la  /i''^"*  courbe-racine  d'une  courbe- 
puissance  à  exposant  entier  et  de  Tordre  m.  Elle  est 
rapportée  à  cette  dernière  courbe,  point  par  point,  sans 
ambiguïté;  donc  elle  est  du  même  genre  riemannien 

(m     ■  i)(  m     -  i) 

•2 

Nous  trouvons  ensuite  que  la  courbe  est  de  l'ordre 
m.n^  puisqu'elle  est  la  //i'^"«  puissance  de  la  courbe 

qui  a  l'ordre  //. 

La  courbe  doit  avoir,  de  plus, 

m^(n    -  i)(n  —  a  ) 

points  doubles  et  m  points  singuliers  sur  chaque  côté 
du  triangle  A,  dont  chacun  équivaut  à  n— i  points 
simples  et  ^{n  —  i)  (''i  —  3)  points  doubles  ordinaires. 
En  eifet,  nous  trouvons  ainsi  pour  le  genre  de  la  courbe 

(mn—  ï)(mn  —  2)       m^{n  —  \)(n  —  i)       Zmjm  —i)(n — i) 
•1  u  2 

_  {m  —  I ) (  /n  —  2  ) 

~  '2 

comme  il  est  juste. 

7.  Pour  évaluer  la  classe  de  notre  courbe,  remar- 
quons qu'une  quelconque  de  ses  tangentes  a  des  coor- 
données de  la  forme 

m  —  n 
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si  les  Xi  sont  les  coordonnées  du  point  de  conlacl.  On 
peut  lîrer  les  dernières  vice  versa  des  égalités  précé- 
dentes, en  supposant  connues  les  ui  et  Ton  trouve 

n  n 

Xi=  biUt'^  —  ^,        OÙ         bi=  a^"'*. 

En  substituant  ces  expressions  dans  Téquation  de 
notre  courbe,  nous  obtenons  son  équation  tangentielle 

m 
'^billi'^-^''  —  O. 

Cette  équation  est  de  la  même  forme  que  Téquation 
proposée,  excepté  la  signification  des  variables  qui  dé- 
terminent dans  Péquation  précédente  des  droites  et  non 
pas  des  points.  Mais  les  formules  trouvées  plus  haut, 
pour  Tordre  et  les  points  singuliers,  ne  cessent  pas  de 
valoir,  si  Ton  remplace  Tordre  parla  classe  et  les  points 
singuliers  par  les  tangentes  singulières  de  la  courbe 
donnée  par  son  équation  tangentielle. 

Nous  trouvons  ainsi  que  notre  courbe  est  de  Inclusse 
m(m  —  n). 

En  laissant  au  lecteur  la  détermination  des  tangentes 
singulières,  nous  nous  bornons  à  énoncer  le  théorème 
suivant,  que  nous  avons  trouvé  en  même  temps  : 

Théorème  111.  —  La  courbe  réciproque  tienne 
courbe-puissance  à  l'exposant  p  est  une  autre  courbe- 
puissance  dont  V exposant  est — - — •    On  parvient  à  la 

courbe  réciproque  en  cherchant  Tenveloppe  des  polaires 
de  la  courbe  proposée  par  rapport  k  une  conique  qui 
est  conjuguée  à  elle-même  par  rapport  au   triangle  A. 

8.  Pour  généraliser  ce  théorème  remarquons  queu 
formant  les  mêmes  expressions  (|ui  donnent  les  coor- 
données d'une  tangente,  si  les  val(»nrs  av  se  rapportent 
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à  un  point  de  la  courbe,  pour  un  point  quelconque  du 
plan,  onoblient  les  coordonnées  de  la  dernière  polaire 
de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe  proposée.  Imagi- 
nons alors  que  le  point  parcoure  une  courbe-puissance 
au  même  triangle  fondamental  que  la  première,  nous 
aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Etant  proposées  deux  courbes- 
puissances  se  rapportant  au  même  triangle  fondamen- 
tal, les  dernières  polaires  des  points  de  l'une,  qui  soit 
de  l'ordre  p,  par  rapport  à  l'autre,  dont  l'ordre  soit 
9,  env^eloppent  une  troisième  courbe-puissance  au 
même    triangle  fondamental ,    dont    la    classe   sera 

^    et  dont  l'ordre  sera,  par  conséquent^  — -^ 

Ajoutons  à  ce  théorème  le  suivant  : 

Théorème  V.  —  Si  nous  cherchons  les  r'<^'w"  po- 
laires d'un  point,  auquel  nous  faisons  parcourir  une 
courbe-puissance  de  l'ordre  p,  par  rapport  à  deux 
courbes-puissances  d'ordre  égal  et  ayant  le  même 
tnangle  fondamental  que  la  première  ces  polaires 
se  couperont  dans  un  groupe  de  (5  —  rY  points  qui 
engendrent  une  nouvelle  courbe-puissance  de  l'ordre 

^ y  tandis  que  le  premier  point  parcourt  la  courbe 

d^ ordre  p. 

Deux  courbes-puissances  cp  =  o  et  •}  =  o  d'ordre  égal 
déterminent  un  faisceau  de  courbes 

Q  -h  )4  =  o, 

A  désignant  un  paramètre  variable.  Les  polaires  d*un 
point  par  rapport  aux  courbes  d'un  faisceau  forment  un 
autre  faisceau.  Nous  dirons  les  points  communs  des 
courbes  de  ce  dernier  faisceau  les  points  conjugués  au 
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point  proposé  par  rapport  au  premier  faisceau.  En  nous 
servant   de    cette    désignation    nous  pouvons,   connue 
corollaire  du  théorème  précédent,  énoncer  le  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Les  points  conjugués  aux  points 
d'une  droite  par  rapport  à  un  faisceau  de  courbes- 
puissances    {ajant    le    même  triangle  fondamental) 

forment  une  autre  courbe-puissance  de  V ordre  • 

Ces  théorèmes  peuvent  servir  à  dériver  des  courbes- 
puissances  à  exposant  entier  les  courbes-puissances  à 
exposant  fractionnaire. 

9.  Imaginons  encore  qu'il  existe  une  relation  entre 
les  coeHicients  ui  dans  Téquation 

2  Uixf  =  o 

d'une  courbe-puissance  et  que  cette  relation  soit  elle- 
même  de  la  forme 

y:%tu]  =  o, 

alors  les  courbes  déiinies  par  ces  deux  équations  for- 
ment un  faisceau  de  l'ordre  q.  Elles  sont  les  ^»*"'" 
puissances  des  tangentes  d'une  courbe-puissance  de  la 
classe  q. 

Donc  elles  enveloppent  elles-mêmes  unecourbe-pnis- 

sance  de  Tordre  -^5L. 

Si  nous  interprétons  les  u/  comme  les  coordonnées 
d'un  point  que  nous  nommerons  pôle  de  la  courbe- 
puissance,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  VII.  —  Les  courbes-puissances  d' ordre p^ 
dont  les  pôles  forment  une  courbe-puissance  d' ordre  q^ 

ens^eloppent  une  courbe-puissance  d'ordre  -^-  . 
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Celle  dernière  courbe  se  rapporte  avec  les  premières 
au  même  Iriangle  fondamental.  Deux  mots  encore  sur 
les  pôles  que  nous  venons  de  définir.  Le  pôle  d'une 
courbe-puissance  est  aussi  le  pôle  des  polaires  du  point 
unité  par  rapport  à  cette  courbe,  entre  autres  de  la 
dernière  polaire  qui  est  une  droite. 

Si  nous  remplaçons  le  pôle  d'une  courbe-puissance 
par  sa /!•'"•  puissance,  la  courbe  conjuguée  passera  en 
une  autre  qui  mérite  d'être  nommée  la  w**""  puissance 
polaire  de  la  courbe  proposée  cl  qui,  si  cette  dernière 
a  pour  équation 

ZuiX^  =  o, 

est  définie  elle-même  par  l'équation 

Sa?:??  =  0. 

Pour  parvenir  d'une  droite  à  ses  difiérentes  puissances 
polaires,  transformons -la  par  l'homographie  qui,  lais- 
sant invariable  le  triangle  fondamental ,  remplace  le  point 
unité  par  le  pôle  de  la  droite.  Cette  transformation  s'ex- 
prime analytiquement,  si 

2  a/ a?/  =  o 

est  l'équation  de  la  droite,  par  la  substitution  de  a/X/ 
au  lieu  de  Xj.  En  la  répétant,  nous  aurons  les  puis- 
sances consécutives  de  la  droite  proposée. 

Le  même  procédé  ne  suffît  pas  au  cas  général  d'une 
courbe-puissance  d'ordre  p\  au  contraire,  il  ne  fournira 
que   les    puissances    polaires   correspondantes    à    une 

valeur 

n  =  rp  -h  i. 

r  désignant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 
Pour  avoir  toutes  les  puissances  polaires,  il  faut  em- 
ployer une  transformation  qui  est  une  z;'*""  racine  de 
la  transformation  mentionnée,  c'est-à-dire  qui  la  donne 
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après  avoir  élé  répétée  y:;  fois  et  non  un  nombre  moindre 
de  fois. 

Au  ras  particulier  d'une  conique 

on  peut  parvenir  à  toutes  les  puissances  polaires  en  se 
servant  encore  de  la  conique 

qui  a  pour  pôle  le  point-unité.  En  effet,  cette  conique 
passe  par  la  transformation 

x'i  =  ai  Xi 
dans  la  courbe 

Za]xi^  =  o, 

tandis  que  la  première  conique  est  transformée  en 
celle-ci 

2a;x/   —  o. 

Mais  on  peut  aussi  dériver  des  deux  coniques  que 
nous  considérons  comme  proposées  une  série  d'autres 
coniques,  en  cherchant  de  l'une  d'elles  la  conique  réci- 
proque, c'est-à-dire  l'enveloppe  des  polaires  de  ses 
points,  par  rapport  à  l'autre,  et  encore  les  courbes  réci- 
proques des  deux  coniques  proposées  par  rapport  à  la 
conique  que  nous  venons  de  construire  et  ainsi  de  suiie. 
On  voit  aisément  que  Ton  parvient  de  cette  manière» 
toutes  les  coniques  dont  l'équation  est  de  la  forme  sui- 
vante 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou 
négatif.  Pour  compléter  ces  remarques,  ajoutons-y  le 
théorème  suivant,  dont  la  généralisation  à  n  dimensions 
est  une  des  belles  découvertes  de  Jacobi  contenues  dans 
son  C(  lèbre  Mémoire  sur  les  formes  quadratiques. 
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Théorème.  —  Chaque  transformation  linéaire  qui 
satisfait  à  la  condition 


V  V?  —  Sa-? 


en  désignant  par  ji  les  transformées  des  x/,  et  qui  fait 
passer  une  conique 

f  -  ^^aikXiXk^-  o 

dans  une  autre 

I 

transforme  en  même  temps  les  coniques  qu^on  obtient 

de  la  proposée  en  mettant  dans  son  équation  -^  à  la 

place  de  xi^  et  en  répétant  cette  substitution  un  nombre 
quelconque  r  de  fois,  transforme,  disons-nous,  ces 
coniques  dans  les  autres 

et  de  même  les  coniques  quon  obtient  de  celle-ci 


par  la  même  opération,  dans  les  courbes 

10.  Pour  finir,  cilons  les  cas  les  plus  simples  des 
courbes  traitées  ci -dessus. 

f^  Si  nous  supposons  que  dans  Téquation 

/7=2,  la  courbe  sera  une  conique  conjuguée  à  elle- 
même  par  rapport  au  triangle  fondamental  A; 
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a**  Si  nous  posons /;  = — i,  nous  parvenons  à  une 
conique  circonscrite  au  triangle  A; 

3**  Si  nous  posons  p  =  -  ,  nous  aurons  une  conique 
inscrite  au  triangle  A^ 

4*  A  y:;  =3  correspond  la  cubique  qu^on  appelle 
cubique  équianharmoniqne,  parce  que  quatre  tangentes 
coupant  la  courbe  au  inême  point  sont  toujours  en  rap- 
port équianharmonique.  Des  points  d'inflexion  de  la 
courbe  il  y  en  a  trois  sur  chaque  côté  du  triangle  A; 

5°  Si  nous  supposons  p  =  -,  nous  aurons  une  cu- 
bique rationnelle,  et  Tëquation  d'une  cubique  ration- 
nelle se  peut  mettre  toujours  sous  cette  forme^  pourvu 
que  ses  trois  tangentes  stationnaires  soient  réelles,  c'est- 
à-dire  si  son  point  double  est  ou  isolé  ou  imaginaire. 
Les  tangentes  stationnaires  sont  les  côtés  du  triangle  A; 

6"  En  posant  p  =  — a,  nous  obtenons  une  courbe 
rationnelle  du  quatrième  ordre,  dont  les  trois  points 
doubles  sont  réels  et  les  sommets  du  triangle  A^ 

j**  Aussi  à  /7  = il  correspond  une  courbe  ration- 
nelle du  quatrième  ordre  qui  est  la  transformée  quadra- 
tique d*une  conique  touchant  les  côtés  du  triangle  A  et 
la  réciproque  d'une  cubique  rationnelle.  Cette  courbe 
a  trois  points  dans  les  sommets  du  triangle  A.  A.Cajlev 
y  est  parvenu  de  la  manière  suivante  : 

Si  nous  joignons  aux  sommets  respectivement  opposés 
les  points  où  les  côtés  du  triangle  A  sont  touchés  par 
une  conique  inscrite  à  ce  triangle,  ces  trois  droites  se 
couperont  en  un  seul  point  qui  sera  conjugué  à  la 
conique  par  rapport  au  triangle  A.  Si  xi  sont  les  coordon- 
nées de  ce  point,  la  conique  elle-même  aura  réqualiou 


i[/i 


-  —  o. 

'J 
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En  supposant  que  cette  conique  passe  par  un  point 
fixe  aux  coordonnées  a/,  nous  trouvons  que  le  point 
conjugué  à  la  conique  est  située  sur  la  courbe 


Svl 


qui  est  de  la  forme  cherchée. 

8"  Le  cas  p=  0  '^o***  donne  une  courbe  intéressante 

qui  est  la  généralisation  homographique  de  la  ligne  for- 
mée par  les  centres  de  courbure  d*une  section  conique. 
En  appelant  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  nue 
conique,  si  elles  sont  divisées  harmoniqueinent  par  les 
tangentes  de  la  conique  passant  par  leur  point  d^inter- 
section,  nous  engendrons  la  courbe  de  la  manière  sui- 
vante :  Menons  par  chaque  point  d'une  conique  la  droite 
qui  est  conjuguée  à  la  tangente  de  la  conique  en  ce 
point  par  rapport  à  une  autre  conique,  alors  ces  droites 
envelopperont  la  courbe  en  question.  Cette  dernière  est 
du  sixième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  elle  a  quatre 
points  doubles  ordinaires  et  encore  six  points  situées 
deux  à  deux  sur  les  côtés  du  triangle  par  rapport  auqut;! 
les  deux  coniques  sont  conjuguées  à  elles-mêmes. 

[F2a] 
SUR  LBS  FONCTIONS  BLLIPTIOUES  DB  PRBXiBRB  BSPBGB  (M; 

Pah  m.  E.  lAGGl. 


Dans  les  nombreuses  études  des  fondions  elliptiques 
qui   ont  été  faites  depuis  Abel    et   Jacobi   jusqu'à   ce 

(')  Celle  Note  esl  un  extrait,  complété  sur  quelques  points  par 
l'auteur,  des  Recherches  sur  la  théorie  des  fonctions^  par  E.  Iagoy. 
Besançon,  1897.  K.  1. 
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jour,   ou  cousidère  comme  types    de  ces  fouclions  les 
trois  suivantes  : 

1°  snx,  qui  a  pour  substitutions 

•î  mK  -h  2/itK'-+-  X    (/n,/i  =  o,  ±:i,  ±:2, ...). 

5l(2/?l  -4-  l)K-+-  !2/l«K'—  T. 

2""  cnx,  qui  a  pour  substitutions 

4mK-4-2/i(K-+-iK')±x. 
3°  dnjc,  dont  les  substitutions  sont 
2mK  -h  4/i«K'±a-, 

et  Ton  considère  que  snor  et  cnx,  qui  sont  liées  par 

la  relation 

sn*a7  -i-  cn*^  =  1, 


sont  respectivement  les  analogues  des  fonctions  circu- 

1  aires  siii  — r  x  < 
2a: 

respectivement 


laircs  sin  — r  a:  et  cos  -4x  dont  les   substitutions  sont 
a  a:  2  a- 


4/nK  -^  Xy 

2  (2  m  -4-  I  )  K  —  X, 

et 

4  m  K  ifr  a:, 

et  qui  sont  liées  par  la  relation 

sin»  -^  a: H-  cos'  ~  x  —  i. 
•2  A:  2  A: 

D'ailleurs,  sno:  et  eux  donnent  lieu  à  un  théorème 
d'addition  qui  se  ramène  au  théorème  d'addition  des 
fonctions  circulaires  lorsqu'on  annule  A*. 

Toutefois,  l'analogie  entre  snx  et  eux  et  les  fonc- 
tions circulaires  est  loin  d'être  complète  ;  ainsi,  les 
formules  d'addition  ne  sont  rationnelles  qu'autant  qu'on 
y  introduit  dnjr,  et  n'ont  pas  la  même  forme  que  les 
formules  relatives  aux  fonctions  circulaires.  De  plus 
sîiix  et  cos.r  satisfont  à  une  même  C(|uation  différen- 


(  ■i'ip  ) 


tielle  dtî  la  forme 


et  il  n'en  est  pas  de  même  de  siix  et  cnx  qui  satisfont 
à  des  équations  analogues  à  la  précédente,  mais  diffé- 
rentes entre  elles.  EnGu,  tandis  qu'entre  sin  -^  x  ci 
cos  -^  X,  existent  les  relations 

siiii— 7-  (k  zt  x)=  cos  — r  a-,  cos  — 7-  (/ lir  j?)  =  db  sin      ,  a*, 

a  A:  2  A  2  A  2  A: 

entre  snx  et  eux  n^existeut  pas  de  relations  ana- 
logues. 

Ainsi,  sauf  la  relation  sn^x  -t-cn-x  =  i,  identique 
à  la  relation  sin2x-f-cos*x=  1 ,  on  ne  trouve  que  des 
analogies  assez  lointaines  entre  les  deux  premières  fonc- 
tions elliptiques  et  les  fonctions  circulaires.  La  néces- 
sité de  l'introduction  d'une  troisième  fonction  dnx 
avec  snx  et  cnx,  pour  rendre  rationnelles  les  for- 
mules, nécessité  qu'on  peut  expliquer  par  ce  fait  que 
les  fonctions  elliptiques  sont  d'ordre  supérieur  aux  fonc- 
tions circulaires,  montre  également  que  l'analogie  est 
loin  d'être  complète.  On  peut  penser  que  l'analogie 
cherchée  ne  se  présente  que  pour  snx  et  cnx,  parce  que 
ces  fonctions  élémentaires  ont  été  mal  choisies  et,  en 
elfet,  de  nombreuses  recherches  ont  été  faites  dans  ce 
sens,  tant  au  point  de  vue  purement  analytique  qu'au 
point  de  vue  de  la  représentation  géométrique  des  fonc- 
tions elliptiques.  La  fonction  ^(u)  de  Weierstrass  a  été 
inventée  dans  ce  but;  mais  si  l'introduction  de  cette 
fonction  dans  la  théorie  simplifie  quelques  calculs,  et  si 
cette  fonction  présente  quelques  analogies  avec  les  fonc- 
tions circulaires,  notamment  au  point  de  vue  des  déve- 
loppements en  série  et  en  produits  infinis,  on  ne  trouve 
pas  dans  cette  théorie  deux  fondions  corrélatives  comme 
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sîiixel  cosjc^  et  d'autre  part  rîiilroduction  nécessaire 
des  fonctions  c^,  dans  cette  théorie,  n'est  cju'une  modi- 
fication, sans  grand  avantage,  au  point  de  vue  qui  nous 
occupe,  des  fonctions  0  de  Jacobi. 

La  Note  présente  a  pour  but  de  montrer  qu'on  pour- 
rait choisir  comme  éléments  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  deux  fonctions  présentant  par  leurs  pro- 
priétés analytiques,  une  analogie  complète  avec  les 
fonctions  circulaires  sinx  et  cosx,  en  sorte  que  cette 
analogie  pourra  servir  d^'ndication  pour  les  recherclu^s 
et  les  applications  ultérieures. 

I.  Les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  :  la  fonction 

I    H 

u{T)  =  -—:  -—  =  snr  =  sinamj^ 

qui  sera  l'analogue  du  sinus,  et  la  fonction 

^     ^         I    H,       cnjr    . 
i(r)^  •—  —  =  -_-sinco-am.r 

qui  sera  Tanalogue  du  cosinus. 

Ces  fonctions  sont  toutes  deux  connues  depuis  Ja- 
cobi; mais  leurs  propriétés  corrélatives  n'ont  pas,  à 
notre  connaissance,  été  étudiées  jusqu'ici. 

Les  expressions  de  u  et  de  v^  en  fonction  des  trans- 
cendantes 0,  ou  des  fonctions  snXj  cnx,  dnjr,  per- 
mettent d'étudier  facilement  leurs  relations  et  leurs  pro- 
priétés, aussi  nous  contenterons- nous  de  les  énoncer: 

i"  ii{x)  et  ^(x)  sont  liées  par  une  relation  algébrique 
linéaire  en  u-  et  i^* 

a« -4-  P*  =  I  -H  A*u*t>*  (»  K 


(*)  Pour  certains  calculs,   il  y  a  avantage  à  mettre  cette  relilion 
sons  l'une  des  deux  formes 

(I  — «-Mi  — «")  =  fi'Ui'i\        (i  —  A-w)^»  — A--r-)      A*. 


(  ^i;»  ) 

a"  u{o)  =  o,  r(o)  =  I . 

3^  Les  substi  lu  lions  de  u  et  de  v  sont  respectivement 

4mK -+- 2/ii"K'-+- X    (m, /i  —  o,  r^  I,  ±2, ...), 

2(2  m  4-  i)k  -^-  Qnik'  ~-  Xy 
cl 

4/nK  H-  2/iiK'  ih  a?. 

On  les  obtient  donc,  vn  ajoutant  la  même  période  (*  ) 
imaginaire  21K',  aux  substitutions  des  fonctions  circu- 

iaires  sin  —^  x,  cos  —  jr,  qui  sont  respectivement 

4  771  K -h  X, 
2  (  2  7/1  -h  I  )  K X 

tl 

et  ceci  n'a  pas  lieu  pour  sn x  cux^  car  la  période  ima- 
ginaire de  cnx  est  2(K  -f-  iK'). 

4°  Les  fonctions  u  et  ^  satisfont  aux  relations 

u{Kz''LX)  =  i'(x),         p(Kdb  X)  =■--  u(x), 

relations  identiques  à  celles  qui  lient 

sin  — ,T  J",     cos  — 7r  J?,      sin— ;t- (A:  db  jr),     ros  — :t  (A"  ±r). 
2  K  2  K     '  2  K  xK 

5^^  u  et  i^  satisfont  toutes  deux  à  la  même  équation 
différentielle 

analogue  à  l'équation  r'^  :=  (i  — )^)  h  laquelle  la  pré- 
cédente se  réduit  pour  A'  =  o  et  à  laquelle  satisfont  sin x 
vt  cosx. 


(  ')  C'est  en  partant  de  celte  idée  que  «  les  deux  fonctions  élémen- 
taires cherchées  ne  devaient  différer  des  sinus  et  cosinus  que  par 
rintrodnction  d'une  même  période  innaginaire  »  que  nous  avons  été 
amené,  par  notre  méthode  générale  de  formation  d'une  fonction  au 
moyen  de  son  groupe  de  substitutions,  à  la  considération  de  v  (x). 

{Loc.  cit.) 


(  -^r-  ) 

Ou  a  d'ailleurs 


formules  qui  se  réduisent,  pour  A'  =  o,  à   leurs  ana- 
logues 

du  cas  des  fonctions  circulaires  sinx  et  cosjr. 
On  a  aussi 

formules  rationnelles  analogues  aux  formules 

du  cas  des  fonctions  circulaires  u  =  sinx,  \f  =  cosj*. 

6°  u  el  V  possèdent  un  théorème  d'addition  dont  les 
formules 


U  {X  -H  a)  = 
v{x  -h  a)  = 


1  -h  A**  Ujc  Vx  Ua  t'a 


1  —  A  *  Ux  t'x  "a  t'a 


sont  rationnelles  (*)  et  ne  contiennent  comme  éléments 
que  ces  deux  mêmes  fonctions,  et  présentent  une  ana- 
logie complète  avec  les  formules  d'addition  des  fonc- 
tions u  =  sin^r,  i^  =  cosx, 

U(X  -h  a)  —  Mxt'a  -H  Wafx»  ^(-2?  ■+-  à)  =  V^^a —  "x«rt' 

auxquelles  elles  se  réduisent  pour  k  =  o. 


(')  On   peut  donner  à  ces  formules  d'autres  fornrîes   qui  peuvent 
l'Ire  utiles  dans  quelques  cas 


(  ;i-3  ) 

De  ces  formules  ou  tire  les  formules  de  multiplica- 
tion 

v(:i:r)^  ,_X:«MÎi'i  ""        i  _  2 A:« t'J -+- A» l'i 
__     I  —  2  mJ  -f-  A:*  wi 
■"  I  — ait» a* -H  A* Mi' 

,.    .  _  ^tixi^i  -  ^5  -  A-'M^p»  (M»  H-  r«  ) 
^  ^  ~  1  —  a  A*  MÎ  rj  ((>i  —  MÎ  )  -  A^  «i  Pi  ' 

y 

formules  analogues  aux  suivantes 

U{'XX)  =  2axPx=  aMx/l—  Ux  =2Px/l  — ^'ir 
i^(2J:)  =  PÎ  —  «î  =  —  (l  —  2PÎ)  =  I  —  21/*, 
M(3j7)  =  3M:cPi  — a», 

i.(3x)  =  pi  — 3^^Î.Px. 


(lu  cas  des  fonctions  circulaires. 

On  pourra  de  nièuie  former  u{4jc)^  •^(4^)  ^^  arriver 
à  u{mx),  ^(mx)  en  opérant  de  proche  eu  proche  à 
Taidedes  formules  d'addition. 

Les  formules  obtenues  seront  toutes  rationnelles  en 
Ujp^if^ei  ne  contiendront  (jue  ces  deux  fonctions,  et  l'on 
conçoit  qu'on  pourra,    dans   une  certaine  mesure    au 

moins,  discuter  les  valeurs  de  u(-)f  ^()»  "("s)' 
v(—\  ••••  En  particulier,  on  peut  conclure  immédia- 
tement de  nos  formules  que  "(;j;r)'  ^{~7i)  s'expriment 

par  radicaux  au  moyen  des  fonctions  u(x),  i^{x). 
Des    formules    d'addition,    on  tire   encore    les    sui- 
Ann,  de  Afathémat.,  3«  série,  t.  XVII.  (Août  1898.)  24 
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vantes  (') 


n*'x 


A'* 

«î) 

A-'ï-hA-*(i-ç'i)(i- 

-«â) 

-^i) 

u (:r  -4-  a)  -+-  w(:r  —  a)  =  -f-  -i  a^ i?,, 

=  ■+■  aW^^'a 

a(ir  +  6r)  —  w  (.r  —«)=-+-  2  m^  ^x 

=  -h  2  Ma  ('.r 

ç{.r  4-  a)  H-  i'  (ar  —  </)  =  -h  9.  pj.  r^ 
=  -+-  TiVar^'a 

r(.r  -f-  a)  —  P  (:r  —  aj  =  —  -2  M^r "a  ■ 

formules  analogues  aux  suivantes 

a(a7  H-  a)  -i-  ^«(i:  —  a)  =  h-  51  «x^'a. 

«/(j^  -f-  a)  —  U(X  —  a)  =  -r-  7.UaVx^ 

v{x  -h  a)  -h  r  (a;  -  -  a)  =  -4-  '2  t>x ^rt ' 
v{x  -h  a)  —  v(x  —  a)  —  —  lUxUa-» 

auxquelles  elles  se  réduisent  pour  A  =  o,  et  qui  sont  re- 
latives   au    cas    des    fonctions    circulaires    «=sinx, 

t^zrrCOS^. 

On  peut  ajouter  à  ces  propriétés  de  nos  fonctions  u 
et  V  la  suivante 

ku{x)  kv{x) 


(*)  On  peut  aussi  donner  à  ces  formules  la  forme 

ci 1^1 

u{x-ha)-hu{x-a)  =9.u^v^—-^       « 


»' j:  ^ii  —  ".r  «à 


u{x  4-  Cl)  -  u{x  -  a)  =  ia,v,  — ^f-_^—  , 


i'xvà  — «i«:. 


(  3:5) 

qui  n'a  pas  d'analogues  dans  les  fondions  ciiculairesi 
car  elle  est  relative  à  la  période  imaginaire  des  fonc- 
tions elliptiques  et  est  donc  particulière  à  celles-ci. 

3iou$  avons  formé  ainsi  le  Tableau  des  principales 
propriétés  corrélatives  des  deux  fondions 

u  =  sin  am  j",         t'  =  sin  co-amj*, 

et  Ton  voit  que  ces  propriétés  sont  coniplètenient  ana- 
logues aux  propriétés  corrélatives  des  fondions  circu- 
laires sin  X  et  cos  x. 

Ces  propriétés  conduisent  à  penser  que  toute  la  théo- 
rie des  fonctions  elliptiques  pourrait  être  édifiée  sur  les 
deux  seules  fondions  u  et  v,  y  compris  les  théories  rela- 
tives à  la  multiplication  et  à  la  transformation.  En  effet, 
si,  dans  ces  théories,  il  a  été  jusqu'ici  plus  simple  de  se 
servir  des  fonctions  à  multiplicateur,  8  ou  d*,  cela  to 
nait  à  ce  que  les  formules  en  sn  j:  et  en  a:  ne  sont  la- 
tîonnelles  qu'autant  qu'on  introduit  dnx;  les  peu  nom- 
hreuses  analogies  qui  existent,  snx,  en  or,  d'une  part, 
sinj?,  cosx,  d'autre  part,  sont  alors  masquées  par  la 
présence  de  dnx;  mais  une  théorie  fondée  sur  nos  deux 
fonctions  li  et  i'  présenterait  une  analogie  complète 
avec  la  théorie  des  fondions  circulaires;  il  serait  d'ail- 
leurs inutile  de  faire  intervenir  les  fonctions  B  ou  rf 
dans  cette  théorie  élémentaire,  les  deux  fondions  u  et  p» 
étant  complètement  déterminées  par  les  égalités 

w'  =  -4-  /(i  — a«}(i  — A^^),         w ( o )  -  o, 
v'  =  — /(i  — l'iXi  ~  k^v't),  r(o)-i 

On  peut  prévoir  que  toutes  les  fondions  elliptiques 
s'exprimeront  d'une  manière  simple  par  la  transforma- 
tion ou  la  multiplication  de  nos  fondions  u  et  »/.  C'est 
ce  que  nous  pensons  avoir  démontré  dans  l'étude  sui- 
vante, où  nous  montrons  comment  eux  el  dn.r  d'une 
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paît,  p{u)  d'autre  part,  peuvent  èlre  obtenues  parla 
transformation  et  la  multiplication  de  la  fonction 
<^  =  8Înco-amx;  comme  toute  fonction  de  première 
espèce  s'exprime  au  moyen  de  sna:,  cnx,  dnx  ou  de 
p{u)y  il  s^ensuivra  que  :  toute  fonction  de  première 
espèce  s'exprime  au  moyen  de  nos  fonctions  u  et  v  ou 
de  leurs  transformées. 

IL  Considérons  les  quatre  fonctions  de  Jacobi  6,  H, 
01,  H|.  On  peut  former  par  les  rapports  de  ces  fonc- 
tions prises  deux  à  deux,  douze  fonctions  elliptiques 
inverses  deux  à  deux.  Nous  considérerons  les  six  fonc- 
tions suivantes: 


u 

1     H 

y/'k  « 

sna:, 

lll 

«t 

I       H 
.VF  Hi 

%ïiX 

~~  icnx^ 

V 

1     Ht 

y/k  ei 

cniF 
dna:  ' 

les  six  autres  n'étant  que  les  inverses  de  celles-là  (*  ). 

Nous  allons  montrer  que  Ut  et  i^i  d'une  part,  i/o  et  Vi 
d'autre  part,  peuvent  être  obtenues  par  multiplication 
de  l'argument  et  transformation  du  module  de  u  et 
de  ^^. 


(<)  Depuis  Jacobi,  on  classe  ordiuairement  ces  douze  fonctions 
par  groupes  de  trois,  sous  les  dénominations  sin  am^r,  cosamx, 
AamoTi  etc.;  c'est,  pensons-nous,  ce  qui  fait  que  les  propriétés  cor- 
rélatives de  ces  fonctions,  prises  deux  à  deux,  ont  échappé  jusqu'ici 
à  l'attention  des  mathématiciens. 


(377  ) 
On  a,  pour  délermiiier  »,  vl  (/,,  les  équations 

M;=-f-/(i-a})(A'*-hX»a}),         ui(o)  =  o, 
Si  l'on  pose 

les  équalions  diOërenliellcs  précédentes  deviennent 

u\  =  -h ^i  vAi  — w5)(i  — ^laf) , 

ce  qui  montre  que  /i,  et  V\  sont  des  fonctions  analogues 
à  u  et  i',  dans  lesquelles  l'argument  est  multiplié  par  g 
et  le  module  estX',  ;  par  conséquent  les  fondions  U\  et  v^i 
peuvent  être  obtenues  au  moyen  de  u  et  de  i^,  par  les 
opérations  connues  sous  les  noms  de  multiplication  et 
de  transformation.  Les  fonctions  u,  et  \^^  satisfont  donc, 
avec  le  module  A|,  anv  relations  qui  existent  entre  u 
et  i'.  On  peut  d'ailleurs  vériGer  directement  ces  rela- 
tions. Ainsi  : 

1^  La  relation  qui  lie  u^  et  r, 

devient,  en  posant  -p  =A"i, 

relation  qui  ne  dillere  que  par  le  cliangementdu  module 
A'  en  k\  de  la  relation  qui  lie  a  et  ^ 

2""  Les  substitutions  qui   laissent  £/,  invariable  sont: 

'liim  -4-  I) K  -h  2 /i ( K  -h  / K' )  —  j- ; 


{ •^:«  ) 

(•(•ll(»s  (!(»  i',  soiil 

4//iK-+-'2/i(K-hiK')±  X. 

Elles  ne  (lidèrciil  (lojic  du  celles  de  siii-^x,  cos— ijjr, 

2K     '  ah 

(jne  par  PiiiLioduclîwii  d'une  même  période  imaginaire 

2(K+  t'K').  Il  est  à  remarquer,  au  point  de  vue  de  la 

périodi<ité,  que  la   mniliplieation  et  la  transformalion 

indiquées  de  Targnment  et  du  module  de  u  et  de  i',  n'ont 

fait  (|ue  changer  la  période  imaginaire  aïK'en  la  pé- 

liode  imaginaire  'jl(K.  -h  iVJ). 

:V»  On  a 

On  vérifiera  également  que  ai  et  f,  ont  le  même 
lliéorème  d'addition  que  u  et  r. 

Considérons  maintenant  1/3  et  r^.  Ces  deux  fonctions 
peuvent  être  considérées  comme  déterminées  par  les 
équations  diflércntielles  suivantes,  qu'on  obtient  facile- 
ment grâce  aux  expressions  que  nous  avons  données  de 
ces  fonctions  au  moven  de  snjc,  cnjr,  dnx  ou  des  fonc- 
tions 0 

"',  =  —  '*  v^(i  —  «I  )(i  — A-'2  w|  ) , 
"•2(0)  ~  o. 

Vit  i})  ~   i. 

Si  donc  on  pose  g*^^  — /,  ^2=  f^\  l^'s  équations  pré- 
('é(l(Miles  deviennent 


K  ;    --  -h  A'2  \'(  I  —  M.j  )  (  I  —  A  ■;  N  l  )  , 

et  il  s'ensuit  que  «o  et  i^.,  sont  obtenues  par  la  transfor- 
malion du  module  A  cm  Â'  et  la  mniliplieation  de  Targu- 
menl  par  —  /,  des  fondions  n  el  %'. 
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Ceci  suffit  pour  affîniier  que  u^  (3t  u^  ont  les  mêmes 
propriétés  corrélatives  que  u  et  t^.  On  peut  d'ailleurs 
vérifier  directement  ces  propriétés  au  moyen  des  expres- 
sions que  nous  avons  données  de  U2  et  de  (^3. 

Ainsi  la  relation  qui  lie  iin  i'i  i^2  ^"^^ 

et  s'obtient  par  le  changement  de  h  eu  A'' dans  la  rela- 
tion qui  lie  u  et  i>. 
M2  a  pour  substitutions 

4miK'-i-  2/iK  H- j*, 
2 (  -2  m  -f- 1  ) /K'  -+-  •;►  /?  K  -    x. 

Celles  de  v^  sont 

4/?iiK'-h2/iK=hx. 

Ces  substitutions  ne  dillèrent  respectivement  de  celles 

de  sîn-^x  et  de  cos— .i.,:r  nue  par  Tintroduction  de 

la  même  période  réelle  2K.  Il  est  à  remarquer  que  la 
multiplication  de  T argument  par  — 1  et  la  transforma- 
tion du  module  k  en  /r'  dans  les  fonctions  u  et  i^  n'ont 
fait  que  permuter  les  quantités  K  et  iK!  dans  les  substi- 
tutions de  ces  fonctions. 
Enfin  l'on  a 

En  résumé,  les  fonctions  z/|  et  P',,  «2  et  ^^2  ^^t  P^i*' 
suite,  toutes  les  fonctions  elliptiques  de  première  espcMx» 
qu'on  pourra  considérer  pourront  être  obtenues,  an 
moyen  de  u  et  de  w»,  par  une  transformation  et  une  mul- 
tiplication convenables.  Et,  comme  les  fonctions  de 
deuxième  et  de  troisième  espèces  peuvent  s'exprimer  au 
mo^en  de  celles  de  première  espèce,  on  voit  que  nos 
fonctions  n  lît  ^  suffisent  comme  cléments  de  la  théorie 
des  fondions  ellipliques. 
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Si,  au  point  de  vue  analytique,  on  appelle  sinus  ellip- 
tique et  cosinus  elliptique  deux  fonctions  telles  que  m 
et  if  y  on  pourra  écrire,  en  mettant  en  évidence  le  module 
et  le  multiplicateur 

u  =  sine  (X,  x)  =  snar, 

M,  =  sin<.( -Tî,  A  .ri, 

a,  =  sine(A:',  —  <>), 

ç>,  =  cos^  l-p%  A'  X  \  =  cnx, 

Vi  =  COSe(A',  —  ix)=  -: —  » 
^  ânx 

et  Ton  voit  que  tout  problème  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques pourra  être  résolu  au  moyen  de  deux  seules  fonc- 
tions de  la  forme 

»ing(k,  gx)j         co^e{kyffx). 
La  transformation 

qui  permettrait  de  passer  d'un  sinus  elliptique 

M  =  sinc(A:,  x) 
à  un  autre  sinus 

s  =  sine{h,ffx), 

est  déterminée  par  les  équations  diilerentielles 

g=y(i-M«)(,--A-«a«)     [a(o)  =  5(o)  =  ol, 
^  =  -t/(i-«')(i-A«5«), 


c'est-à-dire 


du  -  ds 

=  ax  = 


\\l—'U^)(l  —  k^U^)  '  >?/(I  — 5S>(l  —  /l«5*) 
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du  _  \       Al  —  U'){\    -  k^u*  ) 
ds  ~  ff\    (I  —  s^)(\  —  /i*5*;  * 

Dans  cette  équation,  on  peut  considérer  j  comme  la 
variable,  u  comme  la  fonction  :  Tintégrale  u  de  cette 
équation  diiTérentiel le  est  donc  la  fonction  de  5  cherchée 
u=f(s)'j  la  constante  d'intégration  est  d'ailleurs  dé- 
terminée par  cette  condition  qu'une  valeur  de  u  =f(^s) 
s^annule  en  même  tepips  que  5,  car  ii  =  sine(Ar,  x),  et 
s  =r  sintf(  /i,  gx)  s'annulent  en  même  temps  pour  j:  =  o  ; 
mais  les  autres  zéros  de  u{x)  et  s(x)  ne  sont  pas  géné- 
ralement communs  et  la  fonction  u  =/(s)  n'est  pas 
généralement  une  fonction  uniforme  pas  plus  que  Fin- 
verse  de  celte  fonction. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  diilérentielle  pré- 
cédente convient  également  à  la  transformation  de  la 
fonction 

V  =  CO^g{k,T) 

en  la  fonction 

car  on  obtient  l'équation  en  (^et  /,  en  changeant  u  en  v^, 
s  en  t  dans  la  précédente.  Mais  la  constante  d'intégra- 
tion n'est  plus  la  même,  car  elle  est  ici  déterminée  par 
les  conditions 

P(0)=  I  =/(o), 

eVst-à-dire  qu'une  valeur  de  ^=f{^t)  doit  devenir 
égale  à  l'unité  quand  la  variable  t  prend  elle-même  cette 
valeur.  En  ne  fixant  pas  la  valeur  de  la  constante  X 
d'intégration,  nous  pouvons  dire  que  la  transformation 
de  c/  en  5  et  celle  de  x^  en  t  s'obtiennent  toutes  deux  par 
la  même  fonction  de  transformation 

/(X,5)      OU     /(X, /), 

intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  que  nous 
avons  donnée  plus  haut. 
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11  est  intéressant  de  recliercher  ce  qu'est  la  fonction  -i 

rapport  de  nos  sinus  et  cosinus  elliptiques,  car  elle  est 
susceptible  de  simplifier  certaines  formules,  comme 
cela  arrive  pour  tangx  dans  le  cas  des  fonctions  circu- 
laires. 

On  voit  facilement  que  cette  fonction  ne  se  distingue 
pas  de  u  et  ^  par  des  propriétés  particulières,  comme  le 
fait  tangx  de  sinr  et  coso:;  ses  substitutions  sont 
9.m{  K-+-  iK')  -+-2/iiK'-i-ar, 
{im  H-  i)(  K  -+-  îK' )  +  ^nîK'  —  x; 

-  est  donc,  à  une  transformation  linéaire  près,  un  sinus 
elliptique  de  la  forme 

Pour  trouver  cette  transformation  ainsi  que  le  mo- 
dule h  et  le  multiplicateur  g^  posons  w  =  -  et  formons 
Téquation  différentielle  en  iv.  On  trouve 

équation  qui,  par  la  transformation 

w  r=  {k  -¥■  k'i)z, 
devient 

z't^{ki~k')^(\-z^)[i--{k-^k'i)^z'^\. 


On  a  donc 
avec 


g  ^k  —  k'i, 
h  =  {k  -\-  k'i)i, 


et 


w  —  -  r=  {k  ->r  k' i)  5ine(hjgx) 


=  (k^k'i)sïne[(k-i-k'i)^,  (h  -- k' i)x]. 
Toutefois,  la  fonction  -  pourra  être  utiliséi?  dans  les 
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formules  contenant  u  et  u,  de  la  même  manière  cjue 
tangx  est  utilisée  dans  les  formules  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Considérons  encore  la  fonction  pu  de  Weierstrass, 
déterminée  par  les  égalités 

Les  subslitulions  do  pu  sont  de  la  forme 

•2 /n 0)  -h  2  /i w'  ih  w         (m,  n  =  o,  d=  i,  ±:  2,  . . .  ). 

Cette  fonction  est  donc,  à  une  transformation  linéaire 
près,  un  cosinus  elliptique. 

Pour  trouver  cette  transformation  et  ce  cosinus,  re- 
marquons que  ce  dernier  devient  égal  à  un  lorsque 
Targument  s'annule,  tandis  que  p/i  devient  infmie.  Nous 

poserons  donc 

a  -+-  hf 

1)  a  —  » 

^  1  —  / 

t  étant  le  cosinus  cluîrclié,  ou  encore 

«H-  ?  — (a— 3)/  ^  \-^t 

'  I  —  /  ^  I  — / 

Portant  cette  expression  de  pu  dans  Téquation  dif- 
férentielle en  j)(/i),  on  trouve  aisément  que  pour  que 
cette  équation  différentielle  se  réduise  à  la  forme 

il  est  nécessaire  et  suffisant  que 

a  doit  donc  être  l'une  des   trois  racines  désignées  par 
*U^  C'i^  ^3  p^r  Weîerstrass  ; 

a  —  <?i.  ej,  f'a  —  p  10 ,  p it)" ^  p io'         Uo'--  to  -4-  (»>'>, 
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(le  signe  -+-  devant  les  radicaux  est  le  seul  qui  con- 
vienne). 

La  transformation  cherchée  est  donc 

s/TPlâ   I  -H  / 

où  l'on  peut  remplacer  to  par  to',  ou  w". 

t  est  le  cosinus  elliptique  détermine  par  Téquatioii 

Nous  récrirons  donc 

où  (o  a  la  même  valeur  que  plus  haut. 

Posant  0)  =  (0|,  w"  =  w^,  w'  ^  (03,  nous  avons  donc 
pour  exprimer  pu  au  moyen  du  cosinus  elliptique  dont 
cette  fonction  a  les  substitutions,  les  trois  formules  sui- 
vantes : 

Jold"  {ài    I   -4-  C08-  (A/,  fftU) 
•2  1   -  COSe  {h j.gjU) 

(lOy  =  C0,,  trtj,  Cl),), 

dans  lesquelles  on  a 

gj  =di(3/>aiy-+-v^2/>'tuy), 


A/  = 


'  3  p  Mj  —  V^'i  />'  toy 


V     a  /)  toy  -f-  {/'ip"vjj 


Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  Femploi 
des  fonctions  que  nous  venons  d'indiquer  pour  exprimer 
toutes  les  fonctions  elliptiques.  Mais  nous  nous  per- 
mettrons de  proposer  de  prendre  pour  éléments  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  deux  fonctions  telles 
que  14  et  t',  ce  choix  devant  donner  de  grandes  sîmplili- 
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calions  laiil  dans  les  applications  que  dans  la  théorie, 
notaiument  dansia  formation  et  l'usage  de  tables  numé- 
riques de  sinus  et  cosinus  elliptiques,  tables  qu'on  a 
essayées  sans  grand  succès  jusqu'ici  en  se  servant  soit 
des  fonctions  su x  et  eux,  soit  de  la  fonction  pu. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1663. 

(  1894,  p.  &r  ) 

Si  deux  variables  imaginaires  z  et  z'  sont  reliées  par  la 
relation  ho nxo graphique 

az'  -hh 

z  : y 

r^  -t-  a 

dans  laquelle  a,  b,  c,  d  sont  des  quantités  imaginaires  et 
si  l'une  des  variables  z'  décrit  une  courbe  C\  la  variable  z 
décrit  une  courbe  C  qui  est  superposable  à  l'une  des  trans- 
formées par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  C. 
Si  la  courbe  C  n'est  autre  que  l*axe  des  x,  la  courbe  G 
estfpar  suitCy  un  cercle,  (K.  ÂMitiUES). 

SOLUTION 

Par  M.  J.  Dkstoux. 
De  la  relation 

az'  -^b 

z  —  ;  -.  » 

cz  -\-  a 
on  lire 

.•  ,  ,    ,       ~-  ,        bc  —  ad 

(n 

Posons 


{-'iW^i) 


;; =pe'^,         z' -^  -  =  p  e'^  ,  ; =/-e'?, 

c  c  c 


^sp'fi'0-+-0'i  =  rei9, 
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d'où 

pp'  =z  r,         0  -f-  0'  =  <p. 

Ces  égalités  montrent  que,  si  l'on  prend  le  point pour 

pôle  d'inversion,  il  existe  une  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  C  qui  est  supcrposable  à  C.  On  opérera  celle 
superposâtioQ   en  faisant  glisser  la  courbe  C  parallèlement  à 

ene-méme,  de  manière  que  le  point—»  considéré  comme  in- 
variablement lié  à  C,  parcourt  la  droite  (cz  —  a)=  (a  —d)t, 

et  vienne   coïncider  avec ;    on   fera   ensuite    tourner  la 

c 

courbe  G  autour  de de  l'angle  —  o  dans  son  plan,  cl  <ie 

i8o°   autour  de   la  parallèle  à   Ox  menée  par et   choisie 

comme  axe. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  lorsque  z  parcourt  une 
ligne  droite  quelconque  du  plan,  en  particulier  l'axe  dos  a*,  le 
point  z  parcourt  un  cercle. 


Question  1667. 

\  189»,  p.  88*.) 

Un  point  M  parcourt  une  ellipse  de  foyers  F  etV'.Lf 
lieu  des  points  de  rencontre  des  tan  génies  communes  aux 
cercles  de  diamètres  FF'  et  FM  est  une  conique  ayant  un 
foyer  au  centre  de  l'ellipse.  (Barisikn.  ) 

SOLUTION 

par  M.  II.  Lez. 

Soient  x\  y  les  coordonnées  du  point  M  pris  sur  rcllipsf 

b^x^-\-a^y^  =  a^b*; 

celles  du  milieu  de  FM  seront 

c-\'x'  y' 

a  =  ,  fi  —  •  -  , 

cl  le  cercle  décrit  sur  FM,  comme  diamètre,  sera   représenlc 
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par 


puisque  FM  =  (a  —  ex'). 


Or,  le  cercle  décrit  sur  FF',  comme  diamètre,   ayant   pour 
équation 

le  point  de  rencontre  1*  des  tangentes  extérieures  sera  déter- 
miné par 

c(c  -+- X  )  ^^  _        y c 


De  ces  expressions,  on  lire 


Y  = 


•>.c  -h  ex  —  a 


y  =  ^  {c-^x'),        yc=jr{2C-hex'—a), 

X 


et  celles-ci  donnent  à  leur  tour 

,       {'ÀC  —  a)x  —  r* 
X  = 


y= 


yi'ic  —  a  —  ce) 


c  —  ex 
Portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

on  trouvera,  pour  le  lieu  du  point  P,  la  conique  £ 

ar«[(a  — c)*  —  4c«]  -H  ic*(a-^c)x 

-h  y*  (a  —  c)2—  c*(a-i-c)*  =  o. 

iMettant  cette  équation  sous  la  forme 

(ar*-f-7*)(a  — c)*  =  c*[2a?  — (a-hc)]*, 

on  voit  facilement  que  la  conique  S  a  pour  foyer  le  centre  de 
l'ellipse  et  pour  directrice  correspondante 

•zx  =  <t  -i-  r. 
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«UESTIOXS. 


1805.  Étant  donnée  Téquation 

^  I  .  '2 


nkx  -h  lz=o, 


dont  le  degré  n  —  av  est  pair,  si  l'on  désigne  par  ©i,  çpj,Oj, ... 
les  dérivées  successives  de  o(t  ),  divisées  respeclivenient  par/», 
n(/i  —  i),  n(n  —  i)(n  ~2),  . . .,  l'équation  en  Zy 


cpv-i-- 

?v-l 

9v-« 

Ç 

?v+l 

îpy  — 

V 

?v-  1 

9i 

?V-»-2 

'f-v  -^-  I 

I  .A 

?t 

?/.-! 

?«-2 

.   .           Zy 

-f- 

z 

o 

?/^-l 

9VH-1 

?v±- 

=  0, 


est  indépendante  de  x. 

Trouver  les  relations  qui  lient  les  racines  de  Téquation  enr 
à  celles  de  Téquation  en  s.  (P.  Sondât.) 

1806.  On  considère  une  série  d'ellipses  concentriques  ei 
ayant  même  direction  d'axes  et  un  point  fixe  M  de  leur  plan. 
Soit  TT'  la  corde  polaire  de  l'une  de  ces  ellipses  par  rapport 
à  M.  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  bitangentes  à  l'ellipse  en 
T  et  T'  est  la  droite  qui  joint  les  projections  de  M  sur  les  axe> 
des  ellipses.  (E.-N.  Barisien.) 

1807.  Soient  M  un  point  du  plan  d'une  ellipse  et  PQ  \à 
corde  polaire  de  cette  ellipse  par  rapport  à  M.  Le  lieu  des 
points  M  tels  que  la  parabole  bitangente  à  l'ellipse  en  P  et  (J 
ait  son  foyer  sur  l'ellipse  se  compose  des  deux  cercles  de 
Ghasles,  concentriques  à  l'ellipse  et  ayant  pour  diamètres  la 
somme  ou  la  différence  des  axes  de  l'ellipse. 

(E.-N.  Barisikn.) 


LlIlUAMtlE  GAUTUIËB-VILLARS, 


|£E  ^.  H  -  ^  i'«  l'iiruho  lis^s  >rik"^nL"j>  liv,  l'a  ris, 

»iifi  »!!  1  ie  des  formes  et  set  applications 

3 .  't   î'a\ '1^ ' '  <y .  A    f  ' / // tfidaîs   tt   r  ■■■* ff   tifj  Scirm  < 

PfElI  ^  Patilt.  McttibrA  ilô  l'Instilut,  Profisastmr  à  b  Pacuîté  cl(*!*  **^ff»nf^'- 
-.10  des  Fonctions  algébriques  et  de  leurs  i 

•,'ii::iïftf  ftrm/}  itfftws  mr  tt/w  sufjftce  tic  Ilf^fftttrtfi^  A'  ' 
tlji.  Hfcttiiii'K.  i}rmit\  in-K,  avec  figitrc??;  iSgî.*.,, 

PILL  'P«ttl,«t  Membra  tl«  TlnsyNit»  IVofcesciir  h  TOnîvcrjilé  rlr  r<in- 
W  LACO0R  I  Emile  k  .^^li^^r  do  t:ntif>^rcncos  ;<  irnivfrsil^  <|[*  Xiînçy*  - 
FriQcipes  àû  la  Théorie  des  Fanctions  elliptiquas  et  applications.  Un 
n»lumc  granil  iti-î*>  avec  ligure*  ;  i  ^Ci  *.,**-. ■  i 

DftOâfï  C /).  Vh'riit^r**  lit!  rirf^tiîiit   Pr^iff*^*c'nr  ii  l'fùuiïn  Pi  ii<ï.  — 

i  Cours  d  Analyse  di  r£coie  FolyteohniqtLe^   i*  (^tlîtimi.  >  ni  n^* 

I  fmiut.  i  volujïies  io-ït»  «voc  %ur«s,  so  vembril  sépiirémt'ut  : 

ToWS  î     £Wai/  dijférfftùei;   ï8î/3. i  7  f r 

1k%%^\\i  Valciti  itiU'gml  {inU^^riiks   dé/inies  el   im(i?Jînki\%    ixjji 

»7fi 
Tous  ni:  Cnkiil  ifitégral  {  fltiuaiiùns  diffcrefttkikfiy,  18*16..      tS  If 

tt\\n    \  .    i...<i*ii  fitnvo  (If  rÈcnle  ruJylt^€finitiitL\  l*roft>i^sciir  do  Wa 
kirs   tj  l' En  lit*   urt'paiMlnirt*  iJi/  Stiinki-ttiirbf^     —  Extr* 

V. -,  es  de  Oéométrie  analyU^aeà  doux  et  à  trois  dimen- 

BC  Oïl  Ej'fjo^t'  dt'Ji  mt'ihode.^  de  r^x*titttif*tt,  guivb  (les  /^  '■ 
ie/Mçjr  di^finèx  pmtr  ie$  eimtpoiîticxns  d*admù,vinn    aux  i 
uqti0,  Nonuftifr,   CrfHrrdc,  Nm'fde,  nu  (!(tftrottr^'  f*crwr€i£  di 
iiion,  'À  volumoîà  ir»-8,  iivoi'  Hi^urcs»  se  vt^niluui  séparé  muât  : 

!»•  PàJlTlE  :  Géométrie  à  dettjc  dlmemimu.  a"  6dilit>ii  ;  i§çj$,. .     7  fr . 
nTiE    ;    (lé^méitir  tk   imh    dimcttsioftx.    RmôiémûS  génépatw^ 
â*  Miiwn \  y  lirag»^  corrigé  )  :  i i^\)^^ ,,..,,..,..,....,     7  tr. 


lANN   -   CE«vre9  mathématiques  di   niomanOi  trotlwitt*ïi  jiar  l 
1 -L*  d<^  M.  «ItL  HKRMiric  <^t  im  rlist'tmrn  de  M.  FiiiJ 

lîr*<nBY  i  Jules»,  .^otis^nirt^rieur  de?^  Rludo^î  Éicicniifiriite^s  îii'fif^f>T^  Not 
ito,  I*!  MOLE  ^  Julesj,  l*iofp!&8t!UP  ;r  !;i  FntMill»^  d»  r 

Cléments  de  la  tbeoiie   des   fonctions  ei  :. 

vi>iu4i*v*  la-ë  >îO  vomiatit  sopjrémnnl. 

foME  l  :  inirfMltivUitfK  Cfdcui  dijfi^r€ntld  {  V*  Part  ici);  iKf).1.    7fr.  '***  * 

fôiAK  U  :  t'<i/r«/  dîffen-fttki  < II'  Piii'iii?) ;  i 896 , . .     9  f»* 

ni/  i  P-  Partii'  )  ;  i  ï<.|H »  fr 

•  «/  (  IP  Parlu»  )  cf  Aifp(imtt<ms,* .     \  Eh  [h 
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leuil),  nous  fait  savoir  que  les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de 
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six  francs. 

Nous  lui  en  exprimons  toute  notre  reconnaissance. 
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(  ^^9  ) 

[K9a][R2b] 

APPLiGATIONS   DES   MÉTHODES  DE  GRASSMAKY. 
mnt  DE  GRAVITÉ  D^  OKAWfflTrtSr 
ET  Vm  PEmCOXE; 

Par    m.  F.    CASPXrY.       ^ 


Il  y  a  seulement  quelques  années  que  les  géoinèlres 
se  sont  persuadés  de  la  fécondité  et  de  la  puissance  des 
méthodes  de  Grassmann.  Ces  mélliodes  s'adapient, 
d'une  manière  remarquable,  à  la  Géométrie,  à  J'Ana- 
Ijse,  à  la  iMécaniqueet  h  la  Physique  mathématique; 
elles  rattachent  Tintuition  au  calcul  et  elles  forment  le 
lien  entre  les  méthodes  synthétiques  et  analytiques  des 
Mathématiques  pures  et  appliquées. 

En  France,  M.  E.  Carvallo,  le  premier,  a  dirigé  l'at- 
tention sur  ces  méthodes  importantes  («). 

M.  Carvallo  m'a  fait  Thonneur  d'analyser  (2)  le  Mé- 
moire que  j'ai  publié  sur  la  génération  des  courbes 
gauches  algébriques  (3),  et  de  signaler  mes  deux  xMé- 
moires  :  Sur  les  cubiques  gauches  (  »)  et  Sur  une  mé- 
thode générale  de  la  Géométrie  qui  forme  le  lien  entre 
la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analy- 
tique {^),   en  les  prenant  comme  point  de  départ  pour 


(  •)  Voir  aussi  la  Note  do  M.  H.  ri,iiH,  Sur  l'emploi  delà  multi- 
plication extérieure  en  Ali-èbre  {Nouvelles  Annales  de  Afathéma- 
tiques,  3«  série,  t.  \IV,  p.  74;  ,8,p) 

{')  Bulletin   de   la   Société  mathématique  de  France    i    XV 
p.   i58;  1887.  •        ♦ 

(^)  Journal  de  M.  Kronecker,  t.  C,  p.  /,o5;  1887. 

(*)  Bulletin  de  M.  Darboux,  3«  s(^iie,  l.  XI,  p.'aoo-  ,88-, 

(*)  Jbid.,  t.  Xllf,  p.   102:  i8H<,. 

Ann.  de  .\fattiémat.,  V  série,  t.XVIÏ.  (Septcrnhro  ,8(,8.)       i\> 


(  390) 
ses  propres  recherches,  consacrées  à  rexposition  el  à 
Tapplication  des  méthodes  de  Grassmann  (*). 

Dans  les  Mémoires  que  je  viens  de  citer  et  dans 
deux  autres  (^),  j*aî  exposé  une  partie  des  principes  et 
des  calculs,  dus  à  Grassmann,  et  j'y  en  ai  fait  usagf^. 
De  même  dans  mes  autres  recherches,  relatives  à  la  Géo- 
métrie (')  et  à  la  théorie  des  fonctions  thêta,  des  fonc- 
tions elliptiques  et  des  fonctions  hyperelliptîques,  j'ai 
employé,  pour  leur  invention,  les  mêmes  principes  el 
calculs;  mais,  pour  la  publication,  je  me  suis  servi  des 
méthodes  usuelles,  parce  que  les  méthodes  de  Grass- 
mann n'étaient  pas  assez  connues. 

Bien  que,  depuis  une  dizaine  d'années,  le  nombre 
des  géomètres  ait  fortement  grandi  (*)  qui  s'intéressent 
aux  méthodes  de  Grassmann  et  s'en  s'occupent,  elles 
ne  sont  pas  répandues  jusqu'à  ce  jour  et  elles  n'ont 
point  la  place  qu'elles  méritent.  Pour  contribuer  à  leur 
connaissance  et  pour  les  rendre  familières  aux  géo- 
mètres^ je  me  propose,  dans  une  séiie  d'articles,  d'en 
donner  des  applications.  Comme  le  but  de  ces  articles 
est  essentiellement  didactique,  je  passe  des  applications 
les  plus  simples  aux  applications  plus  élevées.  En  me 
bornant,  dans  les  premiers  articles,  à  la  Géométrie  du 
plan,  je    vais  donner  successivement  des  applications 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3'  série,  t.  X,  p.  219, 
341,  345;  1891;  t.  XI,  p.  8;  1892;  t.  XII,  p.  65,  454;  1893. 

(»)  Journal  de  M.  Kronecker^  l.  XCIÏ,  p.  i23,  1883;  l.  XCV, 
p.  36,  i883. 

(^)  Voir  Journalde  M.  Kronecker,  t.  \CI\,  p.  128,  1880;  Comptes 
rendus,  t.  GXII,  p.  i356,  1891;  Bulletin  de  M.  Darboux,  2»  série, 
t.  XV,  p.  3o8;  1891. 

(*)  Voir  l'intéressant  Aperçu  historique  de  M.  V.  Sghleoel: 
Die  Grassmann' sche  Ausdehnungslehre.  Ein  Beitrag  zur  Ge- 
schichte  der  Afathematik  in  den  let  zten  fiinfzig  Jahren  {Schlô- 
milcfis  Zeitschrift.  Ifist.  lit.  Abth.  Jahrgang  \LI,  p.  4'»  «896). 


(39«  ) 
relatives  aux  points ^  aux  vecteurs  et  aux  lignes  droites» 
Je  commence  par  établir  quelques  définitions,  dont  j'ai 
besoin  pour  Tapplicalion  en  question ,  et  je  vais  déduire 
plus  tard  toutes  ces  définitions  d'une  seule  déGnition 
grassmaunieune.  Par  cette  manière  de  procéder,  j'espère 
initier  rapidement  le  lecteur,  sans  le  fatiguer,  aux  prin- 
cipes des  méthodes  de  Grassmann  et  lui  en  montrer  la 
portée. 

Centre  de  gravité  d'un  quadrilatère 

ET    d'un     PENTVGONE. 

i.  Dé/initie^i^ .  —  En  représentant  par  des  majus- 
cules de  Talphabel  laiin  oA»,  )iS,  C,  .  . .  des  points^ 

1°  Le  point  Ole  =  ^{X  -f-  \»i»)  représente  le  milieu  du 
segment  «liil^  ; 

'i**  Le  point  O  =  — — '—— —  représente  un  point  quel- 
conque de  la  droite  f.l>\ih,  a  et  ^  étant  des  paramètres 
quelconques  ; 

3®  Le  point  (/  =  J  (.1)  -4-  yS\t  4-3)  représente  le  centre 
de  gravité  du  triangle  homogène  dont  X^  lib,  C  sont  les 
sommets; 

4®  La  difTéreiice  ife  —  X  représente,  en  grandeur, 
sens  et  direction,  le  vecteur  -Itill),  issu  de  A^  et  finissant 
à  ill>; 

5°  L'égalité   \\\y 1,  =  (0  —  3,   .1,,  ili>,   3,   (t)    étant 

quatre  points  non  situés  sur  la  même  droite,  exprime  : 
i"  que  les  deux  vecteurs  X^\>  et  G(0  sont  égaux  en 
grandeur;  a'*  qu'ils  possèdent  le  même  sens,  de  façon 
que  les  points  X  el  <y  sont  leurs  points  d'origine,  les 
points  iiî>  et  (0  leurs  points  extrêmes*,  et,  3"  que  leurs 
directions  sont  parallèles. 

Comme    de    l'égalité    iJb  —  X  =  cO  —  O     se    déduit 
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(JE)==Dl)  +  8  —  cAo,  Iti  point  cD  su  construit  en  menant 
par  G  une  parallèle  à  XXil)  et  en  faisant  S(D  =  «JUife;  ou 
en  menant  par  i)b  une  parallèle  à  nl»3  et  en  faisant 
DbOO  =  0,1)3.  Autrement  le  point  cô  se  construit  eu  me- 
nant par  a  une  parallèle  à  «,Ulb,  et  par  ilb  une  parallèle 
à  X8.  Par  conséquent  le  point  (£)  =  iJb  -H  G  —  JU  est  le 
quatrième  sommet,  opposé  à  «A»,  d'un  parallélogramme 
dont  X,  i)l>,  G  sont  les  trois  autres  sommets. 

A.   Centre  de  gravité  d'un  quadrilatère. 

%  Soient  Xf,  qI>2,  A-a,  A>4  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  quelconque;  en  le  divisant  par  la  diago- 
nale X^X^  en  deux  triangles  e/l>2'v\»9X.t  et  cl>i  eA02'''^4 
dont  les  aires  soient  84  et  Ô3  et  dont  les  centres  de  gra- 
vité sont  (définition  3")  ^  (<JU2  4- c^s  +  ^^4  )  et 
j(«lln  -f-  6.1)2-4-  X^)j  le  centre  de  gravité  (]  du  quadrila- 
tère X|  ^l),  JI93  f.l)4  sera  représenté  par 

3(0i-+-  83)5  =  8i((.l>t-f-  ol)3-4-c!l»4)-hOs(o,l»i-h  Xt-^  X^) 
=  (ôiH-  Oj)((JIj2-+-  Xi^)  -h  ÔieAosH"  Ûja^l 
=  (ûiH-03)(oil),-h-XjH-tl)8-+-<Jl)4)  — (8iXi-|-<?3«lUs). 

En  divisant  par  5,  -h  O3  =  8,  8  étant  Taire  du  quadri- 
latère, et  en  posant 

(1)  ÔC>  =  Oi  0.1)1 -+-83 -A03, 

on  obtient 

(2)  3Ç  =  c.l.i-+-ol>s-|-cl,3-hoil)4—  C*). 

Si  Ton  divise  le  quadrilatère  Xs  X^X^X^  par  la  dia- 
gonale eAoi  X^  en  les  deux  triangles  X^  X^  JU4  et  Xi  X^M 
dont  les  aires  soient  82  et  84,  dans  les  formules  précé- 
dentes les  indices  i  et  3  se  changent  en  2  et  4«  Par  ce 
changement,  ni  (/,  ni  l'expression  do,  -f-  X^-^  X^-^A-x 


(  393  ) 
lie     changent.     Par     conséquent,     et     comme     on     a 
5i  -h  Sa  =02 -h  S,  =  8,  la  formule  (i)  prend  la  forme 

(3)  ôO  =  o,cA.,-+-04.l.k     (»). 

Or  la  formule  (i)  exprime  (définition  2")  que  O  est 
situé  sur  la  diagonale  ^-l^i  c^3^  de  même  la  formule  (3) 
exprime  que  O  est  situé  sur  la  diagonale  .l.2'^V4  ;  donc  0 
est  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  ^l»,  X^  et 
-.l.,i\£»4  du  quadrilatère  <.A>|  c\«2e,l.3«V4.  En  résumé  : 

I.  Si  Von  désigne  par  (|*  le  centre  de  gratuité  d^un 
quadrilatère  X^  Jl^j  ..I.3  do.»  et  par  O  le  point  dUntersec^ 
tion  des  deux  diagonales  X^X^  et  cl.2cl>4,  le  point  Ç 
s'exprime  par  la  formule  (  ^  ) 

(-1)  3()*==  «iVi-h.Vj-h  A^3-h-A«^  — O. 

3.  Pour  construire   cette   formule ,   je   vais  étudier 
l'expression  ri,,  -h  doa-H  cK>3  -h  <il)4. 
Sî  Ton  pose 

I   tX>\  -h  ai)j  =  aOrtii,  cli3-H  ^k  =  '^OV^Hy 

(•♦  ) 

(    ell.j-4-  «Idj  =  7.0n,t3,  c\*4-He.l.î  =  ^-^n^Uï 

et 

(  5  )  tXi-h  &^i  =  2  on  13,      ii>i  H-  -.1)4  =  2  oiiji, 

les  points  on, 2)  ^^^139  •••  représentent  les  milieux  des 


(*)  Des  formules  (1)  et  (3)  on  déduit  immédiatement  l'identité 

o,..l,,—  Ôî-Lj^-  Ô3-V.,—  o^X^z=o, 

qui  met  en  évidence  qu'il  y  a  entre  quatre  points  quelconques  d'un 
plan  une  relation  linéaire  dont  les  coefficients  6p  ...,  S4,  égaux  res- 
pectivement aux  aires  des  triangles  fl\nj«l)j«i.<,  .. .,  ai'i-^'a-A's,  sont 
liés  par  l'égalité 

6,--S^-+-Ô3— 6,  =  o. 

(')  Voir  la  Note  de  M.  Noeogkrath.  ArchUes  de  Gruncrt-Hoppey 
i"  série,  !.  L\V,  p.  ^o^;  i88o. 


(  %4  ) 

côtés  X|(Â>2,  A«,  el>3^  ...  (définition  i").  Par  conséquenl^ 
on  a 

cAai  -f-  ft/l>2  -f-  ei»3  ^-  «^^  4  =  a(  ^  lî  "»"  ^Tt'S^) 

,      =2(0rL„-+-0K4i) 

=  2(0rLi,-i-01Lî4). 

En  introduisant  de  plus  le  milieu  0\l>  du  segment 
OK4  2  0n.8«î  on  obtient 

et,  par  conséquent, 

= -2(0^,3-4- orco; 

donc  la  formule  (a)  devient 

(2*)  3(j=4on.— o. 

4.  En  donnant  au  point  dfl,  défini  par  les  formules 
(6)  le  nom  de  point  moyen  du  quadrilatère,  on  tire  des 
formules  (6)  la  construction  suivante  : 

II.  Construction  du  point  moyen  d^un  quadrilatère 
ifig'  0*  —  *^*  ^'^^  désigne  par  D\Li2'i  «^^s*  î  ^^^as»  ^^^i 


les  milieux  des  cotés  opposés  (t^\oi<Â»2*  «^a^^^^y  «>^3*^9? 
«fUji-.lîi  d'un  quadrilatère  t.\»i  fl>2Ao3..l)4  et  par  OTlu,  ^24 


(395) 
les  milieux  des  deux  diagonafes  -l>|el»j,    r.l>2*l>t«  les 
trois  'Segments    .0n.|2»)Tlsï,    .'>lL23c)n.4i ,    0n.»331l2»   pos^ 
sèdent  le  même  mdieu  .OÏL  qui  est  le  point  moyen  du 
quadrilatère. 

o.  Ceci  établi,  la  formule  (a*)  exprime  (dénnition  2") 
que  le  centre  de  gravité  (j',  le  point  moyen  OIL  et  le 
point  d'intersection  O  des  deux  diagonales  d'un  quadri- 
latère sont  situés  sur  la  même  droite.  Comme  de  plus 
la  formule  (2*)  se  change  immédiatement  en 

d'où  suit 
on  obtient  : 

III.  Première  construction  du  centre  de  gravait é  (*) 
(fig.  2).  —  Dans  un  quadrilatère  quelconque  soit  O 


le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  et  OÏL  le 
point  moyen i  en  joignant  les  points  O  et  OÏL  par  une 
droite  et  en  faisant  dV^i]  =  ^  C>»'^ÏL,  le  point  (J  sera  le 
centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

(*)  Voir  les  Notes  de  M.  Stoll  {Archives  de  Grunert-Hoppey 
!'•  série,  t.  LXV,  p.  445;  1880;  2»  série,  t.  I,  p.  334;  «884;  ^o^- 
mannes  Zeitêchrift  fiir  math,  undnaturw.  Unterricht^  t.  XI II, 
p.  119;  188a). 
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6.  Au  moyeu  des  foriuules  (4)^  la  formule  (a)  prend 
la  forme 


Par  conséquent,  si  l'on  pose 

(  X3-^<Aok—0  =  oui,,        «,l»i-f-<.A,î— O  r=5TL'54, 

et 

(8)      eAfl, -h  ^.1.4  —  O  =  OFl'u,        .AmH-  -A.,  — O  =  0^',^, 

on  obtient 


^9) 


et 

(10) 


3(^  =  2;)n.„-+-oiv',, 
=  ^orLjs-f-  aiVj3 
=  2orL3i-4-orL'j4 
oil;, 


i  =2  0rL34- 


3y-20rc„-h,m',, 

D'après  la  construction  qui  découle  de  la  définition  5®, 
le  point  tOR-'^a  ^^^  '^  quatrième  sommet  d'un  parallélo- 
gramme dont  cl>3^  X^  et  O  sont  les  trois  autres  sommets. 
Comme  Oïi\^  est  opposé  h  O,  on  obtient  le  point  DTl\^  en 
menant  par  X^  une  parallèle  à  OX^  et  par  X^  une  pa- 
rallèle à  Ocl.3.  Or,  le  point  O  est  silué  sur  les  deux  dia- 
gonales al)2cl)4  et  c/'l),el,3",  par  conséquent  0XL\^  est  le 
point  d'intersection  des  deux  parallèles,  menées  respec- 
tivement par  cl>3  à  c!l92«''^4  <^t  par  «-^4  à  X^  X3.  Donc  les 
formules  (7)  fournissent  : 

IV.  Construction  des  points  DVJ^^t  '"^l^'as»  ^^'^f  »^1^4i 
{/ig'  3).  —  Si  Ton  mène  par  les  sommets  opposés  Xi 
et  a1^3  d'un  quadrilatère  XiX'i^^^^^*  deux  parallèles 
à  la  diagonale  XnzA'^^  et  par  les  deux  autres  sommets 
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opposés  el»2  et  t\*4  deux  antres  parallèles  à  la  diago- 
nale   X^  A>5,    on    obtient    un   parallélogramme   dont 


^•^  ., 


^Fl',,,  ^rJja»  ^^3*5  ^^\\  ^^^^  '^^  sommets,  et  oîi  le  point 
311 ',2  est  le  point  d'intersection  des  parallèles,  menées 
par  eR»j  et  X^^  etc. 

7.   Comme  les  formules  (9)  prennent  aussi  la  forme 


d'où  suîl 
on  a  : 


V.  Deuxième  et  troisième  constructions  du  centre  de 
gravité  (*)  {fig*  3).  —  Le  centre  de  gravité  Ç  est  le 
point  d'intersection  des  quatre  segments  OTTL^ia  lOlV'^^  , 
JILjjOTL;,,  aTL34^'34^  01141  ^ir 


(*)  Voir  Edmond  Henry  :  Sur  V extension  au  quadrilatère 
d'une  propriété  analogue  à  celle  des  médianes  d'un  triangle 
(  Bévue  scientifique^  t.  XLVII,  p.  781;  1891). 
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Le  point   Cj  divfise  chacun  de  ces  quatre  segments 
dans  le  rapport   Ha,   de  façon  que  i^L^^CJ  z=  !^CJ0JL\^. 

;)li23(,'  =  I(prL2  3,   etc. 

8.  Les  points  OÏL,,  et  D\i[^^,  définis  par  les  formules 
(8),  se  construisent  encore  plus  facilement  que  k's 
points  DïL\^j  .  .  . ,  0]l\  ^ . 

Comme  le  point  O  est  situé  sur -l.2cl>4,  la  première 
formule  (8)  X2  4-  '^^^  —  O  =  ^>n,^,  exprime  que  le  poinl 
OR'f  3  a  la  même  distance  du  point  do^  que  le  point  0  du 
point  cl>4.  De  même,  la  seconde  formule  (8) 

exprime  que   eOli'^^ftiUa  =  «l),0.    Au   moyen   des  poinls 
^',3  et  t)n.'24,  des  formules  (10)  résulte  : 

VI.  Quatrième  et  cinquième  constructions  du  centre 
de  granité  (*)  {^/ig^  4)«  —  Soit^  dans  un  quadrilatère 


Bai. 


Xi  X2  X^  X^,  O  le  point  d'intersection  des  deux  diago- 
nales al)  1-1^3  et  .1,2 ^l>4  dont  OFlis  et  Oit 2 4  ^ont  les  mi- 
lieux. Si  l'on  construit  sur  la  diagonale  Xi  X^  fe 
point  OlCj^,  et  sur  la  diagonale  X^Xs  le  point  OR,,, 
de  façon  que  XiO  =  DTC^sX^   et  X>^0  =  DV.\^Xt^  le 


(')   Voir,  par  exemple,  Ch.  Delaunay,  Traité  de  Afécanique  ra- 
tionnelle. Paris,  1878:  6'  édil.,  p.  27.5. 
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centre  de  gr/n^ité  ij  est  le  point  d'intersection  des  deux 

segments  yiL^ 2 ^^\i  ^^  i'f^ln^T^'^A' 

Le  point  (J  dii^ise  chacun  de  ces  deux  segments  dans 
le  rapport  i  :  a,   de  façon  que   OULisy  =  ^  (/O^^ia    et 


B.   Centre  de  gravité  d^ un  pentagone. 

9.  Le  centre  de  gravité  d*un  pentagone  se  calcule  et 
se  construit  de  la  même  manière  que  le  centre  de  gra- 
vité d^un  quadrilatère. 

Le  pentagone  quelconque  ell>i  cAo.j-.^sX^c.'Us  {fig-  5) 
soit  divisé  par  la  diagonale  Xs  X^   en  le  quadrilatère 


/S.i 


"A^i^l^^Xs^^t  ^^  ^'11  1^  triangle  ^V|  Ao^  eil^^^  dont  les  aires 
soient  respectivement  A-,  et  Aos- 

D'après  la  formule  (a)  le  centre  de  gravité  du  qua- 
drilatère al»!  eJU2r\»3  Ar»  s'expHme  par 

\ (Xy -4-  Xt -f-  Xz^  X^  —  O5), 

O5  étant  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales 
X^Xi^  X^Xs,  Comme,  de  plus,  le  centre  de  gravité  du 
triangle  X^  X^  X^  est  représenté  par  \{Xs  4-  X,,  -f-  X^)^ 


(  4oo  ) 
le  centre  de  gravité  du  pentagone   <^oi<Kifh»iX^-X>s  est 
exprimé  par  la  formule 

3(A8-4-  A,,)Ç  =:  A5(X,  -h  <A»i-»-  «vl,j-i-  c^—  O5) 

-+■  Ajj  (c^i  -h  JU^-i- clos) 
=  (  Aj  -f-  Ajs  )  (  Jl»i  -h  e;!?!  -f-  e^9i  •+■  tllo^  -+-  ilej) 
-  1  A5(el,5-f-  Os)  -f-A„(Jlo,-+-  .V,)  î- 

En  posant,  d'après  la  formule  (4), 
et,  de  même, 
^5  étant  le  milieu  du  segment  tlo^Os,  l'expression 

Ab  (Xi  4-  C>8  )  -H  Aj5  (al>,  -h  Ans  ) 

devient 

■;t(A5^,-+-A„0ïL„). 

Si  l'on  définit  le  point  O,  par  l'égalité 

(M)  (A5-i-A„)O=A5^5H-A„0ru„, 

et  si  l'on  divise  l'expression  de  Ç  par  A5  +  A25  =  A. 
A  élant  l'aire  du  pentagone  Xt  eAoj  JU3JI01  eA^s,  on  obtient 

(12)  3 Ç  =  Jti -h  Xj H- Jl»3 -H  <^k -♦- oi^s — ^O. 

10.  En    divisant  le   pentagone   e.l>i  «.^^  »l>3  .^lo^  (A»^  par 
une  autre  diagonale  que  e;lo,Jlo4,  savoir  «JU2e^4s,  a^l>3al>i, 

X\  cilog,    c,T95rA93,   m  (| ,     ni     B\oj  -4—  X2  H~  a'v»3"4—  aAsii  -f-  elsj     HC 

changent;  par  conséquent,  l'expression  de  O,  définie 
par  l'égalité  (11),  reste  la  même,  si  l'on  y  change,  d'une 
façon  cjrlique,  les  indices  inférieurs.  Or  la  formule  (n) 
met  en  évidence  que  le  point  O  est  situé  sur  la  droite 
^5  ^^23;  donc  ce  point  est  situé  aussi  sur  les  droites 
^1^3»,  ^2'Tl,5,  ^sOlls*,  ^4'*^1^«2.  R'oii  résulte: 


(4o.  ) 

VU.  Si  l'on  désigne  (^fi g.  5)  par 

Ox\  O,;  Ô,; 

les  points  d'intersection  des  diagonales 

par^iy  :^2»  •••»  ^5  '^-^  milieux  des  segments  *i,|0|, 


/leiu:  des  côtés  ^^^2^  «A»2<A»3,  . . .,  X^X^,  les  cinq  seg- 
ments ^^OïL^^j  ^2  011.4  5,  .  ..,  55OIL28  ont  le  même  point 
d'intersection  O. 

VIII.  Au  mojen  de  ce  point  O,  le  centre  de  gras^ité 
Ç  rf'u/2  pentagone  quelcom/ue  cl»i  eJi92«^s<^^4"-^5  jVo:- 
p rime  par  lajormule 

(12)  3(1*  =  cApi-f-  JUt-h  JL3-i-cl*4-T-«^5—  2O. 

H.  Pour  construire  celte  expression,  je  rappelle  que 
Ton  a,  d'après  la  foroiule  (6) 

Xi  -+-  «l)jH-  -V3  -hXi  =  ^  OU 3, 


(  <oO 
OR/5  étant  le  puint  moyen  du  quadrilatère  Am  ^V*2-^3^^- 
Par  conséquent,  la  formule  (12)  devient 


Si  l'on  pose 
on  en  tire 


3(/  =  4.m5-hcl,5~aO. 

De  là  résultent  les  constructions  suivantes  : 

Première  et  deuxième  constructions  du  centre  de 
gra^dté  d'un  pentagone  (voir  //g^.  6  et  fi  g,  7). 


IX.  Soient  0K|,  OK2,  . . .,  ;)R5  /<?j  points  moyens  des 
quadrilatères  -^i^2'^^r^AKs^Xyô^  -A^3r^,  ^lo^.t, , . . .,  ^l,,ç,l»2-^s«^t' 
en  lesquels  les  diagonales  A^i-^^^^ y  rX^^rl^i^  ...,  cV.j.V| 
partagent  le  pentagone  c.l)| -.i.2cl>,^l,^-A^5  5  soient,  de 
plus^  Obj,  X2,  ...,  ^5  /e5  milieux  des  segments 
ol»i;)IL|,  cloa^Rj»  ""i  ^^'>5'^^ô't  soit  enfin  O  le  point 
défini  par  le  théorème  Fil  : 

<Si  l'on  mène  ^par  les  points  OPli,  /)Il.j,  . . .,  OPcj  des 
parallèles  aux  segments  0.)b|,  OOba,  ...,  OX5,  les 
cinq  parallèles  concourent  en  le  même  point  (J,  centre 
de  gravité  du  pentagone. 


(  4o3  ) 

X.  Le  point  (/  est  situé  sur  chacune  de  ces  cinq  pa^ 
rallèles,  de  façon  que 

;)lL/(/  =  }OX/        (i  =  i,  2,  3,  4,  5). 
12.  Comme  on  a 

OU  trouve 

par  conséquent, 

*'^^  /  3(i)rL/-orLA-)  =  9.(XA-.%/). 

Done  on  a  les  théorèmes  suivants  {Jig-  7)  : 

XI.  Les  points  mojens  ;)R|,  3112?  •••»  «^^^3  ^^5  ^art- 
drilatères  e.V>2  e.l>3  - V.»  ^A> 5 ,  tVs  '•A04  rAo 5  do i ,  . . . ,  «-Ao  1  4..2  cloj  Ay\ , 
e/i  lesquels  les  diagonales  d>2d.>5,  tlosA-»!,  ...,  do|clvt 
partagent  le  pentagone  cl»i  tlo2d«3el)4rAn5  forment  un 
pen  tagone  OFc  1 OK  ,  Oïl  3  OR  4  OR  5  rfo/i^  /^5  côtés  OR  1  OR  2 , 
OR2OR3,  ...,  OR 5 OR I  sont  parallèles  et  de  sens  opposé 
aux  côtés  <vl>i  -A>2,  "A' 2 -A.s,  .  . .,  "Vs  «Aoi . 

Le  rapport  de  OR»  OR 2  :  ^.^^1^2?  OR 2 OR 3  :  d"2d.'3,  etc, 
est  égal  fl  I  :  4  • 

XH.  De  même  les  points  3f^i^  Xa,  ...,  )L5,  milieux 
des  segments  A.^  OR  1 ,  .l>2  OR2,  . .  • ,  A.5  OR 3,  forment  un 
autre  pentagone  X,  01*2 -^^s -X* '^5  dont  les  côtés  sont 
eux-mêmes  parallèles^  dans  le  ménu^  sens,  aux  côtés 
du  pentagone  do,  d.2  .  •  •  ^.5  et  parallèles,  mais  de  sens 
opposé,  à  ceux  du  pentagone  OR  «  OR  2  • .  -  OR  5. 

Le  rapport  de  Ob,  dZ^  :  OR,  OR2,  •)b2^3  -  OR2OR3,  ... 


(  4o4  ) 

est    égal    à    3:2    et    le    rapport  de     X|  >31!>s  :  «Jloj  tl.î, 
^^^^3  :  Jl02<^'>3>  •  •  •  est  égal  à  3  :  8. 

XIII.  Les  cinq  droites  X|DlL/(/=  i,  a.  3,  4»  5)  con- 
courent en  le  même  point 

point  moyen  du  pentagone  JU,  «JI.2  ...  cAos. 

XIV.  Le  point  moyen  DXL  est  le  centre  de  similitude 
des    pentagones     Xt  X2   ...    X5;      ^i  OII2   •••   ^R-si 

13.  Au  moyeu  du  point  OU,  la  foiinule  (12)  devient 
(12*)  3g  =  5011 --20. 

De  celte  expression,  tout  à  fait  analogue  à  Texpres- 
sion  (2*)  pour  le  cjuadrilalère,  on  déduit 

3((j-0lL)  =  2(Dn  —  0) 

et,  par  conséquenl, 

Donc  on  obtient  : 

XV.  Troisième  construction  du  centre  de  gravité 
d' tm  pentagone  {fig*  7). 

Dans  un  pentagone  quelconque^  soient  O  le  point  dé- 
fini par  le  théorème  Vil  y  OÏL  le  point  moyen  défiid 
par  le  théorème  XIII;  en  joignant  les  points  O  et  0\i 
par  une  droite  et  en  faisant  OïL(J=  f  OOFl,  le  point  (J 
sera  le  centre  de  gravité  du  pentagone, 

14.  Si  l'on  pose 

eiUî-+-Jl>3  =  2  01123,  JUv-t-clloj-i-  <vl)i  —  aO  =  011',,, 

.     .,    ^    cAo3-i-Xk  =  2OII3*,  Jlo5-i-cl>i-+-cil9î—  2O  =01li4, 

JlflV-i- cAoS  =  2OTL/45,  cAùi  -f-  •ilej-t-  Jl!>3  —  2O  =  OIL4  j) 

cl>5  -h  cl>i  =  2  OUs  1 ,  Xj  -^  5.I13  -h  c\oi  —  2  O  =  OU i  I 


(  4o5  ) 


ei,  d'une  façon  analogue, 


(l5)   .     ^^,-+-^5  =  -2  311.3», 


Xi  -f-  An  -+-  »i.5—  1  o  =  oa  ;  3 , 


la  formule  (12)  se  change  en  Tégalité 

(iC)  3g=A0rLiA-:-01L;A-      (i\A:  =  1,2,  3,  .\,  5:  i/-k), 

qui  représente  dix  formules  différentes. 

15.  Pour  construire  les  points  Sfïl\^,  ^l^^j»  •••>  ^^^si  î 
on',,,  OR/!,^,  ...,  OR'-j,  je  fais  remarquer  que  les  for- 
mules (i4)  et  (i5)  prennent  la  forme  commune 

(17)  cWh-cW  =  ^oii/a,      ao/4-ei>,„-i-A.„— 2  0  =  .m;;i., 


où  les  cinq  indices  i,  /,  /,  /w,  «  désignent,  dans  un  ordre 
quelconque,  les  cinq  indices  i,  a,  3,  4>  5. 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  ^érie,  t.  WII.  (Septembre  1898.)      26 


(  4o6  ) 
Comme  des  expressions  (17)  découle  immédiatement 

(18)  '>(;tl„/  —  O)  =  or;a  -  x,„, 

1  'i  { ;)rL  /,„  —  O)  =  xl  ;a — ^k>„, 

on  a  : 

Deux  constructions  des  points  OFl  '^ , ,  Oïl  !,  3 ,  . . . ,  OU  5 ,  ; 
0^3,  Oïl;,,  ...,  on.;^,  {voir  ftg.  7  et/ig^.  8). 

XVI.  Soient  1,  A',  /,  m,  «  ci/iy  indices  différents^  dé- 
signant^ dans  un  ordre  quelconque^  les  indices  1 ,  2,3» 
4,  5;  soient^  de  plus ^  •*>ÎLm/,,  «OU/,/,  OTL/;„  /e»ç  milieux  des 
côtés  G.lo/no.'lo/i,  &l)/2  ^V)/,  Ao/cln^n  du  pentagone  fX>\  Jl^s  ...  cV^ ,' 
JOff  e/z/î«  O  le  point  défini  par  le  théorème  fil: 
Si  l'on  mène  par  les  sommets  cAn/,  X»,,  oJl.«  du  penta- 
gone des  parallèles  respectivement  aux  segments 
OdXLmm  ODMni^  OOXlimy  ces  parallèles  concourent  au 
point  ^iff. 

XVII.  Le  point  OîlJ-^  est  situé  sur  ces  parallèles  de 


façon    que     .\oi;^\i',.^  =  ^OOIL;,,,,,     'vWOïi;.;^  =  aO.m^, 


(  4o7  ) 

Pour  I  =  I ,  /:  =  a,  /=  3,  m  =  4>  "  =  ^^  ^^fiS'  ^  ^^' 
pour  1  =:  1 ,  /r  =  3,  /  =:  2,  w  =  4î  «  =  3,  ^^J'g'  9  mon- 
trenl  les  constructions  précédentes. 

Dans  laijig'  8,  par  les  sommets  Xs,  aV>4,  bl>5,  des  pa- 
rallèles sont  menées  respectivement  aux  segments 
0^)1^45,  OJïLjs,  OOII54;  leur  point  d'intersection  est  le 
point  3f\L\^.   De  plus  on   voit  que  XaOll/',^  =  2(5^4  5, 

*^4^2  =  aoorias,  cvi,5 on', 2  ~  20011.34. 

De  même,  dans  la  ^g,  9,  par  les  sommets  «.^2,  JU4, 
A>s,  des  parallèles  sont  menées  respectivement  aux 
segments  OOIL4 5,  OOTI25,  00^24;  leur  point  d'intersec- 
tion est  le  point  OTL',,.  De  plus  on  voit  que 

rA^tORij  =  20011145,         Xi^ia  =  'iOOrcs, 
AosOlL'ia  -  aOOïtn. 

16.  LespoînUOlL',2,  ortgj,  ...,  ^l^'si  •  ^1^'u'  ^^245  •••? 
OTL'^.^  sont  liés  aux  points  e.l>i,  X2y  •••)  «^5  p^^  de  simples 
relations  qui  ramènent  leur  construction  à  la  construc- 
tion d'un  seul  point  d'entre  eux. 

En  effet,  si  l'on  échange,  dans  la  formule  (17  j 

les  indices  k  et  /,  on  obtient 

<.i)A--+-  -.\^,„  -+-  ci.„—  'aO  =  on;-/, 

et,  par  soustraction , 

(19)  ORi'yt  —  on  i7  =  cio/—  ftW, 

d'où  il  suit  que  les  segments  DVu^DVL'^f^  sont  parallèles  et 
égaux  aux  segments  ^ffX^, 

Par  conséquent  on  obtient  comme  corollaires  les 
deux  théorèmes  : 

XVIII.  Dans  le  pentagone  ^^n;2orc;3on;j  on; ,  on;, 
(jîg.  10),  les  côtes  on;.,on:3,  .m;3on;,,  ...,;)r;'or;. 


(  4o8  ) 
sont  égaux  et  parallèles  respectivement  aux  diago- 


. .,     JU2e/i«5     du     pentagone 


XIX.   Dans   le  pentagone    OXL\^rfïL'^^DV^'^^DK\^Dn^^ 


(  409) 
{fis*  II),   les  diagonales   '^ïlla^Oït^,,    '*^n.3  5;)Tt52,    ...» 
WJ^ ,  Oit',  5  JO/ii  égales  et  parallèles  respectwement  aux 
côtés     XiX^^     X^X^^     ...,     al.5el»i     du     pentagone 

D'après  la  farmule  (19)  on  a  aussi 
(  20)  DTl  'iic  —  «OR  J,/i  =  OR  a-  —  OR  /,„  ^  Xm—  ^k'* 

et  comme  Olty^^  =  OR'^^,  OIL,.^,  =  Orc',„,,  on  obtient  : 

XX.  Si  l'on  désigne  par  *,  À-,  /,  m  quatre  indices 
quelconques  parmi  les  cinq  indices  i,  2,  3»  4)  ^9  l^^ 
quatre  points 

ORi/t,     OR/Jt/»    0R/;„,    ORJ,,/ 

forment  les  quatt^e  sommets  d'un  parallélogramme. 
Donc  : 

XXI .  Si  parmi  les  dix  points  OKj^  (i,Ar=i,2,3,4,5) 
un  seul  est  donné,  les  autres  se  construisent  au  moyen 
des  parallélogrammes. 

Comme  la  formule  (20)  prend  aussi  la  forme 

(2  I)  ORJ^—  .lo,n  =  ;)R;,„  —  el.A  , 

on  a  : 

XXII.  Les  segments 

«V,^;)Ra.    et    o\>ktïïL'i„      (i,  A:,  m  =  1,2,3,  4,5;  «V  ^?^  "0^ 

formés  par  les  sommets  des  pentagones  XiX2  ...  X$'^ 
OR'jjOTLjj  ...  On.3,  ;  OR'ijOR^ijj,  ..  .,  OR52  sont  égaux 
et  parallèles. 

17.  Dans  \^  fig-  10,  sont  illustrées  queïques-unes 
des  propriétés,  établies  par  les  théorèmes  XX,  XXI, 
XXII. 


(  4io) 

En  cfVet,  lat  /ig,  lo  met  en  évidence  : 
i''  Que  les  sommets 


forment  des  parallélogrammes  ; 

'2^  Que  les  segments  (côtés  ou  diagonales) 

'misOn;,,   e'>rLiiOîLi^,   ;)K;,OTLi„   c^«v„; 
OK;,aiLi,,    oii;,oîi'3„  'orc',,orL;,,   mm-- 

^"^w^^^yr^tt.   oyiz.oxi',,,    oïLijOK',,,   MM; 

sont  égaux  et  parallèles*, 
3**  Que  les  segments 

tvj  PiL  j  ^ ,     <•  \o j  t^\L  j  ^  ;     c\î»î  OÏL  j  j ,     flflj  DÏL  ^  ^  î     el» j  OTL  3  j ,     «vj  Oit  | j  *. 
eloiOILjj,     -\o5»/rLjjl     ^'wiOTLjj,     e-iosOTL-ijî     cAtfiOTL^j,     «^sOTL^i» 

sont  égaux  et  parallèles. 

18.   Après  avoir  construit  les  points  On^^,  on  déduit 
de  la  formule  (16)  : 

Quatrième  et  cinquième  constructions  du  centre  de 
gravité  d'un  pentagone  (  *  )  {/ig-  11). 

XXIII.  Le  centre  de  gravité  Q  est  le  point  d* inter- 
section des  dix  segments  OR/^orc^^(/,A'  =  i,  2,  3,  4?  5). 

('  )  Voir  la  Note  de  M.  J.  Gysel  :  Sur  la  construction  du  centre 
de  gravité  d'un  polygone  plan  homogène  {Archives  des  Sciences 
physiques  et  naturelles^  3«  période,  t.  XXXII,  p.  375;  Genève,  1894)» 
ainsi  que  le  Mémoire  du  même  auteur  :  Zur  Konstruktion  des 
Schwerpunktes  einer  ebenen  Vielecks/làche,  Beilage  zum  Jahres- 
bericht  des  Gymnasiums  Schaffhausen  fiir  1894-1895. 


(4i«  ) 

XXIV.  Le  point  (j  dlx^ise  les  dix  segments  .*)1V|A  «*>lt/;^ 
dans  le  rapport  1:2,  de  façon  que  ;)ïl,>(j*  =  ^Ç,*>ll;J^. 

En  terminant  cet  article,  relatif  aux  points^  je  fais 
encore  remarquer  que  les  points  O,,  Oïl/,  J^,,  ^z,  DIL/a, 
OHJ^  (i,A'  =  I ,  a,  3,  4,  5  ;  i  ^  A^),  O,  OIL,  (J,  introduits 
pour  les  différentes  constructions  'du  centre  de  gravité, 
sont  liés  par  bien  d'autres  relations.  Je  laisse  au  lecteur 
le  soin  de  les  établir,  à  titre  d'exemples.  Je  passerai, 
dans  un  deuxième  Article,  aux  applications  relatives 
aux  vecteurs. 


[Clb] 
SUR  LES  DÉRIVÉES  DUNE  FONCTION  ALGÉBRIQUE; 

Par  m.  D.  SINTSOF, 
Professeur  agrégé  à  TUniversilé  de  Kasan. 


Soit  j^  une  fonction  algébrique  déterminée  par  l'é- 
quation irréductible 

dont  les  coefficients  /;,■  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  la  variable  indépendante  x. 
Nous  aurons  alors  facilement 

(2)    ^  =~"^  ^  ^(3tioH-aiir-+--"-^-«i.«-ir'*-'), 

1  étant  la  discriminante  de  (i)  par  rapport  à^. 
De  même 

et,  en  général, 


(    4.2    ) 

Or  je  veux  montrer  que  les  fonctions  rationnelles  a,> 
peuvent  être  exprimées  explicitement  à  Taîde  des  pi  et 
de  leurs  dérivées  successives. 

En  effet,  employant  le  même  artifice  à  l'aide  duquel 
M.  Raffy  (')  a  démontré  les  formules  de  M.  Liouville, 
je  multiplie  (2)  par  Aj^*  et  forme  la  somme  des  expres- 
sions pareilles  pour  j^'  =ji,  y-i-,  •  •  •  >  J'/m  le*  Ji  ^lanl 
les  racines  différentes  de  (i). 

Nous  aurons 

si  Ton  désigne  s^  =  Sj*J  la  somme  des  puissances  A^'*"" 
des  racines  de  (1). 

Si  Ton  donne  à  A"  les  valeurs  0,1,  ...,//  —  1 ,  on  ob- 
tient n  équations,  qui,  résolues  par  rapport  à  af„  en 
donnent  la  valeur  sous  forme  de  déterminant 


(5)   «1/  = 


De  mcme,  Téquation  (3),  multipliée  par  A/'^*,  nous 
donne,  à  l'aide  de  l'égalité 

la  relation  suivante 


*0 

S\       . 

.          5/..1 

«l 

*ivi    . . 

.    *«_, 

Sx 

5,        . 

Si 

1^1 

J/-+-Î    . . 

*/, 

p/I-1 

Sn       . 

.  .       Sfi-k-t- 

-î 

I 

*«+/    . 

. .    5î«-i 

~  A  (a,,,, 


A.  -r-  I  A.  H-  /l  —  1  ' 


(  '  >  Sur  les  quadratures  algébriques  et  logarithmiques  (Annales 
de  l'École  Normale  supérieure,  3"  série,  l.  II,  p.  i8/|-ao6;  1880). 


(4i3) 

En  donnant  à  k  les  valeurs,  o,  i,  a,  .*..  n  —  i 
nous  obtenons  n  équations  qui  déterminent  les  ^p^\,i  à 
Paide  des  sj,  Sj  et  les  oLp^^-  Si  donc  les  cLp^k  sont  connus 
nous  aurons  oLp^tj.  Mais  nous  avons  déterminé  les  a,;^: 
donc  (6)  nous  donnera  les  olj^m^  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  remarquer  que  pour  p  =  i  Texpression  (6) 
se  simplifie;  notamment  le  premier  membre  de  la  se- 
conde partie  contient  sous  le  signe  de  diiFérentiation  la 

f|uantiié  j s'f._^^  ;  quant  au  second  membre,  il  se  pré- 
sente sous  forme  d'un  déterminant. 

Mais  je  n'insiste  plus  sur  ces  détails  (*), 


[L*la] 

SUR  LA  DISGlSSiON  DE  LBOOATION  DES  OUADRIOUBS  ('); 

Par  m.  L.  RiPERT, 

Ancien  élc>c  de  TÉcolc  Polytechnique. 


Soit  l'équation  générale  cartésienne 

/  F(X,  Y,  Z,  T)  r--  AX2-f-  A'Y«H-  VA^ 

(Q)  I  -h  9.  BYZ  •+-  jH'A\  -+-  'i  ir  \Y 

En  désignant  par  H  le  discriminant  de  la  fonction  F, 
par  «,  a',  . . . ,  c^ ,  d  les  mineurs  du  premier  ordre  de  H 
correspondant  respectivement  à  A,  A',  . . . ,  C",  D,  et 


(')  Cette  note  est  extraite  du  Chap.  HI,  §  29  du  Mémoire  Sur  les 
intégrales  rationnelles  des  équations  différentielles  linéaires^  pu- 
blié en  russe  dans  les  Mémoires  scientifiques  de  l'Université  de 
Kasan^  livres  IV-IX.  1898. 

(')  Comparer  avec  l'article  Sur  la  discussion  de  l'équation  des 
roniques.  (N.  A.,  p.  829;  1898.) 


(  i'4  ) 
nolamment 

a"  r-.  AA'D  -h  xC'CK—  AC'i-  AC'  —  DB'*, 
d-.  \A'A'~-7.BB'B'— AB'  _  A'B'»- A'B'*; 
posant 

a  =  A'A'— B«,  a^A'A  — B'«,  a'=AÂ'— B'«, 

p  =  B'B'  — AB,         ?'r-=  B'B  —  A'B',         p'=  BB'  — A'B', 

d^où  résulte 

posant  enfin 

AD  — C»-rO,        AD  — C'î.-^O',        A-'D-G'^rrO', 

il  est  aisé  de  démontrer  par  la  décomposition  en  carrés 
de  la  fonction  F  ou  de  vérifier  directement  les  identités 
suivantes  : 

i"  Dans  l'hypothèse  k^l'à  yt.  o 


a 

Kidl  —  r^Vr-         AH 


T^ 


o."  Dans  rhypolhèse  Aa"^o,  rf  =  o,    qui  entraîne 

Ha"-f-(/'2=o 

Al       .  ,  1  X    -4-  -       —  _^^__   _____ 

—  '.y.  — „-  LV  1 z-  1  *  ; 

S''  Dansl'liypolhèse  Aa^'^o,  rf=  H  =  o, qui  entraîne 

AF  -^  tF^  -^  [a-Y-pZ-^(ACr-B-C)T]  ^  Aa^^,. 
*  et'  a' 

4"  Dans  rhypolhèse  A ^o,  ^/=H=  a=  a'  =  a"=  o, 

AF  -  jFx*-^  -hAC'—  B^OYT  -^  îi  AC—  B'(:)ZT  -hBT*; 


(4.5) 
5"  Enfin,  dans  Thypollièse  A  ^  o,  avec 

r/  =  Il  =  a  r-:  a'  —  a'  =  <7  =  rt'  —  a"  —  o 

A  F  --  |F'x*-+-0T2. 

Dès  ]ors,  il  est  facile,  en  faisant  sur  chaque  forme 
d'équation  les  hypothèses  qu'elle  comporte,  de  démon- 
trer les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  i .  —  L' espèce  d'une  quadrique  donnée 
par  V équation  (Q)  et  sa  situation,  tant  par  rapport  au 
plan  de  V infini  qu'à  V origine,  sont  indiquées,  sans 
exception,  par  le  Tableau  suivant  {*)  : 

'  .  Il  :  -  o  I  Quadrique  imaginaire  E,-. 

!..  (  Point(quadrique  se  réduisant  au 

I.     \d>o,     a>o,'II       o  ./^.       ,        ,    !»•   r     x 

j  I      p<Me  du  plan  de  1  infini). 

{  M  <  r>  i  Ellipsoïde  rérl  E. 

[  .  Il  <  o  I  Hyperboloïdeà  deux  nappes  H,. 

*   \(i  <:  (»,  «">'>',,  \  CAne  (quadrique  passant  par  le  )  IV. 

"  i     (l  r.  o,  a"_(»     j  j       pAle  du  plan  de  l'infini). 

\  (  H  ^>o  {  Hyperboloïde  à  une  nappe  U,. 


III. 


'  Il  <  o  !  Paraboloïde  elliptique  P,. 
Il  --  o     (  Voir  le  théor.  1  bis  ci-apn^s). 
Il  ">  o     ParaboloTde  hyperbolique  P|,. 


I.  Quadriques  coupant  le  plan  de  Tinfini  suivant  une 
conique  imaginaire. 

II.  Quadriques  coupant  le  plan  de  Tinfini  suivant 
une  conique  réelle  (ellipse  dans  le  cas  de  a,  a'  et  a">o. 
hyperbole  ou  parabole  avec  a,  a'  ou  a" 5  o)- 

III.  Quadriques  coupant  le  plan  de  Tinfini  suivant 
deux  droites  concourantes  (imaginaires  pour  P^,  réelles 


(')  On  peut  remplacer  la  combinaison  Aa'  par  l'une  des  suivantes  : 
Aa\  A'a,  A'a',  A'a,  A'a',  à  l'exclusion  de  Aa,  A' a'  ou  A"»'.  D'ail- 
leurs, I  entraîne  toujours  V,  V,  V  de  mêmes  signes  et  a, a',  a'  po- 
sitifs. La  combinaison  (  Ar/ <  o.  a''>o)  n'est  à  considérer  que 
lorsqu'on  a  en  même  Icnips  x  :r  o.  x'>  o. 
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pour  Pa),  en  d'autres  termes,  quadriques  tangentes  au 
plan  de  l'infini. 

IV.  L'origine  est  extérieure,  sur  la  quadrique,  ou 
intérieure  selon  que  Ton  a 

AD>o,        D  =  o        ou        AD<o. 

Le  cône  asymptote  a  pour  équation 

F(X,Y,Z,T)- jT«  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  sontx  =  Cyj  =  c'y  z:=c\ 
tr=zd,\j&  plan  polaire  de  l'origine  a  pour  équation 

CX-f-G'Y-t-C'Z-hDT=o. 

Toute  quadrique  (H  ^z^  o)  a  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes,  imaginaires  pour  E,  Pc,  Ha(H<;o), 
réels  pour  H,  et  P^  (H>  o). 

Théorème  1  bis,  —  Si  Von  a  rf  =  H  =  o,  la  qua- 
drique Q  est  une  variété  cylindrique  dont  l* espèce  et  la 
situation  sont  indiquées,  sans  exception,  par  le  Tableau 
suivant  : 


I. 
II. 


III   '*  =  *' 


Cylindre  imaginaire. 
Droite  (cylindre-point). 
Cylindre  elliptique  réel. 
Cylindre  hyperbolique. 
Dièdre  (cylindre-plans  sécants), 
a,  a'  ou  a"  ^  o\  Cylindre  parabolique. 

(ck  A'      û-«^     (Plans    parallèles; 
6,  6  ou  6  >0i      ...  » 

1     imaginaires.       J 

J     =  o  =  o  )  (      confondus.  [ 

Plans   parallèles! 


'ou6'<o         ,  ,        u     •     . 

'     réels  et  distincts.  / 


I  et  IL   Variétés  respectives  des  paraboloïdes  Pr  et 
P^,    présentant    les    mêmes   caractères    de    situation; 
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a"=AA'— B"a  et  a"=Da"+î>.B''CC-.AC2^A'0 
doivent  se  correspondre  5  sî  Ton  a  a"=o,  avec  a  ou 
ol'^o^  on  opérera  sur  (a, a)  ou  (a',  a').  La  droite 
(a^^o,  a*  =  o)  est  l'intersection  de  deux  plans  ima- 
ginaires conjugués. 

III.  Quadriques  coupant  le  plan  de  Tinfini  suivant 
une  droite  double  (toujours  réelle)  qui,  pour  le  cylindre 
parabolique,  est  la  droite  centrale  (génératrice  à  TinOni 
du  cylindre). 

IV.  Les  équations  de  la  droite  centrale  sont,  dans 
tous  les  cas,  Fx  =  o,  Fy  =  o,  F^  =  o,  deux  de  ces 
équations  entraînant  la  troisième.  Tous  les  cylindres 
ont  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  confondus 
en  un  seul  (système  double). 

V.  L'équation  du  plan  central  est  f^x  =  ^h  Fy  =  o 
ou  Fz  =  o,  ces  trois  équations  étant  identiques.  Le 
système  de  génératrices  rectilignes  est  indéterminé. 

Théokème  %  —  La  situation  et  V espèce  d'une  qua- 
drique  donnée  par  son  équation  tangentielle 

{q)      F{U,V,W,  R)=2AU»H-2LBVW-4-22CUR-f-DR«==o 
sont  indiquées,  sans  exception,  par  le  Tableau  suivant  : 


II. 


III. 


Ad  <  o,  «"  >  o 
d  ^  o,  a'  £  o 


IH  >  o  I  Quadrique  imaginaire.  \ 

(  Plan  (quadrique  se  réduisant  au 
(      plan  polaire  de  rorigyie). 
H  <  o  I  Quadrique  réelle  non  réglée. 
|H<o|  Id. 

Conique  (quadrique  située  dans  }  IV. 
son  plan  polaire  de  l'origine). 
H  >  o  I  Quadrique  réelle  réglée, 
II  <  o     Quadrique  réelle  non  réglée  q^ . 
H  =  o     (  Voir  le  théor.  2  bis  ci-aprés). 
H  >  o     Quadrique  réelle  réglée  q^.        I 
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I.  Quadriques  auxquelles  on  ne  peul  mener  de  Tori- 
gine  (intérieure)  qu'un  cône  circonscrit  imaginaire. 

II.  Quadriques  auxquelles  on  peut  mener  de  ForigiDe 
(extérieure)  un  cône  circonscrit  réel. 

III.  Quadriques  auxquelles  on  peut  mener  de  Tori- 
gine  (5a/'  la  surface)  un  cône  circonscrit  se  réduisant 
au  plan  tangent. 

IV.  La  quadrique  est  hyperboloïde;  paraboloïde  ou 
ellipsoïde,  selon  que  Ton  a 

AD>o,         D=^o         ou         AD<o. 

H  <;  o  caractérisant  toujours  une  quadrique  uon 
réglée  (E,  P^,  Hj)  et  H  >  o  une  quadrique  réglée  (P* 
ou  H|)(*),  E  correspond  à  (AD<^g,  H<o),  Hj  à 
(AI)>o,  H<o),  11^  à(AI)>o,  H>o),  P^à(D=:o, 
H  <  o),  P/t  à  (D  =0,  H  >  o).  Le  plan  polaire  de  l'ori- 
gine a  pour  coordonnées  w  =r  c,  ^^  =  r',  w  =  c",  r  =  d. 
Il  coupe  la  quadrique  suivant  la  conique 

F(U,V,\V,  R)--"rî=o. 
L'équation  du  centre- est 

eu  -h  G'  V  -t-  C  \V  -^  DR  =  o. 

Théorème  2  bis,  —  Si  l'on  a  rf  =  H  =  o,  la  qua- 
drique q  se  réduit  à  une  conique  située  dans  un  plan, 
passant  par  V origine  et  dont  la  situation  et  V espèce 
sont  indiquées^  sans  exception,  par  le  Tableau  siii- 


(')  Celte  propriété  importante,  constante  quel  que  soit  le  système 
de  coordonnées»  est  la  conséquence  d'un  fait  géométrique  :  Une 
quadrique  est  toujours  du  même  genre  (réglée  ou  non  réglée)  que 
ses  corrélatives  et  ses  transformées  homographiques. 
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i*ani . 


II 


III. 


l     Aa*>o       Conique  imaginaire. 
a*>o      i       a' —  o       Droite. 

'      Va*  <  o       Conique  réelle. 
a'  ytt  o     I  Conique  réelle. 
a'  —  u     I  Couple  de  points  réels. 
a,  a'  ou  a"  X  o  I  Conique  réelle  7,. 

ie,e'oa9'>oi'''"P°''"*''»* 
I  (      ginaires. 


« 


a"  —  o  J  î      fondus.  . 

f  û  û'       f."    -    i  ^c"*  points  réels  I 
f  6, 6  ou  0  <0i  ^.    .  ' 

'  (      cl  distincts. 

I  et  II.  Couiques  (variélés  respectives  des  quadrîques 
Vf  et  i/a)  ne  passant  pas  par  l'origine,  qui  est  seulement 
située  dans  leur  plan.  La  droite  («">  o,  a"  =  o)  est  la 
jonction  de  deux  points  imaginaires  conjugués. 

III.  Coniques  passant  par  l'origine  (ou  ayant  leur 
droite  de  jonction  y  passant).  Dans  la  conique  ^3,  la 
tangente  h  l'origine  est  la  corrélative  de  la  droite  cen- 
trale (génératrice  a  l'inlini)  du  cylindre  parabolique. 

IV.  La  conique  est  hyperbole,  parabole  ou  ellipse 
selon  que  Ton  a 

AI)>o,         D  r^  o         t)u         AD<o. 

La  polaire  de  Torigine  (corrélative  de  la  droite  cen- 
trale d^un  cylindre)  a  pour  équations  : 

Fi:  —  o,         F'v  =  o,         F'w  =  o, 

deux  quelconques  entraînant  la  troisième. 

V .  L'équation  du  point  central  est 

Fi  =  o.         Fv  =0        ou         F'w  —  o, 

équations  identiques.  Le  plan  central  d'un  couple  de 
plans  parallèles  étant  le  plan  polaire  d'un  point  quel- 
conque du  plan  de  Tinfini,  le  point  central  d'un  couple 
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de  points  en  ligne  droite  avec  l'origine  est  le  pôle  d'un 
plan  quelconque  passant  par  Torigine. 

Cas  DBS  COORDONNÉES  TÉTRAÉDRiQUBS.  —  Supposons  mainte- 
nant que  réquation  ponctuelle  (Q)  soit  établie  en  coordon- 
nées tétraédriques  normales,  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o.  T  =  o 
étant  les  équations  respectives  des  faces  ai,  a^,  aj,  a^  du  té- 
traèdre de  référence  Ai  Aj  A3  A4. 

11  est  facile  de  voir  alors,  en  se  reportant  au  théorème  i, 
que  (ï): 

1°  Les  quadriques  (Ad/>  o,  a''>  o)  coupent  la  face  a^  sui- 
vant une  ellipse  imaginaire;  les  quadriques  (Arf<o,  a'>o) 
ou  (é/^o,  a^lo)  coupent  cette  face  suivant  une  conique 
réelle;  les  quadriques  (d=  o)  la  coupent  suivant  deux  droites 
concourantes  (r  ou  e),  ou,  en  d'autres  termes,  lui  sont  tan- 
gentes. Les  cas  (I  et  II),  avec  H  =  o,  correspondent  à  un 
point  (pôle  dea4)ou  a  un  cône  ayant  son  sommet  en  ce  point. 
La  quadrique  (Ad/>o,  a'>o,  H  >  o)  est  imaginaire:  dans 
tous  les  autres  cas,  H  >  o  correspond  à  une  quadrique  réglée 
et  H  <  o  à  une  quadrique  non  réglée.  Le  sommet  A4  est  exté- 
rieur, sur  la  quadrique,  ou  intérieur,  selon  que  l'on  a 

AD  >  o,         D  =  o        ou        AD  <  o. 

Les  coordonnées  du  pôle  de  «;  sont  c,  c',  c',  d.  Le  cône  cir- 
conscrit dont  ce  point  est  le  sommet  a  pour  équation 

F(X,Y,Z,T)— |1t2  =  o. 

Le  plan  polaire  de  A4  a  pour  équation 

GXh-C'Y-^-G''Z-+-DT  =  o. 

Les  résultats  relatifs  à  (aj,  A,),  («,.  Aj),  (as,  Aj)  s'établis- 
sent de  même,  en  remarquant  que  (A,  A',  A',  D)  d'une  part, 


(^)  Ces  propriétés  sont  mémo  évidentes,  en  vertu  du  principe 
d'homographie,  dont  les  coordonnées  (trilinéaires  ou)  tétraédriques 
sont  l'instrument,  comme  les  coordonnées  tangentielles  sont  celui 
du  principe  de  dualité. 
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(B,  B',  B',  C,  C,  G')  de  Tautre,  ont  des  significations  iden- 
tiques. ^ 
2**  En  posant 

•+-  2caiav+  ic'a^a^-h  2c^a^a^-i-  ^aj, 

la  quadrique  Q  est  ellipsoïde,  parabolo'ide  ou  hyperboloïde, 
selon  que  l'on  a 

a4>>o,         *  =  o         ou         a4><o, 

a  étant  ici  un  quelconque  des  mineurs  a,  a',  a',  dy  avecH<o 
pour  E,  Pej  Hj  et  H  >  o  pour  E/,  P/^^  Hi.  Les  coordonnées  du 
centre  sont  *„,,  *Ii,i  *'«„  4>rt4' 

L'équation  4»(U,  V,  W,  R)  =  o  est  Téquation  tangentielle  de 
F(X,Y,Z,T)  =  o. 

Remarque.  —  Les  résultats  (i*")  sont  indépendants  du  sys- 
tème (normal,  barycentrique,  etc.)  des  coordonnées  tétraé- 
driques.  Le»  résultats  (2®)  en  dépendent  essentiellement,  parce 
que  l'équation  du  plan  de  l'infini  est  fonction  de  aj,  a^,  a^,  ai,. 
En  coordonnées  barycentriqueSy  cette  équation  devenant 
SX  =  o>  il  suffit  de  substituer  à  la  fonction  4>(ai,  a^^  ai,  a^) 
la  fonction  plus  simple  4>(i,  i,  i,  i).  Les  coordonnées  du  centre 
sont  alors  *«.=!,  *!,=!,  *«,=!,  *rt4=i. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  :  i°  d'examiner  le  théo- 
rème I  bU^  en  remarquant  qu'à  un  cylindre  (cône  de  sommet 
à  l'infini)  correspond  un  cône  dont  le  sommet  est  dans  le 
plan  «4,  et  que,  à  un  couple  de  plans  parallèles  (se  coupant 
suivant  une  droite  de  l'infini)  correspond  un  couple  de  plans 
se  coupant  suivant  une  droite  du  plan  a^;  i"*  de  faire  la  tra- 
duction corrélative  des  théorèmes  2  et  2  6/5,  en  substituant 
l'équation  (<7)  à  l'équation  (Q).  La  fonction  ^\  à  substituer 
à  4»  pour  la  détermination  de  l'espèce  et  du  centre,  est  alors 

^  =  SAaî-HaSBa,a3-H22:Caiav+DaJ, 
c'est-à-dire  F(a],  a^,  ^i,  a^  ). 
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NOTE 
SUR  LE  DEUXIÈME  CONCOURS  DES  ^  NOUVELLES  ANNALES 
POUR  1898; 

Par  m.  GALLUCCI. 


Le  deuxième  concours  des  Nouv^elles  Annales  pour 
1897  *d<^jà  produit  un  intéressant  Mémoire  de  M.  /)«- 
porcq,  où  sont  données  des  démonstrations  fort  élé- 
gantes des  théorèmes  proposés. 

M'étant  occupé  du  même  sujet,  je  Taî  traité  par  une 
autre  méthode,  qui  permet  d'énoncer  plusieurs  théo- 
rèmes nouveaux  sur  les  cubiques  équilatères  et  sur  la 
cubique  générale.  Le  point  de  départ  est  la  considéra- 
tion des  hjperboloïdes  équilatères  qui  contiennent  la 
cubique  générale,  et,  par  cette  voie,  j'ai  réussi  à  com- 
pléter certains  résultats  de  Reye,  exposés  dans  le  Mé- 
moire :  Der  gegcnwartige  stand  unserer  Kenntnisse 
in  der  Théorie  der  Raumcun^en  driiter  Ordnung 
(Festschrift  der  TViss,   GeselL,  zu  Hamburg,  1890). 

Mon  Travail  a  été  publié  dans  les  Rendiconti  de 
TAcadémie  royale  de  Naples  (mai  1898);  les  résultats 
principaux  sont  les  suivants  : 

I®  Reye  a  démontré  que  Ton  peut  inscrire  oo-  té- 
traèdres orthocentriques  dans  la  cubique  générale;  les 
orthocentres  sont  sur  une  corde  s  de  la  cubique;  ou 
peut  ajouter  ce  théorème  : 

Par  deux  points  E,  F  d*une  cubique  quelconque  k^ 
on  ne  peut,  en  général,  faire  passer  une  sphère  qui 
coupe  Jx^  aux  sommets  d'un  tétraèdre  orthocentrique, 
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mais  si  l  on  peut  faire  passer  une  de  ces  sphères,  on 
en  peut  faire  passer  oo*  ;  les  tétraèdres  que  Von  ob- 
tient sont  tous  circonscrits  à  une  parabole  gauche 
orthogonale  qui  a  pour  directrice  la  corde  s  de  A'  ; 
les  droites  IL^  F  appartiennent  à  une  sur/ace  réglée  du 
quatrième  ordre, 

a®  A  un  tétraèdre  quelconque  ABCD,  on  peut  cir^ 
conscrit e  oo*  cubiques  gauches  équilatères  qui  appar* 
tiennent  à  l'hjperboloïde  des  hauteurs  du  tétraèdre, 
de  manière  que,  pour  chaque  point  de  cet  hyperbo^ 
loide  passe  une  seule  de  ces  cubiques. 

Un  corollaire  immédiat  de  ce  lliéorème  est  la  pro- 
priété suivante,  dont  je  propose  la  démonstration  di~ 
i^ecle  aux  lecteurs  des  Nous^elles  Annales  : 

Si,  dans  un  pentagone  gauche  A|A,A8A4A5  le 
sornmet  A^  se  trouvée  sur  l' hyper boloïde  des  hauteurs 
du  tétraèdre  Â2A3A4Â;},  le  sommet  A 2  se  trouvera 
sur  r  hyper  boloïde  des  hauteurs  de  A»  A3  A4  A  5,  le 
sommet     A3    sur     Vhyperboloide    des     hauteurs     de 

3**  Si  H^  est  un  hyperboloïde  passant  par  une  cu- 
bique gauche  équilatère  A',  il  existe  oo^  tétraèdres  T 
inscrits  à  la  cubique  et  dont  V hyperboloïde  des  hau- 
teurs est  H^  ;  les  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres  T 
coupent  la  cubique  aux  deux  mêmes  points  E,  F. 

4®  Si  E,  F  sont  deux  points  quelconques  d'une  cu- 
bique gauche  équilatère,  les  oo^  sphères  passant  par 
E,  T* coupent  la  cubique  aux  sommets  de  00^  tétraèdresT 
qui  ont  un  même  hyperboloïde  des  hauteurs  H*.  Les 
faces  des  tétraèdres  T  sont  les  plans  osculateurs  d'une 
infinité  de  paraboles  gauches  orthogonales. 
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AGRÉGATION  DES  SGIE9IGBS  MATHÊMATIOUBS. 
CONCOURS  DE  1898. 


Afathématiques  élémentaires. 

On  considère  un  triangle  T  dont  les  sommets  sont  A,  B,  C 
et  une  droite  A  dans  son  plan.  On  prend  les  symétriques  d'un 
point  O  quelconque  de  la  droite  A  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  T,  et  l'on  construit  le  centre  O'  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois  points  ainsi  obtenus: 

I.  Trouver  le  lieu  du  point  O'  lorsque  le  point  O  décrit  la 
droite  A.  Ce  lieu  est  une  conique  S  dont  on  discutera  le  genre 
en  faisant  varier  la  position  de  la  droite  A  par  rapport  au 
triangle  T.  On  indiquera  également  les  positions  de  A  pour 
lesquelles  S  lui  est  tangente; 

If.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  S  lorsque  la 
droite  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Ce  lieu  est  une  conique  Si  qui  dépend  de  la  direction  de  A: 

III.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  Sj  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  A; 

fV.  Démontrer  que,  par  tout  point  I  de  S,  on  peut  mener 
trois  droites  00'  et  faire  voir  que  deux  de  ces  droites  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  qui  joignent 
le  point  I  aux  points  de  rencontre  de  A  et  de  S; 

V.  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par  le  centre  w 
d'un  cercle  inscrit  au  triangle  T,  on  propose  de  trouver  l'en- 
veloppe de  la  droite  00'.  Démontrer  que,  dans  ce  ca?,  les 
centres  des  trois  autres  cercles  inscrits  au  triangle  T  et  les 
points  de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère  complet 
ayant  pour  côtés  A  et  les  côtés  de  T  sont  six  points  placés  sur 
une  même  conique. 

Mathématiques  spéciales. 

Au  système  des  deux  points  M,  M',  dont  les  coordonnées 
rectangulaires  sont  respectivement  {x,y,  z)  {x\y\z')^  on  en 
fait  correspondre  un  troisième  P  de  coordonnées  (X,  Y,  Z)  par 
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les  formules 

I*  On  suppose  que  les  points  M,  M'  décrivent  une  même 
droite  A  issue  d*un  point  A  (a,  6,  c)  et  ayant  pour  cosinus  di- 
recteurs a,  p,  Y- 

On  demande  quels  lieux  décrit  le  point  P  quand  M  et  M' 
décrivent  la  droite  A  indépendamment  l'un  de  l'autre,  ou  bien 
quand,  Fun  des  points  décrivant  la  droite  A,  l'autre  reste  fixe 
sur  cette  droite,  ou  bien,  enfin,  quand  les  deux  points  décri- 
vent A,  mais  en  restant  confondus.  Dire  quelles  relations 
existent  entre  ces  divers  lieux. 

m"  On  suppose  maintenant  que  les  points  M,  M'  décrivent 
non  plus  une  même  droite,  mais  une  même  conique  U,  les 
coordonnées  d'un  point  courant  de  cette  conique  Q  étant  des 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  X, 

_^  ajX'-h  9.flrjX -!- rto  _^  AiX*-+- 9.61X -4- 60 

_   CjX*-}-  aciX  -h  Cq 
~  Sj  X'  -h  a^i  X  -+-  é/o 

où  les  a,  by  c,  d  sont  des  coefficients  constants. 

Lorsque  M  et  M'  décrivent  Û  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  le  point  P  décrit  une  surface  S;  ses  coordonnées  sont 
des  fonctions  rationnelles  du  second  degré  de  deux  paramètres 
convenablement  choisis.  Dire  quel  lieu  décrit  le  point  P  sur  la 
surface  S  quand,  M'  restant  fixe  sur  la  conique  il,  le  point  M 
décrit  seul  cette  conique.  Dire  ensuite  quel  lieu  décrit  le 
point  P  quand  M  et  M' décrivent  û,  mais  en  restant  liés  par  une 
relation  homographique  involutive.  Quelles  conclusions  peut- 
on  tirer  du  résultat  relativement  aux  coniques  situées  sur  la 
surface  S? 

3*^  Quelle  est  la  nature  de  la  correspondance  qui  relie  les 
points  M  et  M'  sur  la  conique  12,  quand  le  point  P  décrit  une 
section  plane  de  la  surface  S?  Étudier  et  interpréter  les  cas 
de  décomposition. 

Composition  sur  r Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

ipx  4-  fjy)'  —  'i-aipy  —  fj^)  -H  •iF(5)  =  o» 
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où  a  désigne  une  constante,  etF(z)  une  fonction  détcrmiDce 
de  z, 

I**  Former  le  systèaie  des  équations  différentielles  des  ca- 
ractéristiques; 

1^  Trouver  une  intégrale  de  ce  système  d'équations  diffé- 
rentielles; 

3*"  Au  moyen  de  cette  intégrale,  former  une  intégrale  com- 
plète de  l'équation  proposée; 

4®  Dire  à  quoi  doit  se  réduire  la  fonction  F(z)  pour  que  les 
caractéristiques  soient  des  lignes  asymptotiques  sur  les  sur- 
faces intégrales. 

Mécanique  rationnelle. 

Un  vase  cylindrique,  circulaire,  droit,  repose  par  le  fond 
sur  une  table  horizontale  fine.  Le  centre  O  de  ce  fond  est  lui- 


même  fixe,  de  sorte  que  le  vase  ne  peut  que  tourner  autour 
de  la  verticale  du  point  0;  on  suppose  d'ailleurs  que  ce  mou- 
vement de  rotation  a  lieu  sans  frottement. 

A  l'intérieur  du  vase  se  trouve  une  tige  OH,  homogène  et 
pesante,  d'épaisseur  constante  infiniment  petite,  dont  une  ex- 
trémité est  immobile  au  centre  O,  tandis  qu'à  l'autre  extré- 
mité H 'est  fixée  d'une  manière  invariable  une  sphère,  aussi 
homogène  et  pesante,  ayant  son  centre  O'  sur  l'axe  de  la  tige 
et  s'appuyant  contre  la  paroi  interne  du  vase.  Le  corps  solide  S, 
constitué  par  la  tige  et  la  sphère,  peut  se  mouvoir  librement 
autour  du  point  fixe  O;  mais  on  suppose  que  des  frottements 
se  développent  au  contact  de  ce  corps  avec  la  paroi  interne 
du  vase.  On  négligera  les  frottements  de  pivotement  et  de  rou- 
lement, pour  ne  tenir  compte  que  du  frottement  de  plisse- 
ment, dont  le  coefficient  sera/. 
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A  l'instant  initial  /  =  o,  le  solide  S  est  immobile  et  le  vase 
est  animé  d'une  vitesse  de  rotation  ioq  autour  de  la  verticale 
ascendante  du  point  O  :  trouver  les  mouvements  du  vase  et 
du  solide. 

On  désignera  par  R  le  rayon  intérieur  du  vase,  et  par  jxson 
moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe.  On  représentera  par 
m  la  masse  de  la  lige  OH  et  par  M  celle  de  la  sphère.  On  ap- 
pellera 2a  la  longueur  00',  que  l'on  supposera  supérieure 
à  R,  et  p  le  rayon  O'H  de  la  sphère  : 

i*  On  trouvera  d'abord  les  mouvements  absolus  du  vase  et 
du  solide  S  dans  le  cas  particulier  où  le  rayon  p  de  la  sphère 
est  nul  ; 

a°  On  les  obtiendra  ensuite  dans  le  cas  général  où  p  a  une 
valeur  quelconque  moindre  que  R; 

3"*  On  discutera  enfin  le  pivotement  et  le  roulement  du  so- 
lide S  sur  le  vase,  et  Ton  écrira  en  particulier  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  roulement  s'effectue  con- 
stamment dans  le  même  sens  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Négligeant  ensuite  la  masse  m  de  la  tige  et  suppo- 
sant invariable  le  rayon  intérieur  R  du  vase,  on  résumera  la 
discussion  précédente  en  la  basant  sur  la  valeur  du  rayon  p  de 
la  sphère. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
EN  1898. 


Composition  de  Mathématiques. 

Les  a\es  étant  rectangulaires,  on  considère  la  surface  T,  du 
troisième  degré, 

(a7*-i-7«)(a7-f-a)-h^*(x  —  a)  =  o, 

où  a  est  une  constante  donnée  : 

I**  Il  existe  une  infinité   de  sphères  S  dont  chacune  a  son 
rentre  dans  le  plan  xOy  et  est  orthogonale  à  la  surface  T  en 
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tous  les  points  de  son  intersection  (*)  avec  cette  surface.  Liea 
des  centres  des  sphères  S  ; 

î°  Soit  G  l'intersection  de  la  surface  T  et  de  l'une  quel- 
conque des  sphères  S  :  montrer  que  G  se  projette  sur  le  plan 
xOy  suivant  une  conique,  et  déterminer  la  portion  de  celte 
conique  qui  correspond  à  des  points  réels  de  G; 

3^  Gonstruire  la  projection  de  la  courbe  G  sur  le  plan  zOx; 

4°  Il  existe  une  infinité  de  sphères  S  dont  chacune  est  tan- 
gente à  la  surface  T  tout  le  long  de  son  intersection  avec  celte 
surface.  Lieu  des  centres  des  sphères  2  (on  pourra  employer 
cette  remarque  que,  par  l'intersection  delà  surface  T  et  d'une 
sphère  quelconque,  passent  une  infinité  de  surfaces  du  second 
degré); 

5°  Soit  r  la  ligne  de  contact  de  T  avec  l'une  quelconque  des 
sphères  2  :  montrer  que  cette  ligne  est  un  cercle;  lieu  des 
centres  de  ces  cercles  ; 

6"  Montrer  que  toute  sphère  qui  passe  par  un  des  cercles  V 
coupe  T  suivant  un  autre  cercle  qui  fait  aussi  partie  des 
cercles  T. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MANUFACTURES  EN  1898  (PREMIÈRE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires, 

On  donne  les  points  A(ar  =  a^y  =  o),  B(a?  =  o,  ^  =  ô)  et 
la  parallèle  OG  menée  par  l'origine  O  à  AB. 

On  considère  une  parabole  S  tangente  à  OG  et  passant  par 
les  points  A,  B. 

I**  Quel  est  le  lieu  du  pôle  de  AB? 

a**  Former  l'équation  du  lieu  N  du  point  de  concours  des 
normales  en  A  et  B  à  la  parabole  S. 

Gonsidéralions  géométriques  vérifiant  le  résultat. 

(')  Dans  toute  la  question,  par  iotersection  de  la  surface  T  arec 
une  sphère,  on  entend  l'interscctioji  à  distance  finie. 
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Tangentes  à  N  aux  points  situés  sur  AB. 

Tracé  de  la  courbe  N. 

3°  Former  l'équation  du  Heu  P  du  point  de  rencontre  de  la 
parabole  S  avec  son  diamètre  passant  par  Torigine. 

Tangentes  à  P  aux  points  A,  B,  O. 

4"  Dans  Thypothése  a  =  b^  former  l'équation  du  lieu  R  des 
sommets  des  angles  droits  cif conscrits  à  P.  Reconnaître  que  ce 
lieu  est  une  parabole. 

5*  Tracé  de  l'ensemble  des  lignes  P,  R  dans  l'hypothèse 
a  =  6=  io8  unités  (l'unité  est  arbitraire). 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  hyperboloïde  avec  un  cylindre  de  ré- 
volution.  —  1**  L'hyperboloïde  a  son  axe  (Oco,  O'u)')  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  (cote  du  point  0'=  loo"",  éloignement  du 
point  O  =  Too*"",   projetante  00'  au   milieu  de  la  feuille  de 


l'épure).  La  génératrice  horizontale  (GG,  G' G')  fait  avec  l'axe 
(Ou),  O'o)')  un  angle  de  45"  et  est  situé  à  3o"™  au-dessus  du 
plan  horizontal  contenant  cet  axe. 

2°  Le  cylindre  de  révolution  a  6o"""  de  rayon,  son  axe  6'  est 
de  front,  il  rencontre  l'axe  O'w'  en  A' (distance  O'A'  à  gauche 
de  0'=  ao""")  et  la  projetante  de  00'  en  B'  en  dessous  de  O 
(distance  0'B'=  .^o*"™). 
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On  demande  de  déterminer  l'intersection  de  Thyperboloîde 
et  du  cylindre,  en  ayant  soin  d'indiquer  d'une  manière  très 
nette  les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  un  point  de  la 
courbe  et  sa  tangente.  Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  de? 
points  et  tangentes  remarquables. 

On  représentera  l'hyperboloïde  seul  limité  aux  deux  plans 
de  profil  P'Q  et  PJ  Qi  à  distance  égale  loo"*"  du  centre  00', 
en  supprimant  de  ce  corps  la  portion  contenue  dans  le  cy- 
lindre. 

Cadre  de  27  sur  45.  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  c^tés 
du  cadre  et  à  210""  du  côté  inférieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Hyperboloïde  et  cylindre. 
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Extrait  de  la  Préface. 

Nous  avons  réuni  dans  une  Introduction  les  éléments  de  la 
théorie  des  séries  et  des  produits  infinis  qui  nous  ont  paru 
indispensables.  Les  propositions  fondamentales  de  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  qui  se  déduisent  de  la 
considération  des  intégrales  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires, propositions  dont  nous  ferons  largement  usage,  ont  clé, 
dans  cette  Introduclion,  systématiquement  laissées  de  côté: 
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elles  sont,  depuis  longtemps,  inscrites  dans  le  programme  de 
la  licence  es  Sciences  mathématiques;  elles  sont  partout  très 
bien  enseignées  et  sont  développées  dans  d'excellents  livres, 
qui  sont  bien  connus.  On  insiste  souvent  moins  sur  le  rôle  que 
jouent,  dans  la  théorie  des  fonctions,  les  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de  la  variable,  bien  que  Cau- 
chy  ait  mis  pleinement  ce  rôle  en  lumière  (*).  Il  nous  impor- 
tait surtout  d'exposer  avec  détail  quelques-uns  des  résultats 
essentiels  obtenus  par  M.  Weierstrass.  Cette  Introduction, 
nous  espérons  que  beaucoup  de  nos  lecteurs  pourront  se  dis- 
penser de  la  lire  en  entier;  mais  si,  dans  la  suite,  ils  ont 
quelque  inquiétude  sur  la  rigueur  de  certaines  démonstrations 
et  transformations,  ils  pourront  y  recourir. 

Nous  introduisons  immédiatement  la  fonction  c'a  sous  forme 
de  produit  infini.  Cette  voie  directe,  qui  est  celle  de  Weier- 
trass,  nous  a  paru  naturelle  et  facile  dans  l'état  actuel  de  l'en- 
seignement. Les  propriétés  essentielles  de  cette  fonction  et  de 
celles  qui  en  dérivent  sont  développées  dans  le  premier  Vo- 
lume. Le  second  Volume  contient  la  théorie  des  fonctions  ^ 
et  celle  de  leurs  quotients,  les  fonctions  sn,  en,  dn  de  Jacobi. 
Il  termine  ce  qui  se  rapporte  au  Calcul  différentiel. 

Dans  le  troisième  Volume  se  trouvent,  d'une  part,  les  théo- 
rèmes généraux  sur  les  fonctions  doublement  périodiques 
et  leurs  intégrales,  déduits  pour  la  plupart  de  la  proposition 
célèbre  de  M.  Hermite  sur  la  décomposition  en  éléments 
simples,  et,  d'autre  part,  l'exposition  du  problème  général  de 
Vlnçersion.  Enfin,  dans  le  dernier  Volume,  on  étudiera  les 
intégrales  elliptiques,  en  insistant  sur  le  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  réels  ainsi  que  les  chemins  d'intégration.  On  ter- 
minera ainsi  ce  qui  se  rapporte  au  Calcul  intégral.  On 
abordera  ensuite  le  problème  de  la  transformation  et  l'on 
développera  quelques  applications  d'une  nature  élémentaire 
se  rapportant  à  des  branches  diverses  de  la  Science. 

Un  des  ennuis  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  est 
dans  la  richesse  même  des  formules  qu'elle  comporte  et  que  la 
mémoire  semble  incapable  de  fixer.    Il  faut  pouvoir  renvoyei 


(»)  Il  y  a  déjà  longtemps  que  M.  Méray  l'a  exposé  d'une  façon 
systématique  dans  son  Précis  d'Analyse  infinitésimafe  et  dans  une 
suite  de  beaux  Mémoires. 
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à  CCS  formules  et  les  retrouver  facilement  :  nous  avons  adopté, 
pour  les  plus  importantes,  un  système  de  numérotage  auquel 
nous  prions  le  lecteur  de  vouloir  bien  s'accoutumer.  Il  les 
retrouvera  toutes,  avec  leurs  numéros,  dans  un  Tableau  dont 
la  première  partie  se  trouve  à  la  fin  du  Calcul  différentiel 
et  la  seconde  à  la  fin  du  Calcul  intégral:  ce  Tableau  consti- 
tuera comme  un  résumé  de  la  Théorie  et  facilitera  beaucoup, 
nous  l'espérons,  la  lecture  et  l'usage  de  notre  Livre. 

Les  notations  que  nous  avons  adoptées  au  début  sont,  sauf 
quelques  légères  modifications  sur  lesquelles  nous  nous  expli- 
querons tout  à  rheurc,  celles  de  M.  Weierstrass;  mais  nous 
n'avons  pas  cru  devoir  nous  borner  aux  fonctions  qu'il  a  intro- 
duites. Ces  fonctions  sont,  d'une  part,  très  propres  à  traiter  de 
la  façon  la  plus  simple  beaucoup  d'applications,  beaucoup  de 
celles,  en  particulier,  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  et  à  la 
Mécanique.  D'autre  part,  elles  se  prêtent  très  bien,  en  raison 
même  de  la  façon  symétrique  dont  les  périodes  y  figurent, 
à  l'exposition  d'un  très  grand  nombre  de  propriétés,  qui 
peuvent  être  regardées  comme  véritablement  élémentaires. 
Il  nous  a  donc  paru  qu'elles  constituaient  un  excellent  point 
de  départ.  Mais,  d'un  autre  côté,  bien  des  propriétés,  et  des 
plus  importantes,  tant  en  Algèbre  qu'en  Arithmétique,  n'ap- 
paraissent que  lorsqu'on  sépare  les  périodes  :  elles  restent 
cachées  là  où  les  périodes  sont  engagées  d'une  façon  symétrique. 
Là  où  importe  cette  séparation  des  périodes,  d'autres  nota- 
tions reprennent  l'avantage.  Nous  avons  donc  cru  devoir  laisser 
une  place  considérable  à  ces  fonctions  de  Jacobi,  dont  on  a 
dit  qu'elles  ne  joueraient  plus  qu'un  rôle  historique  :  à  la 
vérité,  ce  rôle  serait  encore  assez  beau.  Il  ne  faudrait  pas 
s'étonner  si  la  multiplicité  des  notations  se  trouvait  être  dans 
la  natu-re  des  choses  et  s'il  convenait  d'en  changer  suivant  les 
questions  que  l'on  aborde.  Il  semble  d'abord  que  cette  multi- 
plicité soit  une  gêne  et  un  ennui,  il  se  peut  qu'elle  soit  une 
richesse.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  avons  mis  tous  nos  soins 
à  bien  expliquer  comment  les  diverses  notations  se  raccordent 
les  unes  aux  autres  et  à  faciliter  la  lecture  des  principaux 
Mémoires  et  Traités. 

C'est  le  désir  d'une  parfaite  symétrie  qui  nous  a  conduits 
à  écrire  <0i,  u>j,  0)3  là  où  M.  VVeierstrass  écrit  10,  — co',  w'. 
Cette  modification  n'altère  pas  les  fonctions  <iu,  cTi  <««  s't"' 
3*3  M  :  elle  permet  do  condenser  singulièrement  les  formules  et 
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cren  écrire  une  seule  lorsque,  autrement,  il  faut  en  écrire 
trois.  Ce  changement  présente,  en  apparence  (mais  en  appa- 
rence seulement,  comme  on  ne  manquera  pas  de  l'observer 
après  avoir  lu  les  Chapitres  de  V!nversion\  quelque  inconvé- 
nient :  le  plus  grand,  à  nos  yeux,  est  d'obliger  à  un  peu  d'at- 
tention le  lecteur  qui  voudra  se  reporter  aux  Formeln  und 
Lehrsàtze  de  M.  Schwarz.  C'est  au  lecteur  à  juger  si  les  rai- 
sons de  symétrie,  qui  nous  ont  décidés  et  qui  sont  évidentes, 
étaient  assez  fortes  pour  que  nous  nous  permissions  de  nous 
mettre  un  peu  en  désaccord  avec  cette  belle  publication,  qui 
présente,  à  tant  d'égards,  un  caractère  définitif  :  c'est  après 
bien  des  hésitations  que  nous  nous  sommes  résolus  à  ce  léger 
changement. 


soLllTlo^s  ne  questions  proposées. 


Questions  324  et  414. 

324.  (1856,  p.  7.29;  189S,  p.  148).  —  Quelles  sont  les  phases 
de  la  Terre  et  les  éclipses  de  Terre,  pour  un  spectateur 
placé  dans  la  Lune? 

414.  (1858,  p.  3i;  1898,  p.  292).  ^  Quel  est  Vaspect  du 
monde  pour  un  spectateur  place  sur  la  Lune  supposée  sans 
atmosphère?  Par  quels  moyens  ce  spectateur  peut-il  re- 
connaître que  la  Lune  tourne  autour  de  la  Terre  et  pas 
la  Terre  autour  de  la  Lune? 

SOLUTION 

Par  M.  Gardés. 

Supposons  que  les  progrès  de  la  Science  chez  les  Séléniies 
aient  marché  comme  chez  nous. 

Ces  êtres  hypothétiques  ont  commencé,  comme  nos  an- 
cêtres, par  croire  que  les  étoiles  tournaient  autour  d'eux  en 
vingt-sept  de  nos  jours  sept  heures  quarante-trois  minutes 
onze  secondes,  puisque  c'est  dans  ce  temps  que  la  Lune 
accomplit  sa  ré>olution  sur  ellc-mcmc,  et  ce  fut  le  jour 
sidéral  lunaire. 
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Ils  ont  vu  le  Soleil  mettre  un  peu  plus  île  temps  pour 
tourner  autour  de  la  Lune  à  cause  de  son  mouvement  propre 
d'Occident  en  Orient  sur  la  sphère  céleste  :  cela  leur  a  permis 
de  trouver  le  j'oiir^  solaire  de  la  Lune,  compose  à  peu  prés 
régulièrement  d*une  ouit,  de  quatorze  de  nos  jours  dix-huit 
heures  vingt-deux  minutes  une  seconde  et  demie  succé- 
dant à  une  période  éclairée  de  même  durée,  et  ce,  brusque- 
ment, sans  crépuscule,  par  suite  de  l'absence  d'atmosphère. 
Aucun  nuage  a'arrétant  les  rayons  du  Soleil  ou  n'empêchant 
le  rayonnement,  il  fait  d'autant  plus  chaud  le  jour  et  d'autant 
plus  froid  la  nuit  que  la  longueur  des  jours  est  plus  de  qua- 
torze fois  supérieure  à  ce  qu'elle  est  chez  nous. 

Lorsqu'ils  se  sont  rendu  compte  du  mouvement  rétrograde 
du  Soleil,  ils  ont  vu  revenir  cet  astre  au  même  point  du  ciel 
au  bout  de  un  de  nos  ans  moyens  et  0,006374  de  nos  jours 
solaires  moyens  :  ce  fut  leur  année  sidérale. 

Leur  année  tropique  est  plus  difficile  à  calculer,  car  elle 
dépend  des  angles  variables  formés  par  l'équateur  lunaire  avec 
le  plan  de  l'orbite  lunaire,  et  par  ce  plan  avec  celui  de  l'éclip- 
tique;  elle  dépend  aussi  de  la  rétrogradation  des  nœuds  en 
dix-huit  ans  deux  tiers;  on  peut  dire  cependant  que  la  Lune 
reste  en  moyenne  à  la  même  distance  du  Soleil  que  nous,  mais 
que,  dans  chaque  jour  solaire  de  la  Lune,  la  face  qui  nous  re- 
garde n'étant  soumise  entière  aux  rayons  du  Soleil  qu'à 
l'époque  de  l'opposition,  reçoit  un  peu  moins  de  chaleur  que 
la  face  opposée,  car  celle-ci  est  frappée  en  plein  par  les 
rayons  solaires  lorsque  la  Lune  est  en  conjonction,  c'est-à-dire 
à  environ  120  rayons  terrestres  plus  près  du  Soleil. 

L'aspect  du  monde,  vu  de  la  Lune,  ne  diffère  pas  sensible- 
ment de  celui  que  nous  pouvons  observer  de  la  Terre,  sauf, 
bien  entendu,  pour  ce  qui  concerne  l'aspect  de  la  Terre,  pour 
Je  fond  noir  et  non  bleu  de  ciel,  et  pour  le  mouvement  de  la 
sphère  céleste  qui  tourne  autour  d'un  axe  différent.  Sans 
parler  de  la  libration,  l'obliquité  des  plans  de  l'équateur  de  la 
Lune,  de  son  orbite  et  de  l'écliptiquc  modifie  bien  un  peu  les 
positions  relatives  des  planètes;  la  valse  lente  que  la  Lune 
danse  autour  de  la  Terre,  amène  bien  aussi  quelques  légères 
modifications  dans  ces  positions  relatives,  mais  tout  Sélénite 
autre  qu'un  astronome  n'y  prendra  pas  garde. 

Là  où  les  aspects  diffèrent,  c'est  de  la  Terre  à  la  Lune,  ou 
de  la  Lune  à   la  Terre.  La  Terre  paraîtra   au   Sélénite  à  peu 
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prés  fixe  dans  le  ciel,  puisque  la  Lune  accomplil  dans  le  même 
temps  sa  révoluiion  autour  de  la  Terre  et  sa  rotation  sur  elle- 
même;  il  la  verra  tourner  sur  place  comme  une  toupie,  et 
présenter  ses  phases  successives.  11  s'agit  ici,  bien  entendu,  du 
Sélénite  habitant  la  portion  de  la  Lune  qui  nous  est  toujours 
visible;  des  habitants  des  autres  portions  de  la  Lune,  les  uns 
ne  verront  jamais  la  Terre  et  les  autres,  habitant  les  parties 
que  la  libration  nous  découvre,  pourront  voir  de  temps  en 
temps  notre  planète. 

Quant  aux  phases,  elles  ne  seront  pas  très  nettes;  la  pré- 
sence de  l'atmosphère  terrestre  estompera  les  lignes  de  dé- 
marcation entre  les  parties  éclairées  de  la  Terre  et  les  parties 
restées  dans  Tombre;  d'autre  part  la  rotation  rapide  de  la 
Terre  modifîera  sa  figure  pendant  la  durée  de  chaque  phase  et 
cette  fîgure  sera  encore  elle-même  modifiée  sans  cesse,  car  les 
nuages  lui  constitueront  un  masque  de  forme  variable  et  tou- 
jours en  mouvement  :  la  lumière  cendrée  ne  sera  qu'un  rêve. 
Enfin,  les  phases  ne  correspondront  pas  à  celles  que  nous  ob- 
servons; elles  se  reproduiront  bien  en  vingt-neuf  jours  douze 
heures  quarante-quatre  minutes  deux  secondes  neuf  dixièmes 
qui  constitueront  la  durée  du  mois  terrestre,  mais  à  notre 
nouvelle  Lune  correspondra  la  pleine  Terre,  à  la  pleine  Lune 
la  nouvelle  Terre,  au  premier  quartier  de  la  Lune  le  dernier 
de  la  Terre  et  inversement. 

Le  Soleil,  vu  de  la  Lune,  présentera  en  moyenne  le  même 
diamètre  apparent  que  vu  de  la  Terre;  mais,  chaque  mois,  ce 
diamètre  apparent  subira,  en  outre,  des  variations  très  sen- 
sibles. En  effet,  à  l'époque  de  la  pleine  Lune,  celle-ci  étant  plus 
éloignée  du  Soleil  que  la  Terre  de  soixante  rayons  terrestres, 
la  parallaxe  moycpne  de  toutes  les  époques  de  pleine  Lune 
sera  de  i5'3o'  environ;  aux  quartiers,  la  Terre  et  la  Lune  étant 
également  distantes  du  Soleil,  la  parallaxe  moyenne  sera  de 
16'  1',  82;  à  l'époque  de  la  nouvelle  Lune,  la  parallaxe  moyenne 
de  toutes  les  néoménies  sera  d'environ  i6'33*,64. 

Le  rayon  terrestre  vu  de  la  Lune  sous-tendra  un  angle  de 
28'3i',  tandis  que  pour  nous  le  rayon  lunaire  est  mesure  par 
ij'34'. 

Cela  permetlra  de  voir  que  la  Lune  est  tantôt  plus  près  du 
Soleil  que  la  Terre,  tantôt  plus  loin.  L'astronome  sélénite 
calculera  comme  nous  sa  distance  au  Soleil  par  l'observation 
du   passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  par  exemple,  et  ce,  s'il  est 
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possible,  au  moment  de  ropposition  et  à  celui  de  la  conjonc- 
tion; la  différence  de  ces  deux  mesures  lui  fera  voir  que  la 
Terre  ne  s'éloigne  pas  du  Soleil  tous  les  mois,  comme  la  Lune: 
il  pourra  trouver  le  rayon  de  Torbite  lunaire  et  au  moyen  de 
la  parallaxe  la  valeur  du  rayon  terrestre  et  le  volume  de  la 
Terre.  Il  devra  conclure  nécessairement  de  ces  calculs  qu'un 
astre  gros  comme  la  Terre  ne  peut  pas  tourner  autour  de  la 
Lune  alors  que  sa  distance  au  Soleil  ne  subit  pas  les  mêmes 
écarts  que  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil.  11  en  sera  persuadé 
s'il  calcule  aussi  le  volume  de  la  Lune  au  moyen  des  éclipses 
annulaires  terrestres,  ou  s'il  exécute  directement  sur  la  Lune 
des  mesures  susceptibles  de  lui  donner  ce  volume  et  s'il  le 
compare  à  celui  de  la  Terre  :  s'il  lance  en  Pair  un  système  de 
deux  boules  d'inégale  grosseur  et  reliées  par  une  corde,  il  ne 
verra  pas  la  grosse  boule  obéir  à  la  petite. 

Enfin  les  éclipses,  puisque  nous  venons  de  dire  qu'il  y  en 
aurait,  seront  à  peu  près  les  mêmes  que  chez  nous;  mais  notre 
atmosphère  empêchera  des  observations  précises;  la  durée  de 
ces  phénomènes  sera,  en  général,  plus  longue  que  chez  nous, 
la  Lune  tournant  vingt-sept  fois  moins  vile  que  la  Terre,  ou, 
du  moins,  ils  resteront  visibles  pendant  toute  leur  durée 
pour  les  mêmes  habitants  de  la  Lune;  enfin,  nos  éclipses 
annulaires,  partielles  ou  totales  de  Soleil  ne  pourront  donner 
lieu  qu'à  des  éclipses  annulaires  ou  partielles  de  Terre  et  nos 
éclipses  totales  ou  partielles  de  Lune  qu*à  des  éclipses  totales 
ou  partielles  du  Soleil. 

Note.  —  Pour  une  autre  solution>  due  à  M.  Berdellé,  voir  VInUr- 
médiaire  de  l'AFAS,  où  ces  deux  questions  ont  été  récemment 
proposées.  Les  Rédacteurs. 


Question  399. 

Cette  question,  dont  l'énoncé  est  reproduit  (juin  1898,  p.agu 
comme  celui  d'une  ancienne  question  non  résolue,  ne  figurait 
pas  sur  la  liste  du  3i  décembre  1897.  Elle  a  été,  en  effet,  ré- 
solue par  M.  Genty,  en  1893,  page  C*.  Nous  devons  cette  rec- 
tification à  l'obligeance  de  M.  Hilaire,  auquel  nous  adresson? 
nos  plus  sincères  rcmercîments.  Lks  Rrd.vctevrs. 
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Une  surface  est  dite  unicursale  quand  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres.  On 
peut  regarder  les  deux  paramètres  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  pris  dans  un  plan  auxiliaire  (H)  et  rap- 
porté à  deux  axes  fixes.  A  tout  point  m  du  plan  (H) 
correspond  alors  un  seul  point  M  de  la  surface;  en  sup- 
posant de  plus  qu'à  un  point  M  de  la  surface  correspond 
en  général  un  seul  point  m  du  plan  (H),  on  dit  que  la 
surface  est  représentée  sur  le  plan  (H)  et  l'on  désigne 
le  point  m  sous  le  nom  à! image  du  point  M. 

Nous  allons  étudier  ici  une  surface  unicursale  du 
quatrième  ordre,  signalée  par  Steiner  et  qui  peut  être 
représentée  sur  un  plan,  de  façon  que  les  sections  planes 
de  la  surface  aient  pour  images  des  coniques.  Nous 
choisirons,  dans  les  propriétés  bien  connues  de  cette 
surface,  celles  dont  la  démonstration  permettra  de  mon* 
ircr  le  plus  simplement  l'utilité  de  ce  mode  de  repré- 
sentation. 

1.  Heprésentation  de  la  surface  sur  un  plan,  —  La 
surface  de  Steiner  peut  être  détinie  à  l'aide  de  l'équation 

(S)  Y«Z»+Z«Xs-hX*Y2— 2XYZ  =  o, 

si  on  la  rapporte  à  trois  axes,  OX,  OY,  OZ,  convenable- 
ment choisis.  On  voit  de  suite  qu'elle  a  un  point  iriph? 
Ann.  de  Mtathémat.,  3-  série,  l.  XVII.  (Octobre  1898.)        28 
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à  roriginc  et  trois  droites  doubles  passant  par  ce  point, 
les  droites  OX,OY,  OZ. 

Une  sécante  variable  passant  par  le  point  triple  ren- 
contre la  surface  en  un  seul  point  variable  :  de  là  ré- 
sulte la  possibilité  de  représenter  la  surface  sur  un  plan. 
Nous  allons  d^abord  insister  sur  cette  représentation. 

Soient  a,  ,3,  y  les  paramètres  directeurs  d'une  sécante 
passant  par  le  point  O,  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un 
point  M  pris  sur  cette  sécante^  de  sorte  qu'on  peut  poser 

X  =  ap,         Y  =  pp»         Z  =  Yp. 

En  exprimant  que  le  point  M  est  sur  la  surface,  on  trou\c 

(?*T'-+-r*a2-f-a«?»)p  =  -;îapY, 
puis 

X   r= 

Y  = 

Z  =  

Ces  formules  se  simplifient  si  Ton  pose 

^  =  Pï>        .y  ^  Y»,         ^  =  a?  ; 
on  obtient  ainsi 
X  —       '^^^  Y  — ^- Z  —        ^  ^y 

"~  a:* -h  ^> -t- 5*  '  "  x^ -+- jri -^  z*  ^  T  X' -^ y- -h  z- 

et  il  est  facile  de  vérifier  que,  quels  que  soient  x, /,  s, 
les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  définies  par  ces  formules,  satis- 
font à  Téquation  de  la  surface  (S). 

Nous  regarderons  or,  y^  z  comme  les  coordonnées 
homogènes  d'un  point  m  pris  dans  un  plan  (II)  et  rap- 
porté à  deux  axes  (0$,  ^ùr^  choisis  dans  ce  plan  :  on  voit 
d'abord  que,  à  tout  point  m  du  plan  (FI),  les  formules 
précédentes  font  correspondre  un  seul  point  M  de  la 


•Aa^PY 

?• 

Y' 

-h  Y*  2*  -H 
'^aS^Y 

2*  ;r-  ' 

?' 

1 

_4_^iaa-Ha2(iJ' 

..a^Y' 

(  439  ) 
surface  (S),  lléciprocjuenicul,  à  un  poînl  M  pris  sur  la 
surface  et  non  situé  sur  les  droites  doubles  OX,  OY,  OZ 
correspond  un  seul  point  ni  du  plan  (FI),  celui  dont  les 
coordonnées  homogènes  sont  définies  par  les  égalités 

A  chacun  des  points  pris  sur  Tune  des  lignes  doubles 

correspondent  deux  points  du  plan  (II)  situés  sur  Tun 

des  axes  coÇ,  o)rj  ou  sur  la  droite  de  Tin  fini.  Par  exemple 

au  point 

X  —  A,        Y  =  o,         Z  =  (>, 

correspondent  les  deux  points 

a:  rr  o,         h(y'-h  5*  )  —  lyz  =  o : 

ces  points,  situés  sur  (ùt^^  sont  conjugués  par  rapport  aux 
deux  points  b  et  b'  de  cet  axe  pour  lesquels  on  a 

y^—Z^=z  O. 

Enfin,  au  point  triple  O  de  la  surface  correspondent 
trois  points  sur  le  plan  (ÏI),  le  point  ii>  et  les  points  à 
Tinfini  sur  les  axes  a>^,  (i>7|. 

2.  Les  sections  planes  de  (S)  ont  pour  images  des 
coniques . —  La  surface  S  aérant  trois  droites  doubles,  la 
section,  par  un  plan  quelconque,  a  trois  points  doubles, 
et  comme  cette  section  est  une  ligne  du  quatrième  degré 
elle  est  unicursale  (  '  ).  De  plus,  une  section  plane  quel- 
conque de  (S)  a  pour  image  une  conique;  car  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point  (X,  Y,  Z)  ' 
de  la  surface  soit  sur  le  plan 

M  X  -h  t^  Y  -h  «•  Z  -K  /i  =  o, 


(')  M.  Picard  a  démontré  que  les  seules  surfaces  algébriques,  dont 
toutes  les  sections  planes  sont  unicursalcs,  sont  les  surfaces  réglées 
unicursalcs  et  la  surface  du  quatrième  ordre  de  Steincr. 
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est  que  le  point  correspondant  (.r,  j,  z)  du  plan  (II)  sa- 
tisfasse à  la  condition 

qui  est  bien  l'équation  d'une  conique  :  nous  appellerons 
conique  (C)  Tune  quelconque  des  coniques,  images  des 
sections  planes  de  (S).  Toutes  les  coniques  (C)  diviseni 
harmoniquement  les  deux  segments  at^  et  bb'^  dont  les 
extrémités  sont  déterminées  par  les  équations 

aa-\  ^  =  '''         bb'\     ,      "  =  "• 

Ces  conditions  suffisent  pour  déterminer  le  système  li- 
néaire des  coniques  (C),  système  qui  dépend  de  trois 
paramètres  variables. 

3.  L'image  de  la  section  par  un  plan  tangent  se 
décompose  en  deux  droites.  Équation  tangentielle.  — 
La  section  par  un  plan  tangent  présente  un  point  double 
au  point  de  contact,  en  plus  des  trois  points  doubles  si- 
tués sur  OX,  OY,  OZ;  mais  une  ligne  du  quatrième 
degré  qui  a  quatre  points  doubles  doit  se  décomposer. 
On  est  donc  conduit  à  penser  que  la  surface  de  Steiner 
est  coupée  suivant  deux  coniques  par  l'un  quelconque 
de  ses  plans  tangents. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  Timagc  de  la  section  par 
un  plan  tangent  se  décompose  en  deux  droites.  Pour 
cela,  il  suffit  de  calculer  les  coordonnées  U|,  i'i,  (^n  ^i 
du  plan  tangent  en  un  point  M(X|,  Y| ,  Z|)  à  Taidc  des 
coordonnées  X|,j^i 9  Z|  de  l'image  du  point  de  contact. 

On  a  d'abord 

a,=  X,(Yî  +  Zî)-Y,Z„ 

i.,  =  Y,(Z}-f.Xî)-Z,X„ 

«■,  =  Z,(XÎ+Y})-X,Y„ 

/i,  =  -X,Y,Z,; 
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puis 

La  conique  image  de  la  section 

a  bien  pour  point  double  le  point  x^  y^  Zy  puisque  les 
équations 

-J-Ci=  /iiar-h  tv,j^H-p,5  =  o, 

\Cyir=  WiX-^  ht  y  -^UiZ=  o, 
-JCCs  i^ix -^  Uiy-^hiZ^o 
sont  vérifiées  identiquement  quand  on  y  fait 

Réciproquement,  si  la  conique 

(G)         A(ar*-f-^«H-^*)  -h^uyz  ■+-  ivzx  -^  iwxy  =  o 

se  décompose  en  deux  droites,  c'est  l'image  de  la  section 
de  la  surface  (S)  par  Tun  de  ses  plans  tangents,  car,  si 
Ton  exprime  que  la  conique  (C)  admet  comme  point 
double  le  point  x,  j^,  z,  on  obtient  trois  équations  qui 
déterminent,  à  un  facteur  commun  près,  les  valeurs 
de  u^  i/,  ^y^  /i,  et  les  valeurs  ainsi  déterminées  sont  les 
coordonnées  du  plan  tangent  à  la  surface  (S)  au  point 
ajanl  pour  image  le  point  X4 ,  y% ,  z^ . 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  plan  (u,  f^,  (v,  /i)  soit  tangent  à  la  surface  {?>)  est 
que  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  ait  pour  image 
une  conique  qui  se  décompose  en  deux  droites. 

On  aura  donc  l'équation  tangentiellede  la  surface  (S) 
en  égalant  k  zéro  le  discriminant  du  premier  membre 
de  Tëquation 

A(a7*-hj^»-f-  -8*)  H-  luyz  H-  'xvzx  -h  y.wxy  =  o, 
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ce  qui  donne 

/l'  —  A  (  M*  -h  t»*  H-  tv'  )  H-  2  M  V  W  =  O. 

Remarques,  —  On  peut  voir  directement  que,  si  une 
ligne  de  la  surface  (S)  a  pour  image  une  droite  5,  celle 
ligne  est  une  conique.  Cela  résulte  de  ce  que  les  coor- 
données X,  y^  z  d'un  point  de  8  sont  des  fonctions  li- 
néaires d^un  paramètre  X;  par  suite,  les  coordonnées 
X,  Y,  Z  du  point  correspondant  de  la  surface  sont, 
chacune,  le  quotient  de  deux  trinômes  du  deuxième 
degré  en  )>. 

Donc,  quand  l'image  de  la  section  par  un  plan  P  se 
décompose  en  deux  droites  8  et  S',  la  section  se  décom- 
pose en  deux  coniques  dont  les  images  sont  précisément 
les  droites  8  et  8'. 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  les  deux 
droites  8  et  8',  en  lesquelles  se  décompose  r image  de 
la  section  par  un  plan  tangent,  quand  on  se  donne 
l'image  m  du  point  de  contact.  En  effet,  les  droites  5 
et  8'  divisent  liarmoniquément  les  deux  segments  aa!, 
bb'  {voir  n^  2);  ce  sont  donc  les  rayons  doubles  de 
Tinvolution  déterminée  par  les  couples  de  droites 
(m«,  ma')  et  (w6,  mi').  Celte  involution  est  celle  des 
couples  de  tangentes  menées  de  m  aux  coniques  in- 
scrites dans  le  quadrilatère  abdV,  Donc  8  et  h'  sont 
les  tangentes  menées  en  m  aux  coniques  du  faisceau 
tangentiel  A.A' -\-  XBB'=:  o  qui  passent  par  le  point  m, 
AA'BB'  désignant  les  premiers  membres  des  équations 
tangentielles  des  points  adbV , 

4.  Plans  tangents  singuliers,  —  Pour  que  les  tan- 
gentes menées  de  m  aux  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère adbV  soient  confondues,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  point  m  soit  sur  l'un  des  côtés  du  quadrilatère. 
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Dans  ce  cas,  riiuage  de  la  section  par  le  plan  tangent 
correspondant  au  point  m  se  compose  de  deux  droites 
confondues;  la  section  par  ce  plan  langent  doit  se  com- 
poser de  deux  coniques  confondues  et  le  plan  tangent 
doit  être  un  plan  tangent  singulier. 

Il  est  facile  de  le  vérifier  par  le  calcul.  Les  coordon- 
nées des  points  rt,  a ,  d'une  part,  A,  b',  d'autre  part, 
sont  données  par  les  équations 

r  =  o,  0*  =  o, 

X' — 5»  =  o,         yi—z^  =  n. 

On  en  déduit,  pour  les  équations  des  cotés  du  qua- 
drilatère, 

T  -h  y  -^  Z  =  o,  T  — y  0-3  =  0, 

T-hy  —  5  =  0,  —  a--h^-f-5  =  o. 

Quand  le  point  m  est  sur  le  côté  x-j-j  -+-5  =  0, 
Timage  de  la  section  par  le  plan  tangent  au  point  cor- 
respondant de  (S)  est  (^x  -{-y  +  zy=  o,  ou  encore 

X*  H-^'*  -H  5*  -f-  ^jrz  -t-  a  SX  -H  2  xy  =  o. 

On  reconnaît  sur  cette  équation  l'image  de  la  section 

par  le  plan 

X-hY-i-Z-f-i  =  o. 

On  voit  ainsi  qu'aux   quatre  côtés  du  quadrilatère 
correspondent  les  quatre  plans  tangents 
X  -f-  Y  +  Z  -h  I  =  o, 
X  —  Y  -  Z  -M  =  o, 

—  X  -h  Y  -  Z  -h  I  =  o, 

—  X    -  Y-hZ-t-i  =  o, 

Comme  vérification ,  on  peut  mettre  Téquation  de  la 
surface  (S)  sous  l'une  des  formes 

(  YZ-hZX-4-XY;î=2XYZ(  Xf-Y^Z-M), 
(—  YZ  -h  ZX  -+-  X Y)«  =  2 XYZ(  X  —  Y  —  Z  -+- 1 ), 
(  YZ  -  ZX  H-  XY  )»  =  2 XYZ(  X  -+-  Y  —  Z  -M), 
(      YZ-f-ZX-  XY)*=2XYZ(-X-  Y-+-Z-1-1), 
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dont  chacune  met  eu  évidence  l'un  des  plans  tangents 
singuliers  et  la  conique  suivant  laquelle  il  touche  la 
surface  (S). 

Ainsi,  la  surface  de  Steiner  admet  quatre  plans  tan- 
gents singuliers  et  chacun  de  ces  plans  touche  la  sur- 
face le  long  d'une  conique. 

On  s*assure,  à  Taide  de  l'équation  tangentielle,  qu'il 
n'y  a  pas  d'autres  plans  tangents  singuliers  que  les  quatre 
plans  qui  viennent  d'être  considérés. 

5.  Ligne  parabolique.  —  En  général,  la  ligne  para- 
bolique d'une  surface  peut  être  définie  comme  le  lieu 
d'un  point  M  de  la  surface  tel  que  dans  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  tangent  en  M,  le  point  double  qui 
se  trouve  au  point  de  contact  a  ses  deux  tangentes  con- 
fondues. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  surface  de  Steiner,  la 
section  par  le  plan  tangent  se  compose  de  deux  coniques 
ayant  déjà  trois  points  communs  sur  les  droites  doubles 
OX,  OY,  OZ.  Si  ces  coniques  doivent  encore  être  tan- 
gentes au  point  de  contact,  elles  sont  nécessairement 
confondues,  et  il  en  est  de  même  des  deux  droites  S 
et  8',  images  de  ces  deux  coniques.  On  conclut  de  là 
qu'un  point  M  de  la  ligne  parabolique  a  pour  image  un 
point  pris  sur  l'un  des  côtés  du  quadrilatère  aha'V\  le 
point  M  lui-même  doit  alors  être  sur  la  conique  de  con- 
tact de  l'un  des  quatre  plans  tangents  singuliers. 

Donc,  pour  la  surface  de  Steiner,  la  ligne  parabolique 
se  décompose  en  quatre  coniques  et  ces  coniques  sont 
les  lignes  de  contact  de  la  surface  avec  ses  quatre  plans 
tangents  singuliers. 

6.  Lignes  asjmptotiques.  —  Proposons-nous  de 
trouver  sur  la  surface  (S)  une  ligne  telle  que,  en  chacun 
de  ses  points,  cette  ligne  soit  tangente  à  l'une  des  deux 
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coniques,  section  de  la  surface  par  le  plan  taugcnl  en 
ce  point  (on  peut  définir  de  cette  façon  les  ligues  asym- 
ptotiques  de  la  surface  S). 

On  sait  que,  quand  une  surface  est  représentée  point 
par  point  sur  un  plan,  si  deux  lignes  de  la  surface  sont 
tangentes  en  un  point  AI,  leurs  images  sont  tangentes 
au  point  /ra,  image  de  M.  Or,  les  deux  coniques,  section 
de  la  surface  (S)  par  le  plan  tangent  en  un  point  M 
de  (S),  ont  pour  images  les  deux  droites  o  et  8'  dont 
lensemble  forme  une  conique  (C)  ayant  pour  point 
double  le  point  m  image  de  M.  Ou  est  donc  ramené  a 
trouver  dans  le  plan  (II)  une  ligne  telle  qu*en  chacun 
de  ses  points  cette  ligne  soit  tangente  à  Tune  des  droites  8 
et  8'  qui  correspondent  à  ce  point  et  la  solution  de  ce 
problème  est  immédiate  si  l'on  se  rappelle  la  construc- 
tion géométrique  des  droites  8  et  8^ 

On  a  vu  que  les  droites  8  et  8'  correspondant  à  un 
point  m  du  plan  (II)  sont  les  tangentes  en  m  aux  co- 
niques du  faisceau  tangentiel  ÂA'+  ^^66^=  o  qui  passent 
par  ce  point.  Si  donc  le  point  m  se  déplace  sur  Tune 
des  coniques  du  faisceau  tangentiel,  la  tangente  au  dé- 
placement sera  à  chaque  instant  Tune  des  deux  droites  8 
et  8'. 

Donc  les  lignes  cherchées  dans  le  plan  (II)  sont  les 
coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  a  a' &&',  et  comme 
ce  sont  les  images  des  lignes  asymptotiques  de  (S),  on 
voit  que  pour  la  surface  de  Steiner  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asymptotiques  peut  être  intégrée  en 
s'aidant  des  considérations  géométriques  qui  viennent 
d*ètre  exposées. 
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8LR  i;4PPLIGATI0\  DL  PRINCIPE  DE  DUALITÉ 
AUV  TilÊORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  PLANE; 

Par  m.  L.  RIPERT, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Géncralilés  et  définitions. 

\,  Dans  \\n  plan  S,  tout  théorème  projeclîf  a  un 
corrélatif,  résultant  de  la  corrélation  du  point  et  de  la 
droite,  qui  entraîne  toutes,  les  autres.  Mais,  en  outre,  il 
y  a  corrélation  directe  d'une  figure  tracée  dans  le  plan  S 
avec  une  figure  de  Tespace  rayonnant  autour  d*uii 
point  S.  Les  principaux  éléments  de  cette  seconde  cor- 
rélation sont  indiqués  en  regard  par  le  Tableau  sui- 
vant : 


Dans  le  plan  S. 

Point  (d'intersection  de  deux 
droites). 

Droite  (de  jonction  de  deux 
points). 

Droite  d'intersection  du  plan  S 
et  d'un  plan  M.  En  particu- 
lier, la  droite  de  l'infini  1 
est  l'intersection  de  S  cl  du 
plan  de  l'infini.  Le  corré- 
latif de  la  droite  ï,  dans  le 
plan  S,  est  un  point  arbi- 
trairement choisi  G,  que 
j'appellerai  origine. 

Triangle,    ses    sommets,    ses 

côtés, 
(bourbe  du  /i** ordre,  ses  points, 

ses  tangentes,  etc. 


Autour  du  sommet  S. 

Plan  (de  jonction  de  deux 
droites). 

Droite  (d'intersection  de  deux 
plans). 

Droite  de  jonction  du  point  S 
et  d'un  point  M.  En  parti- 
culier, une  droite  spéciale  \ 
est  la  ligne  de  jonction  de  S 
et  du  point  choisi  arbitrai- 
rement comme  corrélatif 
du  plan  de  l'infini.  Le  cor- 
rélatif de  la  droite  J,  autour 
du  sommet  S,  est  un  plan 
arbitrairement  choisi  0,que 
j'appellerai  plan  originel. 

Trièdre,  ses  faces,  ses  arêtes. 

Cône  de /i*  classe,  ses  plans  tan- 
gents, SOS  génératrices,  elc. 
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Je  me  borne,  pour  le  moment,  à  ces  îndlcalions,  suf- 
fisantes pour  les  transformations  purement  descriptives, 
que  j'examinerai  d'abord.  D'autres  définitions  seront 
nécessaires  pour  les  lliéorèmes  dans  lesquels  inter- 
viennent des  éléments  conjugués  (par  rapport  à  une 
conique  ou  un  cône  ('  )],  puis  des  éléments  moyens  et 
enGn  des  éléments  métriques. 

2.  De  même  que  la  première  partie  du  Tableau  fait 
ressortir  la  corrélation  de  la  droite  et  du  point  dans  le 
plan  S,  de  même,  la  seconde  partie  montre  une  corré^ 
Union  spéciale  (à  la  géométrie  autour  de  S)  entre  la 
droite  et  le  plan. 

Ceci  posé,  soit  un  théorème  a  du  plan  S;  il  lui  cor- 
respond, dans  ce  plan,  un  théorème  corrélatif  &,  puis, 
autour  du  point  S,  un  second  théorème  corrélatif  c, 
enfin,  au  théorème  b  du  plan  S  correspond,  autour 
de  S,  un  corrélatif  rf,  qui  est  en  outre  le  corrélatif  5^^- 
cial  de  c. 

Il  est  donc  possible  de  quadrupler  tout  théorème  pro- 
jeclif  du  plan  ou,  en  d'autres  termes,  d'en  déduire  un 
groupe  de  quatre  théorèmes  associés. 

Les  exemples  suivants,  que  Ton  peut  multiplier  indé- 
finiment, ne  laisseront  aucun  doute  sur  la  généralité  et 
l'efficacité  de  l'application.  J'emploierai,  pour  les  quatre 
énoncés,  les  mêmes  notations  qui  auront  ainsi,  dans  un 
même  groupe,  des  significations  distinctes  mais  corréla- 
tives. Les  lettres  a,  6,  c,  d  indiqueront  toujours  l'ordre 
de  corrélations  défini  ci-dessus. 


(')  Le  mot  cône  désignera,  à  moins  d'indication   contraire,   un 
cône  du  2*  degré  (5"  ordre  et  2"  classe). 
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Exemples  de  corrélations  purement  descriptives, 

3.  a  et  b.  Deux  triangles  du  plan  S  sont  dils  homo- 
logiques  si  les  droites  de  jonction  des  sommets  corres- 
pondants concourent  en  un  même  point  (ce/i/7'«  rf 7io- 
mologie).  Les  intersections  des  côtés  coiTespondants 
sont  alors  sur  une  même  droite  {axe  d'homologie)  et 
réciproquement, 

c  et  d.  Deux  trièdres  de  même  sommet  S  seront  dits 
homologiques  si  les  droites  d'intersection  des  faces  cor- 
respondantes sont  dans  un  même  plan  [plan  d^homo- 
logie).  Les  plans  de  jonction  des  arêtes  correspondantes 
se  coupent  alors  suivant  une  même  droite  [droite  d'ho- 
mologie) y  et  réciproquement. 

4.  a.  Si,  dans  le  plan  S,  on  joint  les  sommets  A, 
B,  C  d^un  triangle  à  deux  points  quelconques  D|  et  D^, 
et  si  Al ,  Aa)  B|,  Bs,  Cl,  Ca  sont  les  points  d'intersection 
des  droites  ainsi  obtenues  avec  une  conique  quelconque 
circonscrite  à  ABC,  les  droites  de  jonction  A|  A^,  B|  63, 
C|  C2  forment  un  triangle  qui  est  homologique  à  ABC 
[théorème  de  M.  Jérabek,  Mathesis,  p.  2o4i  i888(*)]. 

b.  Si,  dans  le  plan  S,  on  coupe  les  côtés  A^  B,  C 
d'un  triangle  par  deux  droites  quelconques  D|  et  Dj,  et 
si  A|,  A2,  B|9  Ba,  Cl,  Ca  sont  les  secondes  tangentes 
menées  parles  points  ainsi  obtenus  à  une  conique  quel- 
conque inscrite  à  (A,  B,  C),  les  points  dMntersection 


C)  Le  théorème  de  M.  Jérabek  a  donné  naissance  à  un  article 
très  important  de  M.  Neuberg,  Sur  les  transformations  quadra- 
tiques involutives  {Mathesis,  p.  177;  1888).  Cet  article  tout  entier 
est  susceptible  d'être  quadruplé  par  dualité.  Je  me  propose  de  revenir 
sur  ce  sujet. 
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A|  As,  6,62,  C1C2  forment  un  triangle  qui  est  homo- 
logîque  avec  (A,  B,  C){Aiathesis,  toc.  cit.). 

c.  Si  l'on  coupe  les  faces  A,  B,  C  d'un  trièdre  de 
sommet  S  par  deux  plans  quelconques  D,,  D2  (passant 
par  S)  et  si  A|,  A^,  B|,  B2,  C^  C2  sont  les  seconds  plans 
tangents  menés  par  les  droites  ainsi  obtenues  à  un  cône 
quelconque  inscrit  au  trièdre  (A,  B,  C),  les  droites  d'in- 
tersection A|  A2,  B,  B2,  C|  Cs  forment  un  trièdre  qui  est 
homologique  avec  (A,  B,  C). 

d.  Si  l'on  joint  par  des  plans  les  arêtes  A,  B,  C  d'un 
trièdre  de  sommet  S  à  deux  droites  quelconques  Di,  D2 
(passant  par  S)  et  si  A|,  A,,  B|,  B2,  Ci,  C2  sont  les 
secondes  génératrices  d'intersection  des  plans  ainsi 
obtenus  avec  un  cône  quelconque  circonscrit  au  trièdre 
ABC,  les  plans  de  jonction  Ai  A^,  B,  62^  Ci  C2  forment 
un  trièdre  qui  est  homologique  avec  ABC. 

5.  Remarque,  —  Le  lliéorème  rf,  corrélatif  de  i,  est 
un  corollaire  de  a  par  perspective,  et  de  môme  le  théo- 
rème c,  corrélatif  de  a,  est  un  corollaire  perspectif  de  i. 
Cette  remarque,  qui  peut  être  répétée  pour  les  exemples 
suivants,  montre  la  liaison  intime  des  quatre  théorèmes 
d'un  groupe.  En  outre,  avec  le  principe  de  dualité,  un 
théorème  initial  étant  démontré,  les  trois  théorèmes 
associés  n'ont  plus  besoin  d'autre  démonstration  que  la 
vériGcation  de  la  corrélation  des  énoncés. 


Exemples  de  corrélation  avec  éléments  conjugués. 

6.  Il  est  nécessaire  de  rappeler  et  préciser  d'abord 
des  définitions  connues  : 

a  et  b.  Dans  le  plan  S,  et  quelle  que  soit  l'origine  O, 
h'  centre  de  toute  conique  est  le  pôle  de  la  droite  I  de 
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riiifiiiî.  Et  réciproqucMueiit;  la  droite  de  Tiuliiii    est  la 
polaire  de  tout  centre  de  conique. 

c  et  d.  Autour  du  sommet  S,  et  quel  que  soit  le  plan 
originel  O,  le  plan  polaire  de  la  droite  spéciale  J  sera 
dit  plan  central  de  tout  cône.  Et  réciproquement  J  est 
la  polaire  de  tout  plan  central  de  cône. 

On  observera,  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  cor- 
rélation spéciale,  que,  dans  la  géométrie  autour  du 
point,  un  plan  n^a  pas  un  pôle,  mais  une  polaire  ;  et 
réciproquement  une  droite  a  un  plan  polaire. 

7.  Remarque,  —  On  sait  que  les  couples  de  diamètres 
conjugués  d'une  conique  déterminent,  autour  du  centre, 
une  involution  dont  les  asvmptotes  (r  ou  i)  sont  les 
droites  doubles  et  que  leurs  points  A  l'infini  détermi- 
nent, par  suite,  sur  la  droite  de  Tinilni,  une  involution 
dont  les  points  à  Tinfiui  de  la  conique  sont  les  points 
doubles.  De  même,  les  couples  de  diamètres  conjugués 
d*nn  cône  situés  dans  le  plan  central  déterminent, 
autour  du  sommet,  une  involution  dont  les  asymptotes 
de  la  section  du  cône  par  ce  plan  sont  les  droites 
doubles,  et  leurs  plans  conjugués  passant  par  la  droite 
spéciale  J  déterminent  autour  de  cette  droite  une  invo- 
lution dont  les  plans  tangents  au  cowq  passant  par  J 
sont  les  plans  doubles.  Ces  considérations  justifient  les 
expressions  de  droites  doubles  et  points  doubles  d^une 
conique,  droites  doubles  et  plans  doubles  d'un  cône 
qu'il  sera  commode  d'employer  comme  synonymes 
d'asymptotes  et  éléments  corrélatifs  ;  elles  dispenseront 
de  la  nécessité  de  recourir  à  trois  mots  nouveaux. 

8.  a  et  b.  Dans  le  plan  S,  deux  droites  sont  dites 
conjuguées  par  rapport  à  une  conique  si  elles  sont  pa- 
rallèles a  doux  diamètres  conjugués,  c'est-à-dire  si  elles 
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jolgtienl  uu  point  arbitraire  avec  les  points  sur  la  droite  I 
de  l'infini  de  deux  diamètres  conjugués.  Deux  points 
sont  dits  conjugués  s'ils  sont  les  intersections  de  deux 
diamètres  conjugués  et  d'une  droite  arbitraire  du  plan  S. 

c  et  d.  Deux  droites  (issues  de  S)  seront  dites  conju- 
guées par  rapport  à  un  coue  de  sommet  S  si  elles  sont 
les  intersections  d'un  plan  arbitraire  passant  par  S  par 
deux  plans  diamétraux  conjugués  passant  par  la  droite 
spéciale  J.  Deux  plans  (passant  par  S)  seront  dits  con^ 
jugués  par  rapport  au  cône  s'ils  sont  les  plans  de  jonc- 
tion de  deux  diamètres  conjugués  et  d'une  droite  arbi- 
traire issue  de  S. 

11  résulte  de  ces  définitions  que  Ton  peut  toujours  : 
i^  dans  le  plan  S,  mener  par  un  point  donné  la  conju- 
guée d'une  droite  donnée  et  prendre  sur  une  droite 
donnée  le  conjugué  d'un  point  donné;  2^  autour  du 
sommet  S,  mener  dans  un  plan  donné  la  conjuguée 
d'une  droite  donnée  et,  par  une  droite  donnée,  le  plan 
conjugué  d'un  plan  donné. 

9.  Remarque,  —  Il  importe  de  ne  pas  confondre, 
dans  le  plan  S,  les  droites  conjuguées  ou  points  conju- 
gués^ qui  viennent  d'être  délinis,  avec  les  (droites)  po- 
laires  conjuguées,  telles  que  le  pôle  de  Tune  soit  sur 
l'autre,  ou  les  (points)  pôles  conjugués,  tels  que  la 
polaire  de  Tun  passe  par  l'autre.  Les  éléments  corréla- 
tifs autour  de  S  sont  :  les  droites  polaires  conjuguées 
telles  que  le  plan  polaire  de  l'une  passe  par  l'autre,  et 
les  plans  polaires  conjugués  tels  que  la  polaire  de  l'un 
soit  dans  l'autre. 

On  remarquera  que  toutes  les  définitions  qui  précè- 
dent sont  absolument  indépendantes  de  l'origine  O  ou 
du  plan  originel  O.  Il  nan  est  pas  de  même  des  sui- 
vantes. 
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lU.  a  et  b.  Doux  coniques  du  plan  S  sont  concen- 
triques  si  elles  ont  le  même  pôle  de  la  droite  I  de  Tin- 
fini  y  corrélative  de  l'origine.  Elles  seront  dites  conpo- 
laires  si  elles  ont  la  même  polaire  de  l'origine  O,  cor- 
rélative del. 

c  et  d.  Deux  cônes  (de  même  sommet  S)  seront  dils 
quasi  conpolaires  s'ils  ont  le  même  plan  polaire  de  la 
droite  spéciale  J,  corrélative  spéciale  du  plan  originel  0. 
Us  seront  dits  quasi  concentriques  sMls  ont  la  même 
polaire  du  plan  originel  O,  corrélatif  spécial  de  J. 

11.  a  et  &.  Deux  coniques  sont  homothétiques  si 
elles  coupent  la  droite  I  de  T infini  aux  mêmes  points 
(r  ou  i).  Elles  seront  dites  homotangentes  si  elles  ont 
les  mêmes  tangentes  (/*  ou  i)  issues  de  l'origine  O. 

c  et  d.  Deux  cônes  (de  même  sommet  S)  seront  dits 
quasi  homotangents  s'ils  ont  les  mêmes  plans  tangents 
(/'  ou  /')  passant  par  la  droite  spéciale  J.  Us  seront  dits 
quasi  homothétiques  s'ils  ont  les  mêmes  génératrices 
(/' un  i)  dans  le  plan  originel  O. 

12.  Remarque.  —  Pour  les  coniques  (ou  quadriques) 
conpolaires  ou  homotangentes,  on  peut  voir  la  bro- 
chure :  La  dualité  et  l'homographie  dans  le  trianf;le 
et  le  tétraèdre  (Gauthier- Villars;  1898).  Mais  on 
observera  que,  pour  les  cônes  de  même  sommet,  les 
mots  conpolaire,  concentrique,  homothétique  ou  homo- 
tangent  n'ont  pas  la  même  signification  que  pour  les 
quadriques  quelconques  (y  compris  les  cônes  de  som- 
met différent).  Ils  définissent  des  conditions  spéciales  à 
la  géométrie  autour  du  point.  C'est  ce  qui  explique 
l'emploi  du  préfixe  quasi  pour  éviter  toute  confusion. 

Ceci  posé,  passons  à  diverses  applications. 

13.  a.   Dans  le  plan  S,  si,  par  un  point  P  pris  sur 
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une  conique  C,  on  mène  deux  droites  PA,  PB  conju- 
guées par  rapport  à  une  autre  conique  C^  la  droite  ÂB 
de  jonction  des  seconds  points  communs  à  ces  droites  et 
à  C  passe  par  un  point  (ixe  (théorème  de  Frégier  géné- 
ralisé). 

b.  Dans  le  plan  S,  si,  sur  une  droite  P  tangente  à 
une  conique  C,  on  prend  deux  points  PA,  PB  conjugués 
par  rapport  à  une  autre  conique  C,  le  point  AB  d'in- 
tersection des  secondes  tangentes  menées  par  ces  points 
à  C  décrit  une  droite  fixe. 

c.  Si,  dans  un  plan  P,  tangent  à  un  cône  C  de  som- 
met S,  ou  mène  deux  droites  PA,  PB  (passant  par  S)  et 
conjuguées  par  rapport  à  un  autre  cône  C  (de  même 
sommet),  la  droite  AB  d'intersection  des  seconds  plans 
tangents  menés  par  ces  droites  à  C  engendre  un  plan 
fixe. 

d.  Si,  par  une  droite  P,  génératrice  d'un  cône  C,  on 
mène  deux  plans  PA^PB  conjugués  par  rapport  à  un 
autre  cône  C',le  plan  AB  de  jonction  des  secondes  droites 
communes  à  ces  plans  et  à  C  passe  par  une  droite  (ixe. 

14.  a.  Dans  le  plan  S,  le  lieu  des  points  M  par  les- 
quels on  peut  mener  à  une  conique  C  deux  tangentes 
conjuguées  par  rapport  à  une  autre  conique  C,  est  une 
conique  C",  concentrique  à  C  et  homothétique  à  C 
(tliéorème  de  Monge  généralisé).    • 

b.  Dans  le  plan  S,  Tenveloppe  des  droites  M  déter- 
minées par  deux  points  d'une  conique  C  conjugués  par 
rapport  à  une  autre  conique  C,  est  une  conique  C, 
conpolaire  à  C  et  homotangente  à  C. 

c.  Autour  du  point  S,  Tenveloppe  des  plans  M  déter- 
minés par  deux  génératrices  d'un  cône  C  conjuguées 
par  rapport  à  un  autre  cône  C  est  un  cône  C,  quasi 
conpolaire  à  C  et  quasi  homotangent  à  C 
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d.  Le  lieu  des  droites  M,    par  lesquelles  on  peut 
mener  deux  plans  tangents  à  un  cône  C  et  conjuguées 
par  rapport  à  un  autre  cône  C,  est  un  cône  C^,  quasi 
concentrique  à  C  et  quasi  homothétique  à  Ç'. 

15.  On  peut  appliquer  les  mêmes  procédés  de  qua- 
druplement  aux  théorèmes  concernant  Thyperbole 
équilatère  ou  les  polaires  conjuguées.  Par  exemple,  le 
théorème  connu  :  Le  centre  d'une  hyperbole  équila- 
tère se  trouve  sur  le  cercle  circonscrit  à  tout  triangle 
polaire  conjugué,  donne  naissance  au  groupe  suivant  : 

a.  Le  centre  de  toute  conique  C  dont  les  asymptotes 
(ou  droites  doubles,  7)  sont  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique  C  se  trouve  sur  toute  conique  C",  homo- 
thétique à  C  vl  circonscrite  à  un  triangle  polaire  cod- 
jugué  (par  rapport  à  C). 

b.  La  polaire  de  l'origine,  par  rapport  à  toute  co- 
nique C,  dont  les  points  doubles  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  conique  C,  est  tangente  k  toute  conique  C^ 
homotangente  à  C  et  inscrite  à  un  triangle  polaire  con- 
jugué (par  rapport  à  C). 

c.  Le  plan  central  de  tout  cône  C,  dont  les  droites 
doubles  sont  conjuguées  par  rapport  à  un  autre  côneC, 
est  tangent  à  tout  cône  C,  quasi  homotangent  à  C  et 
inscrit  à  un  trièdre  polaire  conjugué  (par  rapport 
h  C). 

d.  La  polaire  du  plan  originel,  par  rapport  à  tout 
cône  C  dont  les  plans  doubles  sont  conjugués  par  rap- 
port à  un  cône  C,  est  génératrice  de  tout  cône  C,  quasi 
homothétique  a  C  et  circonscrit  à  un  trièdre  polaire 
conjugué  (par  rapport  à  C). 

16.  Pour  transformer  des  théorèmes  concernant  la 
parabole,  il  faut  tenir  compte  des  conditions  ci-après; 
i"  la  parabole  est  une  conique  tangente  à  la  droite  J  de 
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rinBnt  ;  a^  sa  corrélative,  dans  le  plan,  est  une  conique 
quelconque  passant  par  IWigine;  3^  le  premier  cône 
(corrélatif  direct)  est  tangent  au  plan  originel;  4"  1^- 
deuxième  cône  (corrélatif  spécial)  admet  pour  généra* 
trice  la  droite  spéciale  J. 

On  peut  même  trouver  ainsi  des  corrélations  inatten- 
dues. Par  exemple,  les  théorèmes  du  point  de  FVégîer 
pour  une  conique  quelconque  et  de  la  directrice  d'une 
parabole  considérée  comme  sa  ligne  orthoptique  ou 
droite  de  Monge,  paraissent  indépendants.  Mais  si, 
après  les  avoir  énoncés  convenablement,  on  les  généra- 
lise par  homographie,  on  reconnaît  qu'ils  sont  corré- 
latifs. En  effet,  dans  le  théorème  (13,  a),  la  conique  C, 
n'intervenant  que  par  ses  directions  conjuguées,  peut 
avoir  son  centre  en  un  point  arbitraire  du  plan.  On 
peut  donc  énoncer  ainsi  ce  théorème  : 

al ,  Étant  données  une  conique  C  passant  par  un  point 
origine  O  et  une  conique  C  dont  O  est  le  centre  (ou 
pôle  de  I),  l'enveloppe  D  des  droites  de  jonction  des 
points  A  et  B  de  C  conjugués  par  rapport  à  C  est  un 
point  (ligne  de  i"  classe).  Le  corrélatif  est  : 

V ,  Etant  données  une  conique  C  tangente  à  la 
droite  I  (ou  parabole)  et  une  conique  C  dont  la  polaire 
du  centre  est  I  (c'est-à-dire  une  conique  quelconque), 
le  lieu  D  des  points  d'intersection  des  tangentes  A  et  B 
à  C  conjuguées  par  rapport  à  C'est  une  droite  (ligne 
du  premier  ordre). 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'énoncer  les  théo* 
rèmes  c'  et  rf . 

Exemples  de  corrélation  avec  éléments  niojens. 

17.  Je  me  bornerai  aux  définitions  nécessaires  pour 
arriver  à  un  exemple  caractéristique  :  le  quadruple- 
ment  du  théorème  du  cercle  d'Euler. 
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a.  Le  milieu  d'un  segment  AB  d'une  droite  D  est  le 
centre  des  moyennes  distances,  ou,  par  abréviation,  le 
point  moyen  du  couple  de  points  (A,  B).  Il  est  le  con- 
jugué harmonique  du  point  à  Tinfîni  de  D,  ou,  plus 
simplement,  le  conjugué  de  ce  point  par  rapport  au 
couple  (A,  B)  cohsidéré  comme  courbe  de  deuxième 
classe. 

b.  La  conjuguée  de  la  droite  de  jonction  de  Tori- 
gine  O  avec  un  point  D,  par  rapport  à  un  couple  (A,  B) 
de  droites  passant  par  D,  lequel  constitue  une  courbe 
du  deuxième  ordre,  sera  dite  la  droite  moyenne  du 
couple  (A,  B). 

c.  Le  plan  conjugué  du  plan  de  jonction  d'une 
droite  D  (passant  par  S)  avec  la  droite  spéciale  J,  par 
rapport  à  un  couple  (  A,  B)  de  plans  passant  par  D  et 
considéré  comme  cône  du  deuxième  ordre,  sera  dit  le 
plan  moyen  du  couple  (  A,  B). 

d.  La  droite  conjuguée  de  la  droite  d'intersection  du 
plan  originel  O  avec  un  plan  D  passant  par  S,  par  rap- 
port à  un  couple  (A,  B)  de  droites  issues  de  S  et 
situées  dans  le  plan  D,  ce  couple  étant  considéré  comme 
un  cône  (spécial  par  perspective)  de  deuxième  classe, 
sera  dite  la  droite  moyenne  du  couple  de  droites 
(A,B). 

18.  a.  Les  droites  (qui  seront  dites  quasi- hauteurs)^ 
conjuguées  par  rapport  à  une  conique  S,  des  côtés  d'un 
triangle  et  menées  par  les  sommets  opposés,  se  coupent 
en  un  point  H,  qui  sera  dit  quasi- orthocentre  du 
triangle. 

b.  Les  points  (corrélatifs  des  quasi -hauteurs  et  qui, 
par  abréviation,  seront  dits  points-hauteurs)  conjugués 
par  rapport  a  une  conique  S  des  sommets  d'un  triangle 
et  situés  sur  les  côtés  opposés,  sont  sur  une  même 
droite  H,  que  j'appellerai  Y  orthocentrale  du  triangle. 
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c.  Autour  du  sommet  S,  les  droites  (qui  seront  dites 
ifuasi-hauleurs  du  trièdre),  conjuguées  par  rapport  à  un 
cône  I  des  arêtes  d'un  trièdre  et  situées  dans  les  faces 
opposées  sont  dans  un  même  plan  H,  que  j'appellerai 
le  plan  orthocentral  du  trièdre. 

d.  Les  plans  (qui  seront  dits  plans-hauteurs)^  con- 
jugués par  rapport  à  un  cône  S  des  faces  d'un  trièdre  et 
passant  par  les  arêtes  opposées,  se  coupent  suivant  une 
même  droite  H,  que  j'appellerai  la  droite  orthocentrale 
du  trièdre. 

Les  théorèmes  d'Euler,  Feuerbach,  etc.  donnent  dès 
lors  naissance  au  groupe  suivant  : 

19.  a.  Les  points  moyens  des  couples  de  sommets 
(A,  B,  C)  d'un  triangle,  les  points  d'intersection  de  ses 
côtés  avec  les  quasi^hauteurs  par  rapport  à  une  conique 
circonscrite  £  de  centre  K,  les  points  moyens  des  couples 
(H,  A),  (H,  B),  (H,C)y  sont  neuf  points  d'une  même 
conique  S\  homothétique  à  S  et  dont  le  centre  K'  est  le 
point  moyen  du  couple  (H,  K).  Cette  conique  H  touche 
les  quatre  coniques  (r  ou  i),  inscrites  au  triangle  ABC 
et  homothétique  à  £  (et  2')^  elle  est  le  lieu  des  centres 
des  coniques  circonscrites  à  ABC  et  dont  les  droites 
doubles  (ou  asymptotes)  sont  conjuguées  par  rapport 
à  2,  coniques  qui  passent  toutes  par  le  quasi-ortho- 
centre  H,  etc. 

6.  Les  droites  moyennes  des  couples  de  côtés  (A,  B,  C) 
d'un  triangle,  les  droites  de  jonction  avec  les  sommets 
opposés  des  points  hauteurs  par  rapport  à  une  conique 
inscrite  S  dont  K  est  la  polaire  de  l'origine,  les  droites 
moyennes  des  couples  (H,  A),  (H,  B),  (H,  C)  sont  neuf 
droites  tangentes  à  une  même  conique  2',  homotangente 
à  S,  dont  la  polaire  K'  de  l'origine  est  la  droite  moyenne 
du  couple  (H,  K).  Cette  conique  S'  touche  les  quatre 
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coniques  (r  ou  i),  circonscrites  au  triangle  (  A,  B,  C)  et 
homotangentes  à  S.  Elle  est  Penveloppe  des  polaires  de 
Torigine  par  rapport  aux  coniques  inscrites  à  (  A,  B,  C) 
et  dont  les  points  doubles  sont  conjugués  par  rapport 
à  S,  coniques  qui  touchent  toutes  Torthocentrale  H  du 
triangle,  etc. 

c.  Les  plans  moyens  des  couples  de  faces  (A,  B,  C) 
d'un  trièdre,  les  plans  de  jonction  avec  les  arêtes  oppo- 
sées des  quasi-hauteurs  par  i*apport  à  un  cône  inscrit  S 
dont  K  est  le  plan  central,  les  plans  moyens  des  couples 
(H,  A),  (H,  B),  (H,  C),  sont  neuf  plans  tangents  à  un 
même  cône  H',  quasi- homotangent  à  S,  dont  le  plan 
central  K'  est  le  plan  moyen  du  couple  (H,K).  Ce 
cône  m  touche  les  quatre  cônes  (r  ou  t)  circonscrits  au 
Irièdre  (A,  B,  C)  et  quasi  homotangents  à  S;  il  est 
Tenveloppe  des  plans  centraux  des  cônes  inscrits  au 
trièdre  (A,  B,  C)  et  dont  les  droites  doubles  sont  conju- 
guées par  rapport  à  2,  cônes  qui  touchent  tous  le  plan 
orlliocenlral  H,  etc. 

d.  Les  droites  moyennes  des  couples  d'arêtes  (A,  B,  C) 
d'un  trièdre,  les  droites  d'intersection  des  faces  avec  les 
plans  hauteurs  par  rapport  à  un  cône  S  circonscrit 
à  ABC,  dont  la  polaire  du  plan  originel  est  K,  les  droites 
moyennes  des  couples  (H,  A),  (H,  B),  (H,  C)  sont  neuf 
génératrices  d'un  même  cône  2/,  quasi  homotliétique 
à  £,  la  polaire  K'  du  plan  originel  étant  la  droite 
moyenne  du  couple  (H,  K).  Ce  cône  5/  touche  les  quatre 
cônes  (r  ou  I  )  inscrits  au  trièdre  ABC  et  quasi  homothé- 
tiques  «à  S.  Il  est  le  lieu  des  polaires  du  plan  originel  par 
rapport  aux  cônes  circonscrits  à  ABC  et  dont  les  plans 
doubles  sont  conjugués  par  rapport  à  S,  cônes  qui  admet- 
tent tous  pour  génératrice  la  droite  orthocenirale  H,  etc. 

!20.   l^es  exemples  qui  précèdent  suffisent  pour  mon- 
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trer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  du  principe  de  dualité 
pour  la  transformation  des  théorèmes  projectifs,  en 
comprenant  sous  cette  dénomination  non  seulement  les 
théorèmes  purement  descriptifs,  mais  tous  ceux  dans 
lesquels  interviennent  des  éléments  rectangulaires  ou 
conjugués,  des  milieux,  des  bissectrices,  etc.  Le  point 
de  départ  de  la  généralisation  des  bissectrices  est  évi- 
dent :  il  suffit  de  remarquer  que  les  bissectrices  d'un 
couple  de  droites  étant  ses  axes  (c*est- à-dire  les  dia- 
mètres à  la  fois  conjugués  par  rapport  au  couple  et  à 
un  cercle)  sont  un  cas  particulier  d'un  système  de  dia- 
mètres (r  ou  i)  à  la  fois  conjugués  par  rapport  au 
couple  et  à  une  conique  quelconque. 

Bien  d'autres  considérations  resteraient  à  présenter 
avant  d'aborder  les  questions  métriques.  Je  me  bornerai 
à  quelques  indications  sommaires  sur  un  moyen  impor- 
tant de  généralisation  homographique. 

Généralisation  des  théorèmes  initiaux. 

21.  Si  l'on  en  excepte  les  propriétés  purement  des- 
criptives (3,  4),  les  théorèmes  initiaux  (a)  ne  sont  pas 
des  théorèmes  généraux.  En  effet,  la  notion  des  co- 
niques homotangentes  est  générale,  parce  qu'elle  con- 
sidère une  famille  de  coniques  tangentes  à  deux  droites 
quelconques  données  (r  oui),  se  croisant  en  une  ori- 
gine arbitraire  (et  par  conséquent  générale).  Mais  il 
nen  est  pas  de  même  pour  les  coniques  homothétiques, 
famille  de  coniques  passant  toutes  par  deux  points  J| 
et  J2  (rou  i)  donnés  sur  la  droite  particulière l  de  l'in- 
fini. L'homographie  permet  de  substituer  aux  points  Jf 
et  J2  deux  points  arbitraires  M|  et  M2  (rou  i)  d'une 
droite  générale  A  el  de  constituer  ainsi  une  famille  de 
coniques  (que  l'on  pourrait  appeler  homo ponctuelles) 
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et  qui  sont  les  vraies  corrélatives  des  coniques  homo- 
tangentes. 

Le  point  moyen  du  couple  (A,  B),  conjugué  du 
point  d'intersection  de  AB  avec  la  droite  particulière  I, 
est  un  cas  particulier  du  conjugué  par  rapport  à  ce 
couple  du  point  d'intersection  de  AB  avec  A. 

Deux  diamètres  conjugués  sont  les  droites  joignant 
le  pôle  de  I  à  deux  points  L,  et  Lj  de  Tinvolution  dont  J| 
et  J2  sont  les  points  doubles  ;  ce  sont  deux  polaires  con- 
juguées dont  les  pôles  L|  et  La  sont  sur  I;  deux  droites 
conjuguées  joignent  un  point  arbitraire  aux  points  Li 
et  L2.  Par  suite,  deux  diamètres  conjugués  sont  un  cas 
particulier  de  deux  polaires  conjuguées  dont  les  pôles  N| 
et  N2  sont  des  points  de  Tinvolution  portée  par  A  et 
ayant  M|  et  M2  pour  points  doubles^  deux  droites  con- 
juguées sont  un  cas  particulier  de  deux  droites  joignant 
un  point  arbitraire  du  plan  aux  pôles  conjugués  M| 
et  ]\2y  situés  sur  A. 

22.  Ceci  posé,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  définir 
les  éléments  corrélatifs  des  précédents  et  d'énoncer  les 
nouveaux  théorèmes  £,  c,  d^  on  voit,  par  exemple, 
que  : 

I®  Le  théorème  (14,  a,  Monge)  se  généralise  ainsi: 
étant  données  une  droite  A,  une  conique  C  ayant  K 
pour  pôle  de  A  et  une  conique  C  coupant  cette  droite 
en  Ml  et  M2,  le  lieu  des  points  M  par  lesquels  on 
peut  mener  à  C  deux  tangentes  telles  que  leurs  points 
d'intersection  N|,  N2  avec  A  soient  pôles  conjugués  par 
rapport  à  C,  est  une  conique  G\  ayant  K  pour  pôle 
de  A  et  homoponctuelle  à  C  (c'est-à-dire  passant  par  M 1 
et  M2). 

.2°  Le  théorème  (19,  a,  Euler  et  Feuerbach)  est  un 
cas  particulier  du  suivant  :  Etant  donné  un  triangle  ABC 
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et  une  conique  S  circonscrite  et  coupant  la  droite  don- 
née A  aux  points  (r  ou  i)  Mi  et  M2,  K  étant  le  pèle 
de  A;  soient  A|,  B|,  C|  les  intersections  des  côtés 
avec  A,  et  A2,  B2,  Cs  les  conjugués  de  ces  points  par 
rapport  aux  couples  de  sommets  : 

La  conique  (ÂsBiC^MiMs)  ou  H  coupe  les  côtés  en 
des  points  Ag,  B3,  Cg  tels  que  les  droites  AA3,  BBj,  CC3 
(qui  concourent  en  un  point  H)  rencontrent  A  en  des 
points  A4,  B4,  C4,  pôles*respectivement  conjugués  par 
rapport  à  S  de  A| ,  B| ,  Ci .  Les  seconds  points  communs 
à  AAj,  BB3,  CC3  et  a  2/  sont  les  conjugués  des  points 
d'intersection  de  A  avec  ces  droites  par  rapport  aux 
couples  (H,  A),  (H,  B),  (H,  C).  Le  pôle  K'  de  A  par 
rapport  à  S'  est  le  conjugué  du  couple  (H,  K)  par  rap- 
port au  point  d'intersection  de  H  K.  et  de  A.  La  co- 
nique £'  touche  les  quatre  coniques  (r  ou  1)  tangentes 
aux  côtés  de  ABC  et  liomoponctuelles  à  S  et  2/  (c^est- 
à-dire  passant  par  Mf ,  M2),  etc. 

23.  Il  resterait  à  étudier  les  théorèmes  qui  compor- 
tent des  relations  métriques  et  qui,  jusqu'à  présent,  ont 
semblé  mettre  en  défaut  la  généralité  d'application  du 
principe  de  dualité.  On  peut  cependant  arriver  à  cette 
application  en  faisant  usage  des  principes  dont  j'ai 
exposé  les  bases  dans  une  brochure  précitée.  Mais  ces 
bases  ont  besoin  d'être  développées  et  précisées.  Ce 
sera  l'objet  d'un  prochain  article. 

ERRATA. 


Tome  XVI,  1897.  —  ^^gc  il\i,  ligne  8  en  remonlant,  au  lieu  de 
jr^2s^ï,  lisez  y^z=  2 s  —  i . 

Page  571,  ligne  6,  au  lieu  de  y  =  av^  lisez  y  =  uv. 

Tome  XVII,  1898.  —  Page  807,  au  lieu  de  [RSy],  lisez  [R8c]. 
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CERTIFICATS  DÉTVDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1898.    -    COMPOSITIONS. 


Paris. 
Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnés  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oj^  Oz,  soient  M  un 
point  d'une  surface,  P  le  point  de  rencontre  du  plan 
tangent  en  M  à  cette  surface  ai^ec  Vaxe  Oz^Q  le  point 
de  rencontre  de  la  droite  MP  at^ec  le  plan  xOy. 

On  demande: 

i"  De  trouifer  V équation  générale  des  surfaces  (ï) 
telles  que  le  point  P  soit  le  milieu  de  MQ  ; 

a**  De  démontrer  que  les  lignes  asymptotiques  de 
ces  surfaces  s'obtiennent  par    une   quadrature  {on 

pourra  prendre  pour  paramètres  variables  zet-; 

3°  De  rroui^er  parmi  les  surfaces  précédentes  la 
surface  (^)^  la  plus  générale,  dont  les  lignes  asympto- 
tiques  de  l'un  des  systèmes  sont  les  intersections  de 

cette  surface  et  des  paraboloïdes  —  =  C; 

4**  De  démontrer  que  ces  lignes  asymptotiques  sont 
des  courbes  unicur sales. 

II.  Soit 

^0  S=/(->^) 
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une  équation  différentielle  du  premier  ordre ,  à  quelle 
condition  doit  satisfaire  la  fonction/ {x^  y)  pour^que 
les  courbes  représentées  par  l'intégrale  générale 
F(x,  ->  )  =  C  forment  une  famille  de  courbes  paral- 
lèles? Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  peut  intégrer 
r équation  (i)  par  une  quadrature. 

ÉpnEuvE  PRATIQUE.  —  Calculer  V intégrale  définie 

dx 


s 


i6  —  (cosar)* 


GboXÊTRIB  8VPBRIEURB. 

Épreuve  écrite.  —  i"  Démontrer  que  toutes  les  sur- 
faces pour  lesquelles  les  sections  planes,  déterminées 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  des  xz 
et  des  y  z^  forment  deux  familles  de  courbes  conju^ 
guées  sont  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

a®  En  admettant  que  les  axes  soient  rectangulaires, 
démontrer  que  l'élément  linéaire  de  ces  surfaces  peut 
toujours  être  ramené  à  la  forme 

oà  a  est  fonction  de  x  et  ^  dey^ 

3**  Déterminer  toutes  celles  de  ces  surfaces  qui  ad- 
mettent le  même  élément  linéaire  donné  par  Informulé 
précédente  (a); 

4"  Prouxfer  que,  parmi  les  surfaces  représentées  par 
V équation  (i),  il  existe  des  surfaces  minima  et  donner 
l'équation  de  ces  surfaces. 

RLpreuve  pratique.  —  Appliquer  les  formules  de 
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M*  Schwarz  à  la  détermination  de  la  surface  minima 
admettant  pour  ligne  géodésique  la  courbe  plane  dé- 
finie par  les  deux  équations 

a7  =  3a  —  a*,        J' =  o,        -«  =  3  a*. 

Construire  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
coordonnés. 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface, 

Analtsb  supérieure. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Quappelle-t-on  groupe  d'une 
équation  algébrique?  Démontrer  sa  propriété  fonda- 
mentale. 

II.  Établir  la  formule  qui  exprime,  à  partir  d'une 
valeur  suffisamment  grande  de  Ar,  le  nombre  des  con- 
ditions pour  qu^une  surface  de  degré  h  passe  par  une 
courbe  gauche  de  degré  «,  de  genre  p^  ayant  t  points 
triples. 

Épreuve  pratique.  —  Quel  est  le  genre  de  la  courbe 

y^=z  oc{x  —  0(3?  —  a)* 

où  a  désigne  une  constante  différente  de  o  et  de  il 

Former  l'expression  générale  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce  relatii^es  à  cette  courbe. 

MÉCANIQUE   rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  On  lance,  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli,  un  système  matériel  constitué  : 

i^  Par  une  tige  rigide  AB  rectiligne  homogène, 
d^ épaisseur  infiniment  petite,  de  longueur  2/  et  de 
masse  mi 
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a**  Par  un  point  matériel  P  de  même  masse  m,  rat-- 
taché  à  l*  extrémité  Bde  la  tige  par  un  fil  inextensible 
et  sans  masse  de  longueur  L 


On  demande: 

1**  Le  moui^ement  du  centre  de  granité  G  du  sys- 
tème; 

2®  Le  mouvement  du  système  par  rapport  à  des 
axes  Gx  et  Gy  de  directions  fixes  passant  par  le 
centre  de  gravité. 

On  appellera  r  et  %  les  coordonnées  polaires  du 
point  P  par  rapport  aux  axes  Gx  et  G  y 

GP  =  r,        jrGP  =  6. 

Eprbuyb  pratique.  —  On  considère  un  cylindre 
droit  homogène  dont  la  masse  est  io«%  dont  la  hau- 


teur  est  lo'^"  et  dont  la  base  est  un  demi-cercle  de  i'^™ 
de  rayon. 
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Trouver  : 

1°  Le  centre  de  gravité  de  ce  cylindre; 

2**  Les  directions  des  axes  principaux  d^ inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité  ; 

3"  Les  moments  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité. 

MÉCANIQUE    PHYSIQUE. 

Épreuve  écbitb.  —  I.  Question  de  cours.  —  Méca- 
nisme de  la  distribution  de  la  vapeur  dans  le  cjlindre. 
Décrire  les  phases  que  traverse  la  tension  de  la  vapeur 
d*un  même  côté  du  piston  pendant  une  oscillation  com- 
plète. Tiroir.  Excentrique.  Coulisse, 

II.  Problème.  —  On  considère  le  dispositif  formé 
d'une  manivelle  OA,  tournant  autour  de  l'axe  0  et 
reliée  par  la  bielle  AB  à  une  glissière  rectiligne  BC 
dont  le  prolongement  passe  au  point  O.  Soit  A  la  per- 


pendiculaire élevée  en  ^  à  la  glissière  BC.  Quelle  est, 
par  rapport  à  la  manivelle  OA,  l'enveloppe  E  des 
positions  relatives  de  la  droite  A? 

D'après  le  résultat  obtenu,  pourrait-on  remplacer 
la  bielle  AB  par  une  came  solidaire  de  la  manivelle  OA 
et  agissant  par  contact  direct  sur  un  cadre  solidaire 
de  la  glissière  ? 
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Marseille. 


Certificat  de  Mécanique. 

Composition  de  Mécanique.  —  Dans  un  plan  ver* 
tical  une  droite  fixe  O x  fait  ai^ec  l'horizontale  un 
angle  dont  la  tangente  est  -j^. 

Sur  cette  droite  Ox  peut  glisser  une  plaque  pe- 
santé,  carrée  et  homogène  de  côté  4^,  dont  le  som- 


met le  plus  haut  A  est  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil 
élastique  AB  c/e  masse  négligeable,  dont  l'autre  ex- 
trcmité  B  est  fixe.  La  ligne  AB  est  parallèle  àOx,  A 
rétat  naturel,  la  longueur  du  fil  est  J^a.  Ce  fil  s'al- 
longe proportionnellement  à  sa  tension,  et  sa  longueur 
double  sous  une  tension  égale  au  poids  de  la  plaque» 

Sur  la  même  droite  Ox  repose  un  disque  pesant  et 
homogène,  de  même  poids  que  la  plaque  et  de  rayon  a. 
Ce  disque  s'appuie,  en  outre,  contre  la  plaque. 

La  droite  Ox  est  dépolie,  et  le  coefficient  de  son 
frottement  contre  le  disque  ou  contre  la  plaque  est  ~. 
H  n'y  a  pas  de  frottement  entre  le  disque  et  la  plaque. 

i^  Trouver  dans  quelles  positions  ce  système  est  en 
équilibre.  Comparer  ces  positions  a\^ec  celle  qu'on  ob- 
tient en  supprimant  le  frottement  surOx; 

2**  Trouver  le  mouvement  du  système  en  supposant 
qu*à  r instant  initial  les  vitesses  sont  nulles,  et  que  le 
fil  est  à  l'état  naturel. 
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SOLUTION. 


Soit  X  rallongement  du  fil  AB  compté  à  partir  du 
point  où  le  fil  est  k  l'état  naturel.  Cette  variable  fixera 
la  position  de  la  plaque,  si  celle-ci  reste  sur  Ox.  La 
tension  du  fil  correspondant  a  rallongement  x  est  évi- 

demment  T  =  -7-  • 

Équations  d*équilibre,  —  On  appelle  N  la  réaction 
sur  la  plaque;  elle  passe  à  une  distance  d  du  centre  de 
la  plaque.  Cette  distance  est  naturellement  inférieure  à 


aa,  mais  elle  peut  être  positive  ou  négative.  N/est  le 
frottement.  On  appelle  K  la  réaction  du  disque  sur  la 
plaque,  et  P  le  poids  de  la  plaque.  On  a  les  trois  con- 
ditions 

Pcosa—  N  =  0, 

Psina-^Ki=N/-+-T, 
NrfH-Tx2aH-Ka=N/X2a. 


En  outre,  Tune  des  équations  d'équilibre  du  disque 


est 


Psina  =  K. 


On  tire  de  là 


8asina  —  4«/cosa  — a?  =  o, 
ae^cosa-f-  2asina  —  %a/cosoL  -+-a?  =  o. 
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Equilibre  sans  fi^ottenieriL.  —  Faisant  /-^  o,  on  a 

x=  Sasinae  =  o,8a, 

,           ar+2asina 
a  = =  —  o,5a, 

jicosa 

en  prenant  approximativement  sina  et  cosa  égaux  à  o,  i 
et  à  0,9. 

La  réaction  est  placée  du  côté  du  disque  à  peu  près  h 
égale  distance  du  disque  el  du  centre  de  la  plaque. 

ÉquHibre  ax^ec  frottement.  —  Il  suffit  que  Ton  ait 
|/l<o,.. 
Or  on  a 

j  =  (0,8 -3,6/;  a, 

^^  3,6/~o,8  +  f,8/-o.7  5,4/-i 

1,8  1,8 

On  lire  de  là  le  Tableau  des  positions  d'équilibre 

/=  — 0,1,  ^=:  —  0,8a,  37=1, i6ûr, 

y  =     o,  d  =■  —  o,5a,        a*  =  0,8a, 

/  =  -ho,i,        £^  =  — 0,3a,        J7  =  o,44^- 

Sur  une  droite  prenons  0A|,  OAo,  OA2  respective - 


A|  A©  Aj 


ment  égaux  aux  valeurs  de  Xy  on  peut  dire  que,  si  le 
sommet  C  de  la  plaque  : 

Est  entre  A|  et  A©,  la  plaque  est  eu  équilibre  et  tend 
à  descendre  puisque /est  positif; 

Est  entre  A©  et  A2,  la  plaque  est  en  équilibre  et  tend 
à  remonter  puisque /est  négalif. 

En  dehors  de  l'intervalle  A|  A2  il  n'y  a  pas  équi- 
libre, parce  que  le  coefficient  de  frottement  n'est  que 

à. -h. 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XYII.  (Octobre  1898.)      3o 
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Eu  prenaiil  les  inoiueiits  par  rapport  aux  sommets  C 
ou  D  de  la  plaque,  situés  sur  Ox^  on  voit  que  la  plaque 
u'est  jamais  dans  le  cas  de  basculer  dans  ses  positions 
d'équilibre.  Le  calcul  est  facile. 

Afouvement  sans  frottement.  — Suit  M  la  masse  de 
la  plaque,  de  sorte  que  P=  Mg^,  on  aura,  d'après  le 
principe  du  centre  de  gravité,  et  d'après  celui  des  aires, 
et  en  changeant  le  signe  de  d, 

N  -  Pcosa, 

Le  disque  glissant,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement, 
on  a,  pour  le  mouvement  du  disque, 

M  -j—  =— K-+-Psina; 


^-^^(8asina-  x\ 


on  tire  de  ces  équations 
d^x  __^  g 

d'où  _ 

i.  =  8«sina(,-cosy/j^/j, 

en  tenant  compte  des  conditions  initiales.  On  voit  que, 
quand  t  augmente,  x  augmente,  c'est-à-dire  que  la 
plaque     descend.      Sa     vitesse    est     nulle     au     temps 

frrzTri/  — ,  alors  jc  =  i6/j  sina  =  i,6a.  Cette  posi- 
tion étant  différente  du  point  Ao,  il  n'y  a  pas  équilibre. 
D'ailleurs,  il  n'y  a  pas  lieu  de  rechercher  si  la  plaque 
bascule.  La  plaque  reiuontu  donc  et  le  mouvement  de- 
vient oscillatoire. 


(  17'  ) 
A/out^ement  av^ec  froUenient ,  —  Faisons  une  liypo- 
tkèse.  Supposons  que  le  disque  roule  sans  glisser.  Ap- 
pelons M'  la  réaction  normale  sur  le  disque,  cl  f^  le 
coeilicient  de  frottement  du  disque  sur  la  droite  Ojt. 
Kous  aurons  les  équations 

V  =  Pcosa, 
M  ^]L  =-_  Psina  — N'/'-K, 

et,  comme  le  disque  roule,  on  a 

d^>ù  Ton  déduit,   avec  les  équations  du  mouvement  de 

la  plaque, 

aN7'=Psina-N7'-K, 

2Xf-  Psina-hK  — ^  — V, 
'À  sin  a  —  fcosa  —  --- 

/•== A ^. 

•^  Dcosa 

Il  faut  que/'  soit  inférieur  à  o,i  en  valeur  absolue 
Or,  a  Tinstant  initial,  on  a 

^,       0,9.  -  -  o.oo 

donc  IMiypollièse  est  fondée  au  début.   On  peut  donc 
écrire  sans  risques 

5  N'/'  =  2  M  zr  sin  a M/^  cos  a, 

d'où 

d^T       VIA'  /      •  /•  '^  \ 

dn        )    \  -^  4«/ 
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On  a  eu  intégrant,  et  dans  les  circonstances  propo- 
sées, 

a7=4«(2sina— /cosa)l  i  — cosiZ-^f  )• 

La  plaque  commence  à  descendre,  et  le  disque  suit 
en  roulant  autourde  son  centre.  Ce  mouvement  persiste 
jusqu'à  ce  que  |  /'  |  :=  o,  i .  Or 

donc,  déjfi  tant  que  .r  <  o,44  ^^yf  reste  inférieur  à  0,1 . 
Ensuite,  il  faudra  que  Ton  ait 

X  <C,o,^a  -i-  0,1  X  iHa         ou         x  <C.'i^2\a. 

Or,  Téquation  du  mouvement  nous  montre  que 
la  plus   grande    valeur  de    x    est    atteinte  au    temps 

^==7:4/^^    et  est  égale   k    8acosa(2  tauga — /)  ou 

0,72a. 

Donc,  le  môme  mouvement  persiste  jusqu'à  cette  va- 
leur de  07.  Mais  cette  valeur  est  dans  le  Tableau  des 
positions  d'équilibre.  Donc  le  système  s'arrête  après  ce 
temps.  L'équilibre  est  alors  très  stable.  Car  cette  posi- 
tion est  voisine  de  celle  où  il  y  aurait  équilibre,  même 
sans  frottement. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  bassins  sont  en  com- 
munication par  un  tuyau  horizontal  de  lo*^"*  de  dia- 
mètre et  de  2^""  de  long. 

La  surface  libre  du  premier  bassin  est  à  10"  au- 
dessus  du  tuyau  et  la  surface  libre  du  deuxième  bassin 
est  à  5™  au-dessus  du  tuyau. 

Sur  ce  tuyau,  à  égale  distance  des  deux  bassins,  est 
brandie  un  deuxième  tuyau  de  5*^"  de  diamètre  et  de 
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4*"  de  long.  L'extrémité  de  ce  dernier  tuyau  est  à  lo™ 
au-dessous  du  tujau  horizontal. 

Examiner  si  le  bassin  inférieur  recevra  ou  enverra 
de  l'eau. 

Dire  quel  sera  le  débit  du  tuyau  inférieur. 

Donner  les  ni\*eaux  pie zo métriques  dans  les  tuyaux. 

Certificat  d'Astronomie. 

Composition.  —  Théorie  de  l* aberration  de  la  lu- 
mière d'après  Bradley. 

Etablir  les  formules  qui  font  connaître  l'effet  de 
l'aberration  annuelle: 

I  "  En  ascension  droite  et  en  déclinaison  ; 

2*^   En  longitude  et  en  latitude. 

En  déduire  l'effet  de  l* aberration  diurne  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison. 

On  ne  parlera  pas  de  l'aberration  planétaire. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  données  la  durée  T  de 
la  révolution  sidérale  d'une  planète  et  V excentricité  e 
de  son  orbite,  on  demande  de  calculer  l'anomalie 
excentrique  E,  à  l'époque  <o-f-  ^t  'o  désignant  l'époque 
du  passage  au  périhélie. 

Données  numériques 

T=  iG8(>J,64o, 
t=  637^,473, 
e  =  0,2870266, 

T  et  t  sont  exprimés  en  jours  solaires  moyens. 

Solution. 
Appelant  [x  le  moyen  mouvement  diurne,  M  l'aiio- 
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RÉSULTAT. 

E=  i/,r2'i9',ir). 

Certificat  d'xVnalyse  infinitésimale. 

Composition.  —  i"  On  forme  avec  des  quantités 
réelles  V expression 

Al  =  («1  — flfi)(a,  — as), 

ainsi  que  deux  autres  quantités  analogues  A^et  A^  en 
permutant  les  indices.  On  pose  ensuite 

,/    \5  — a,        z  —  ai        z  —  a^l 

Vintégrale  étant  calculée  le  long  d'un  chemin  quel- 
conque décrit  dans  son  plan  par  la  variable  indépen- 
dante zx:=x-\-y\J — I.  Montrer  a  priori  que  cette 
intégrale  n'a  aucun  terme  transcendant  et  calculer 
ensuite  X  et  Y  en  fonction  de  x  etdej. 

2**  Vérifier  que  le  rapport  ^-  est  une  quantité  ra- 
tionnelle en  z,  et,  en  combinant  ce  rapport  avec  celui 
qu'on  obtient  en  changeant  le  signe  de  yj —  i  ,  conclure 
que  si  Von  considère  deux  courbes  correspondantes 
décrites   dans    leurs  plans    respectifs   par   les    deux 

points  Z  et  z,  le  rapport  -^  des  arcs  élémentaires  dS 

et  ds  de  ces  courbes  est  une  quantité  réelle  rationnelle 
en  X  et  y. 

3°  Si  les  cosinus  directeurs  de  l'arc  S  s'expriment 
rationnellement  en  X  et  Y,  il  en  sera  de  même  des 
cosinus  directeurs  de  l'arc  s  qui  s'exprimeront  ration- 
nellemcfit  en  x  et  y. 


(  476  ) 
Pour  la  solution  de  la  question  d'analyse  dans  ses 
parties  intéressantes,  voir  une  Note  de  M.  P.  Appelle 
insérée  au  numéro  de  noi^embre  1 896  dans  les  Nouvelles 
A.nnales,  sous  le  titre  Exercice  sur  les  courbes  de  direc- 
tion. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  suite  des  plans 
perpendiculaires  à  une  même  droite,  et  Von  définit  la 
position  de  chacun  de  ces  plans  par  sa  distance  z  à  une 
origine  fixe  prise  sur  la  droite. 

On  considère  ensuite  une  surface  telle  que  chacun 
des  plans  précédents  la  coupe  suivant  une  courbe  fermée 
dont  Vaire  ait  pour  expression  le  trinôme  du  second 
degré  à  coefficients  constants 

I  **  Calculer  le  volume  V  compris  entre  la  surface  et 
deux  des  plans,  connaissant  la  distance  h  de  ces  deux 
plans,  Vaire  o-  de  la  section  faite  par  un  plan  équidis- 
tant  des  deux  plans  donnés  et  le  seul  coefficient  a  du 
trinôme. 

2°  De  la  formule  troussée  pour  V  tirer  la  valeur 
de  h  exprimée  en  radicaux,  dans  le  cas  seulement  où 
le  coefficient  a  est  positif 

3"  Faire  le  calcul  de  /i,  sachant  que  Von  a 

Solution. 

On  doit  appliquer  la  formule  de  Cardan  à  IVquation 
du  troisième  degré 

ah^  -h  1 2  j  /i  —  1 2  V  =  o. 

On  trouve  dans  l'exemple  numérique 

h  =  2'". 
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S«LUTMNS  DB  OUKSTIONS  PROPOSÉES. 


Qnestion  1673. 

(1894.  p.  iV) 

Par  un  point  fixe  situé  sur  une  circonférence  de  cercUf 
on  mène  deux  cordes  rectangulaires.  Sur  chacune  de  ces 
cordes,  comme  diamètrCf  on  décrit  respectivement  les  cer- 
cles c,  c\  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
communes  aux  deux  cercles  c,  c*  est  une  strophoïde  droite. 

(Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  H.  Lez. 

On  sait  que  les  coordonnées  des  centres  de  similitude  de 
deux  cercles 


sont  données  par  les  équations 

,  .  a'  /-  qz  a  r' 

(0  >g=^      ^_    >    y 


Or,  soient  OJe  centre  du  cercle  de  rayon  2R  et  C  le  point 
fixe  de  la  circonférence. 


Si  l'on  prend  OC  pour  axe  des  X  et  une  perpendiculaire  CD 
pour  axe  des  Y,  le  cercle  0  aura  pour  équation 


(j-H2R)*-f->'«=  4R«, 


Xi-\-yi  -^  /{Kjc  =  0, 
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cl  un  diamètre  mobile,  ^  =  tang[i{jr -h  aR),  renconirera 
celte  circonférence  en  deux  points  ayant  pour  coordonnées 

M,        a?  =  — -iRd  —  cosfx),        yz=      iKsinix, 
N,         :r  =  —  2R{i -hcosfx),        ^=— -iRsinii. 

Par  suite,  les  cercles  c,  <?'  décrits  sur  CM  et  GN  conarae  dia- 
mètres, seront  représentés  par 

(ir-+-  R  —  R  cos{jL)*-h  {y  —  Rsin|ji)'  =  2H*(i  —  cosîi), 
(37-1-  R  -4-  R  cosjji)*-i-(^  -♦-  Rsin[JL)>  =  2R*(i-4-  cos}x). 

Or,  il  s'agit  de  prouver  que  les  points  de  rencontre  de  leur? 
tangentes  communes,  ou  les  centres  de  similitude,  sont  sur 
une'strophoïde.  Pour  cela,  remarquant  qu'on  peut  écrire 

a=— R(i  —  cosfx),  p=  RsinfJL,  r  =  R  v/'2(i  —  cosu». 
a'  =  — R(i -h  cosfx),  P'  =  — Rsin|i,  /•'=  R /^(i -hcosjji), 
les  équations  (i)  deviennent  après  réductions 

a?  =  =h  R  sin  u,         y=R' — ^(i±:sinui). 

'  "^  COSJJl  ^ 

Éliminant  la  variable  [i  entre  ces  égalités,  on  obtient  l'équa- 
tion 

qui  est  celle  d'une  strophoïde  droite  ayant  son  point  double  à, 
l'origine  C. 

Autre  solution  de  M.  J.  Debtoux. 

Question  1697. 

(18:5,  p.  38'.) 

Étant  donnés,  sur  une  conique,  deux  groupes  de  trois 
points  aiy  aiy  a^  et  bi,  6j,  A3,  s*H  existe  une  conique  inscrite 
au  triangle  a^a^a^  et  circonscrite  au  triangle  bibibz^  il 
existe  une  seconde  conique  inscrite  au  triangle  h^bib^  et 
circonscrite  au  triangle  a^a^a^. 

Étant  donné  un  triangle,  chaque  point  d* intersection 
du  cercle  circonscrit  avec  Vun  des  cercles  inscrits  est  le 
foyer  d'une  parabole  circonscrite  au  triangle. 

(0.    lllAIBKKT.  ) 
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SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Les  deu\  triangles  aia^a^  et  bib^b^  étant  inscrits  dans  la 
conique  C,  il  existe  une  conique  ^  pour  laquelle  les  deux 
triangles  sont  conjugués. 

S'il  existe  une  conique  qui  soit  inscrite  au  triangle  a^a^a^ 
et  circonscrite  au  triangle  h\b^bi^  il  suffira  de  prendre  sa  po> 
laire  réciproque  par  rapport  à  2:,  elle  sera  inscrite  au  triangle 
b\bibi  et  circonscrite  au  triangle  a^a^ai. 

Soient  a^aia^  un  triangle  quelconque,  A  son  cercle  circon- 
scrit. B  un  de  ses  cercles  inscrits  et  représentons  par  bi  un 
des  points  de  coupe  de  ces  deux  circonférences,  et  par  by^  b^ 
les  ombilics  du  plan.  Les  deux  triangles  axa^a^  et  bibjb^ 
sont  inscrits  dans  la  conique  A;  en  outre,  la  conique  B 
est  inscrite  au  triangle  a\a^a^  et  circonscrite  au  triangle 
^1^1  ^3-  n  existe  donc  une  conique  C,  circonscrite  au  triangle 
(ixa^a^  et  tangente  aux  côtés  du  triangle  bibfb^.  La  droite 
bfbj  étant  à  Tinfini,  C  est  une  parabole  admettant  bi  comme 
foyer,  puisque  bfb^  et  bib^  sont  les  droites  isotropes  passant 
par  bi  et  tangentes  à  C. 

Qaestion  1699. 

(  189S,  p.  .18'.  ) 

On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  pieds 
des  normales  abaissées  sur  une  ellipse  d*un  point  du  plan 
de  cette  ellipse.  Les  centres  des  quatre  cercles  circonscrits 
(cercles  de  Joachimsthal),  passant  par  trois  des  pieds  des 
normales,  ont  pour  centre  des  moyennes  distances  le  point 
d'émission  des  normales.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Soit  b^x^-^  a^y- — a'^b-  =o  l'équation  de  l'ellipse. 
Les  normales,  abaissées  du  point  (ap)sur  l'ellipse,  ont  leurs 
pied?  sur  l'hyperbole  d'ApolIoniii« 

'■-.7')'  -i-  h-  3  .r  ~    n-  7.}'  —  (>. 


(  48o  ) 

Éliminons  x  entre  ces  deux  équations;  on  trouve 

L'hyperbole  coupe  l'ellipse  en  quatre  points  dont  les  ordon- 
nées sont  y\  y,  y,  7*'  ;  on  aura  donc 

et,  de  même, 

9.  ûf  *  a 


Sx'  = 


Le  cercle  de  Joachimsthal,  passant  par  les  points  a,  3  el  |, 
aura  pour  équation  développée  dans  chaque  ouvrage  de  Géo- 
métrie analytique 

d'où,  pour  les  coordonnées  de  son  centre^ 

aa«  — c'a?'  c»/-»-?^* 

Aj    = 9  1  I   =    TT > 

et,  par  conséquent, 

^  iaa^-^  ^  ^Y   ^  cj^ 4?*!  ^  p. 

On  a  donc,  ponr  les  coordonnées  du  centre  des  moycnoes 
distances 

SX,        a 


de  même 


-=    4     -4- 
^      4 


Il  y  a  donc  une  petite  erreur  dans  l'énoncé.  Le  point  cher- 
ché se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  de  l'ellipse  aa 
point  d'émission  des  normales  au  quart  à  partir  du  centre. 


(  48i  ) 
Question  1703. 

(lits.  p.  38*.) 

i"  Le  lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circon- 
férence et  passant  par  un  autre  point  donné  de  la  circon- 
férence est  une  hyperbole  équilatère, 

a°  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circon- 
férence est  un  cercle, 

3"  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  oscula- 
trices à  une  circonférence  donnée  en  un  point  donné  de 
cette  circonférence  est  un  cercle,  (E.-\.  Bahisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Prenons  pour  a\e  des  x  la  tangente  au  point  donné  de  la 
circonférence  de  rayon  R,ct  pour  axe  desj^  le  diamètre  pas- 
sant par  ce  point. 

Toute  conique  osculatrice  ù  la  circonférence  à  l'origine 
aura  une  équation  de  la  forme 

(I)  x*-h^* — i-^y  -^^y{y  —  mx)=^o. 

r*  On  obtiendra  le  lieu  cherché  en  éliminant  la  variable  X 
entre  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a?  et  à  ^,  de  l'équa- 
tion générale  des  coniques.  On  trouve  aisément 

my^  —  nix^  -^ixy  —  m  Ry  =  o, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le  centre  se  trouve 
sur  la  corde  d'osculation  au  quart  à  partir  de  l'origine  et  qui 
est  tangente  à  la  circonférence  donnée  à  l'origine. 

3**  On  obtiendra  toutes  les  hyperboles  équilatères  du  sys- 
tème en  faisant  dans  l'équation  (  I  ) 

X=  — 2        ou        x'^  —  y^-\-7.mxy  —  2R^  =  o. 

En  éliminant  m  entre  les  dérivées  partielles  de  cette  équa- 
tion, par  rapportât  et  k  y^  on  aura,  pour  le  lieu  des  centres 


(   iS-»  ) 

c  lie  relié, 

y*  -h  j**  -h  Ry  —  o, 

équation  d'un  cercle. 

La  conique  sera  une  parabole  si  4  (  i  -H  X  )  =  X*  m*. 

•2"  De  là,  en  posant  X  /n  =  a^,  on  a,  pour  l'équation  des  pa- 
raboles, 

(jr— <p^)î— •2R^  =  o. 

Identifions  cette  équation  avec  l'équation  aux  foyers 

(ar  — a)«  -f-(,^--  p)*  =  (mx-^ny  -»-/>)*. 

En  éliminant,  entre  les  équations  d'identification,  les  quan- 
tités //i,  n,  />,  (fy  on  trouve  aisément  pour  le  lieu  des  foyers 

aî-hHî—  ^  =0. 
^  •?. 

Ces  trois  questions  se  laissent  traiter  aussi  par  des  considé- 
rations «géométriques  très  élémentaires. 

Question  1717. 

(  1896.  p.   iri4.  I 

NOTE 
Par  M.  <i.  Gallltci. 

A  propos  delà  question  1717. 

Pour  éclaircir  une  phrase  obscure  de  l'énoncé  de  la  ques- 
tion 1717  on  peut  modifier  cet  énoncé  en  disant  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  O  ayant  une 
projection  donnée  2I  sur  un  diamètre  fixe  D  est  une  quar- 
tique  (m)\  discuter  cette  courbe.  Le  cercle  O  et  deux  points 
\\  Q  de  la  courbe  (m)  étant  donnés,  déterminer  la  posi- 
silion  du  diamètre  D,  la  projection  ni  et  les  autres  points 
de  la  courbe  (m). 

On  arrive  à  la  solution  de  la  seconde  partie  de  la  question 
par  des  considérations  élémentaires  fort  simples;  la  construc- 
tion est  la  suivante  : 

On  conduit  les  cordes  KL,  JMN  du  cercle  O  qui  ont  leurs 
milieux  en  P.  Q;  le  diamètre  du  cercle  O,  perpendiculaîre  à 
la  droite  qui  joint  les  milieux  de   KM  et  L'N,   donne  une  soiu- 


{  4S3  ) 

tion  ;  le  diamètre,  perpendiculaire  ù  la  droilc  qui  joint  les 
milieu\  de  KN  et  LM  donne  une  autre  solution.  Et  ce  sont  là 
les  seules  solutions. 

A  propos  de  la  première  partie  de  la  question,  on  peut  ar- 
river très  simplement  à  la  construction  de  la  tangente,  indé- 
pendamment des  théorèmes  de  MM.  d'Ocagne  et  Godefroy,  en 
partant    de    Téquation    polaire    de    la    courbe   (m)    qui    est 

/i 
p*  -H    .  .      =  r»  (numéro  d'avril,  p.  i88). 

En  dérivant  par  rapport  à  eu,  on  a 

/»cosaj  ,.  ,    ^  /« 

P'q  =  — :— - —         ou  bien  p  p  tangu)  =    .   ,     ï 

^  ^         sin'to  ^  ^        ^  9!n*w 

p'  étant  la  sous-normale  au  point  m.  Si  d  est  le  point  où  D 
coupe  ab,  on  a 


d'où 


/f 
met  =  p  tang  a)  et  nib  =    .    , 


p'  md  =  mb  . 


Donc,  si  Ton  porte  sur  md  le  segment  me  =  p',  le  point  c  est 
le  conjugué  harmonique  de  d  par  rapport  à  a,  6.  De  là  on 
déduit  la  construction  de  la  normale  et,  par  conséquent,  de  la 
tangente. 

Cette  construction  coïncide  avec  celle  qui  a  été  trouvée  par 
M.  Mannheim. 

Si  l'on  part  de  l'équation  cartésienne  de  la  courbe,  on  ob- 
tient une  construction  un  peu  moins  simple,  et  c'est  celle  que 
j'avais  envoyée  à  la  Rédaction  et'qu'il  ne  vaut  pas  la  peine  de 
reproduire  ici. 


QUESTIONS. 


1808.  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'une  des  asymptotes 
d'une  hyperbole  donnée,  de  foyers  F  et  F'.  On  considère  la 
parabole  tangente  à  MF  «'n  F  et  à  MF'  en  F'.  Montrer  que  le 
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foyer  de  celle  parabole  esi  sîlné  sur  l'hyperbole  el  que  le  lieu 
du  sommel  de  la  parabole  se  compose  de  deux  hyperboles. 

(E.-N.  Barisien.) 

1809.  Les  solulioDS  commuaes  au\  deux  équations 

la  seconde  n'étant  pas,  bien  entendu^  une  conséquence  de  la 
première,  sont  de  la  forme 

z  =  ^{mx  -h  ny)j 
m  et  n  étant  deux  constanies.  (A.  Pbllet.) 

1810.  Démontrer  que  la  fonction 

croit  constamment  quand  x  varie  de  i  à  4-00.  Cette  fonction 
satisfait  à  Téquation  «p  ^  -  j  =  (f(x),  (J.  Franel.) 

1811.  Soient  a  et  6  deux  nombres  entiers  positifs  premiers 
entre  eux,  n  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Démontrer 
que  le  nombre  des  solutions  entières,  non  négatives,  de  Féqua- 
tion 

ax  -h  by  =  n 
est  égal  à 

a'  est  Fassocié  du  nombre  b  suivant  le  module  a,  c'esl-à-dire 
le  nombre  positif  <  a  satisfaisant  à  la  congruence 

(a)  ôa'=i; 

semblablemenl,  b'  est  l'associé  de  a  suivant  le  module  b;  enfin 
K(a7)  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la 
quantité  ar.  (J.  Franbi.) 


LIBHAUUi;  lUIEU-VILLARS, 


Lf  ILS  et  ses  -^  itinn 
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\nttn  :  Théùrle  des  turfaecs.  Caarùe»  guue/ieif  et  surfaces  dépa- 

fes.  Famdte  de  sur/ares  -  lu-H,  avec  flg  lires;  jtJyi 6  Ir . 

''îret  dM^écs  des  quadriques.   Surfacex  du  trot* 
iic^rrt^.  Ihéarw  ffâieraie  det  xurfaccjt,  Iti-H,  dvijo 

ii^*_*r':^;  1   -,/    -  j  Ir.  So  c 
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ljaJ':?i^U  4«^ltiii>'J,   Itl-^j    «^^J". 
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La  Bibliothèque  mathématique  des  trai^aitleursdi  introduit  dans 
son  fonctionnement  quelques  modifications  qui  Jui  ont  permis  d'a- 
baisser ses  prix  d'abonnement  à  i  a'^'"  pour  un  axl  et  ôf*"  pour  six.  mois. 

Son  Directeur,  M.  le  D*"  IIulmann  (4,  rue  de  la  Cure,  Parîs-Au- 
leull),  nous  fait  savoir  que  les  abonnés  des  j\ou^>elles  Annales  de 
il/rt^/Kv/ia^^V/wes  pourront  bénéficier  d'une  réduction  de5o  pour  loo, 
c'est-à-dire  que,  pour  eux,  rabonnement  annuel  ne  sera  que  de 
six  francs. 

Nous  lui  en  exprimons  toute  notre  reconnaissance. 

S'adresser  directement  à  M.  le  D"^  Hulmann,  4»  me  de  la  Cure, 
Paris-Auteuil. 
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Mathématiques  classés  par  divisions  scie  ntijïques  ^  conlenant  les  émmcês 
avec  renvoi  aux  solulians  do  tous  les  problèmes  posés,  depuis  l'originf , 
dans  divers  journaux  :  Nouvelles  Annales  de  Mathe'matiqucs ,  Jounwl 
de  Mathématiques  élémentaires  et  de  Mat/te'matiques  spéciales,  .Yok- 
velle  Correspondance  mathématique,  Mathesis,  6  volumes  in-S,  se 
vendant  séparément. 
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II  :  Géométrie  à  deux  dimensions.  Géométrie  à  trois  dimensions .  Géo- 
métrie descriptive  ;  1 8<)3 5  f  r . 

Classes  de  Mathématiques  spéciales. 

III  :  Alf;èhre.  Théorie  des  nombres.  Probabilités.  Géométrie  de  si- 
tuation; 189 j 6  fr. 

IV  :  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  (et  Géométrie  su pt- 
ricure):  1893 '. G  f  r,  5o  c . 

V  :  Géométrie  analj  ti(/ue  â  trois   dùnez/sions  {et  Géométrie  supé- 
rieure) ;  1 893 2  fr .  5o  c . 

VI  :  Géométrie  du  triangle;  189G 3   fr. 


r 
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PREMIER  GOJUJI^  ANSIALES 

POUR  li99J'^ 

MOV  30-4^08 

Soient  deux  formes  binaires 

m  .  m (  /;i  —  I)  ,    ^ 

f  —  a^ x^  H or  1  x'"  - '^  -i ^i  r"'  -*^«  -h  .  . . , 

rfo/i/  la  première  seule  ^  pour  plus  de  commodité  y 
est  écrite  a^'ec  les  coefficients  du  binôme,  et  dont 
la  seconde  a  un  degré  p  égal  ou  inférieur  à  m. 
Le  p'^'"*  composé  y  c'est-à-dire  la  fonction  obtenue 
en  appliquant  à  f  V opération  symbolique 

(à  d  \  dP  ÔP 

est  un  im'ariant  simultané  qui  se  réduit  à  la  yj'^"»' 
polaire  du  système{x^ ,  yt)p(ir  rapport  à  f  lorsque 
ç  est  égal  à  la  puissance  p'^"'''  de  xy^  —  yx^ . 

Dans  le  cas  général,  lorsque  cet  im^ariant  est 
nul  identiquement,  nous  dirons,  as?ec  Rosanes, 
Reye,  Sturm,  Meyer,  etc.,  que  la  forme  ç  est 
apolaire  par  rapport  àf.  On  propose  de  démon- 
trer les  propriétés  suivantes  des  formes  apolaires 
par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes  binaires  : 

\^  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qui!  une  forme  donnée  f,  d'ordre  m,  se  ramène  à 
la  somme  de  p  puissances  r?i'^'"''^ ( p  S  m) ,  sous  la 

Ann.  de  Mathemat.,  3-  scrir,  l.WII.  (Noxcnilirc  iN.»s.  )       3i 
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forme 

^st  qu^  il  existe  une  forme  o  apolaire  par  rapport 
Àf  et  égale  au  produit 

lorsque  Von  connaît  une  forme  ç  apolaire  par 
rapport  à  f  et  possédant  des  racines  multiples, 
sous  quelle  forme  canonique  analogue  à  {\) 
peut-on  mettre  /? 

2**  (^uel  est  l'ordre  minimum  des  formes  9 
apolaires  par  rapport  à  une  forme  donnée  /, 
d'ordre  m,  dont  les  coefficients  ne  sont  soumis  à 
aucune  restriction;  qu'en  conclut-on  relativement 
à  la  réduction  de  f  à  la  forme  (i);  quelles 
rekuions  doivent  exister  entre  les  coefficients  de 
cette  forme  pour  que  l'ordre  minimum  de  q  soit 
abaissé?  Exemples  relatifs  aux  formes  des 
deuxième,  troisième  et  quatrième  degrés; 

Dans  le  cas  de  p  z=zm^  si  ç  est  apolaire  par 
rapport  à  f^  f  est  réciproquement  apolaire  par 
rapport  à  9;  quelles  sont  les  formes  apolaires 
par  rapport  à  elles-mêmes? 

Étant  donné  un  système  de  q  formes  f,  d'ordre 
m,  linéairement  indépendantes,  montrer  qu'il 
existe  un  système  de  m  —  q-^-x  formes  ç  du  même 
ordre,  apolaires  par  rapport  aux  premières,  que 
ces  systèmes  sont  conjugués  et  que  les  détermi- 
nants fonctionnels  formés  l'un  avec  les  dérivées 
d'ordre  q  —  i  des  formes  f,  l'autre  avec  lesdéri- 
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wïW  d'ordre  m  —  q  des  formes  9,  fie  diffèrent 
que  par  un  facteur  constant.  Quelles  conclusions 
peut-on  tirer  de  là  relativement  à  une  réduction 
simultanée  des  formes  considérées  à  une  forme 
canonique,  d'abord  dans  le  cas  de  q  =  m,  ensuite 
dans  le  cas  de  q  <^  ni'l 

Généraliser  les  résultats  précédents  au  cas  ou 
Von  considère  les  formes  0,  d'ordre  p  <^m^  apo- 
laires  au  système  des  q  formes  /. 

Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvelles  Annales  de  Malhémaiiques, 

Le  meilleur  l^Jé^loire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

1"   A  un  crédit  de  100*^*' d*Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  M.  Gauthier- Vîllars; 
a"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3*^   A  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i5  MAI  1899,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaitre,  ou  garder  provisoirement  Tanonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  mai 
et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  A  l'étendue  des  Mé- 
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moires;  mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraienl  pré- 
férés par  les  Juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  Tinsertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  lo 
i^'  juillet  1899,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2*^  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ullérîeur,  et  l'annonce  en  serail 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaitres'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Sou 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


ERRATA. 


Tome  XVII,  1898.  —  Page  49»  ligne  7  en  remontant,  supprimez 
Autre  solution  par  M.  Ducey. 

Page  431,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  la  fonction  ^,,  lùez 
la  fonction  W. 

Page  422,  ligne  4>  au  lieu  de  1898,  lisez  1897. 

Page  4-^ï  ligne  16,  dans  le  dénominateur  de  z,  au  lieu  de  d.. 
lisez  d^. 
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SUR  UN  CAS  PARTICULIER  DE  LA  TRANSFORMATION 
H0X06RAPHIQUE; 

Par  m.  X.  ANTOMARl. 


Définition  de  la  transformation.  —  Considérons 
deux  droites  fixes,  D  et  A.  Un  point  M,  étant  donné 
dans  l'espace,  on  peut  mener  une  droite  et  une  seule 
passant  par  ce  point  et  s'appuyani  sur  les  droites  D  et  A. 


Imaginons  qu'on  ait  mené  cette  droite  et  c|u*au  point  Mf 
on  fasse  correspondre  le  point  M^,  conjugué  harmo- 
nique du  point  M|  par  rapport  aux  points  de  rencontre 
A  et  B  avec  D  et  A.  On  a  ainsi  une  correspondance  point 
par  point.  Celte  correspondance  est  une  correspondance 
homographique.  En  etiet  : 

r*  A  tout  point  de  l'une  des  figures  il  correspond  un 
point  et  un  seul  de  l'autre.  On  peut  même  dire  qu'on  a 
une  correspondance  involulive-,  car  li  tout  point  M|  con- 
sidéré comme  appartenant  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux 
figures,  il  correspond  toujours  le  même  point  M5,  puis- 
qu'il existe  une  seule  droite  passant  par  M|  et  rencon- 
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trant  D  el  A,  et  que,  sur  cette  droite,  il  n'existe  qu'un 
point  M2  conjugué  harmonique  de  M|  par  rapport  aux 
deux  points  A  et  B; 

2^  Si  le  point  Mi  décrit  une  droite  D| ,  M1M2  engendre 
un  hjperboloïde  aune  nappe  dégénéré  ou  non  dégénéré 
et,  sur  cet  hyperboloïde,  le  point  M2  décrit  une  droite  D, 
de  même  système  que  D,  A  et  Di;  donc  à  une  droite  il 
correspond  une  droite^ 

3**  A  deux  droites  qui  se  coupent,  il  correspond  évi- 
demment deux  droites  qui  se  coupent;  il  en  résulte 
qu'à  un  plan  il  correspond  un  plan.  Par  conséquent  la 
correspondance  est  bien  une  correspondance  homogra- 
phique. 

Propriétés,  —  Les  droites  D  et  A,  directrices  de  la 
transformation,  se  correspondent  évidemment  à  elles- 
mêmes  5  car  si  M|  coïncide  avec  A,  par  exemple,  M2  coïn- 
cide aussi  avec  A. 

Toute  droite  qui  s^appuîc  sur  D  et  sur  A  coïncide 
avec  sa  transformée^  il  en  est,  par  suite,  de  même  de 
toute  surface  réglée  qui  admet  I)  et  A  comme  directrices. 
En  particulier,  tout  plan  passant  par  D  ou  A  coïncide 
avec  le  plan  correspondant. 

Considérons  alors  une  ligne  plane  située  dans  un  plan 
passant  par  D,  par  exemple,  et  rencontrant  D  en  un 
)K>int  O.  La  ligne  correspondante  sera  située  dans  le 
même  plan  et  sera  homologi(|ue  à  la  première,  D  étant 
Taxe  dMiomologique  et  O  le  ciMitre  d'homologte. 

Supposons  que  le  point  Mi  décrive  une  surface  Si 
d^ordre  m,  le  point  M 2  décrit  une  surface  de  même 
ordre  S2,  qui  rem  outre  D  el  A  aux  mêmes  points  que  Si . 
De  plus,  les  sections  faites  dans  ces  deux  surfaces,  par 
un  même  plan  passant  par  D  ou  A,  seront  des  sections 
liomologiques. 
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Lorsque  le  poiiil  M|  s'éloigne  à  riniiui,  dans  une 
direction  quelconque,  le  point  M3  devient  le  milieu 
de  AB  parallèle  à  cette  direction  et  s'appuyant  sur  D 
et  A.  Il  en  résulte  que,  au  plan  de  Tin  H  ni,  il  correspond 
le  plan  équidistant  des  deux  droites.  Par  conséquent  si 
une  courbe  quelconque  a  p  points  à  Tinfini,  la  transfor- 
mée rencontrera  en  p  [loints  le  plan  équidistant  des  deux 
droites,  et  réciproquement. 

Nous  avons  vu  que,  à  toute  figure  plane  située  dans 
un  plan  passant  par  D  ou  A,  il  correspond  une  figure 
située  dans  le  même  plan  et  homologique  à  la  première. 
Si  le  plan  de  la  courbe  est  mené  par  D,  par  exemple, 
parallèlement  à  A,  la  droite  D  est  un  diamètre  des 
deux  figures  par  rapport  à  la  direction  A^  de  sorte  que 
si  D  et  A  sont  rectangulaires,  les  deux  figures  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  D.  On  a  une  propriété  ana- 
logue concernani  les  figures  situées  dans  le  plan  mené 
par  A  parallèlement  à  D. 

Soit  cj>  le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  à  A.  Comme  au  point  a>  il  correspond  le  point  à  l'in- 
fini sur  la  perpendiculaire  commune,  à  toute  droite 
menée  par  w  il  correspondra  une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  P  équidistant  des  deux  droites  D  et  A. 

Formules  de  transformation .  —  Prenons  pour  ori- 
gine le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
droites;  prenons,  en  outre,  cette  perpendiculaire  com- 
mune pour  axe  des  z,  et  les  bissectrices  des  projections 
des  deux  droites  sur  le  plan  équidistant  pour  axes  des  x 
et  des  y.  Les  équations  des  deux  droites  D  et  A  sont 
respectivement 

)'  —  mr  -  (»         Il  y  -f-  m.r  =  u, 

z        fi  —  n  cM  z        h    -  <). 
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Si  Ton  appelle  x^y  j'i,  Zi  les  coordonnées  du  point  M,, 

Ta,  y^;  ^'i  celles  du  point  M^,  et  A  le  rapport  -Ar- '  les 
coordonnées  du  point  A  sont 

I  -h  X    '         I  -+-  X    '       I  —  X 

Comme  le  point  A  est  situé  sur  D,  on  a 

(i)  yx-\-  X^,— /?î(x,H-  Xar,)=  o, 

(x)  z^-\-\z^—  /Mi-+-X)=o. 

D'autre  part,  si  les  quatre  points  M^,  M2,  A,  B  forment 
une  division  harmonique,  les  coordonnées  du  point  M j 
sont 

Xx  —  X  Tf            Vi  —  X  Vt           3|  —  X  2t 
,         ^.i^_  ,         _ —  • 

I  —  A  I  —  A  1  —  X 

de  sorte  que  si  Ton  exprime  que  ce  point  est  sur  A,  il 
vient 

(3)  Kl—  X^j-h  ni{xi—  Xa:,)=  o. 

(4)  ;5t— Xz, -h /i(i  —  X)=o. 

En  éliminant  \  entre  les  équations  (1),  (a),  (3),  (4)) 
on  obtient  facilement 

hy*  hmXi  A* 

Ces  formules,  qui  sont  réciproques  en  jTj,  ju^  Zt  elx*, 
j2'i  ^2i  définissent  la  transformation,  qui  est  évidem- 
ment une  transformation  homographique.  ELI  les  mettent 
bien  en  évidence  les  propriétés  de  la  transformation, 
que  nous  avons  étudiées  directement. 

Nous  allons  les  utiliser  pour  obtenir  d^auti es  résul- 
tats. 

Considérons  d'abord  deux  positions  du  point  Mj  sy- 
métriques par  rapport  à  Torigine.  Si  dans  les  formules(5^ 
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on  change  X2,  j'2>  ^1  respeitîvement  en  — 0:2,  — j^t 
—  -21  les  valeurs  de  ^1  et  à^j\  ne  changent  pas,  et  la 
valeur  de  Z|  change  de  signe ^  donc  les  deux  positions 
de  W|  qui  correspondent  aux  positions  considérées 
de  M2  sont  symétric|ues  par  rapport  au  plan  des  xj. 

II  en  résulte  que  si  Tun  des  points  décrit  une  figure 
admettant  Torigine  comme  centre  de  symétrie,  la  figure 
correspondante  admettra  le  plan  des  xy  comme  plan 
de  symétrie,  et  réciproquement. 

Autrement,  si  Ton  considère  deux  figures  symétriques 
par  rapport  à  l'origine,  les  deux  figures  correspondantes 
seront  symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy^  et  réci- 
proquement. • 

En  particulier,  à  une  droite  ou  à  un  plan  passant  par 
l'origine,  il  correspond  une  droite  ou  un  plan  perpen- 
diculaires au  plan  des  xy. 

Considérons,  d'après  cela,  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes,  dont  l'équation  par  rapport  aux  axes  choisis  est 

f!  -  z!  _  f!      - 

L*équation  de  la  surface  transformée  esl 

et  Ton  peut  Téerire 

Voyons  si  celte  équation  peut  représenter  une  sphère. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  évidemment  et  il  suffit 

que  Ton  ait 

A»/n^  _     h*-     _ 


( 

4.94  ) 

De  ces  deux 

équations, 

on 

tire  d'abord 

m« 

a 

el  ensuite 

Si  Ton  veut  que  m  et  h  soient  réels,  il  faut  prendre 

a 

h^  =  ab. 

Donc,  étant  donné  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  il 
existe  toujours  deux  droites  réelles  et  deux  seuienieul 
perpendiculaires  à  Taxe  transverse,  et  telles  que  si  on 
les  prend  comme  directrices  de  la  transformation  défi- 
nie plus  haut,  riiyperboloïde  se  transforme  en  une 
sphère  concentrique. 

Le  carré  du  rayon  de  la  sphère  est,  d'ailleurs, 

R'  =  — — ,  il  ou  H  =  —  , 

c'est-à-dire  la  quatrième  proportionnelle  entre  a,  i,  c 

Généralisation  de  la  transfoimation,  —  Une  géné- 
ralisation évidente  de  la  transformation  consiste  à  faire 
correspondre  les  points  M4  et  Ma,  de  telle  sorte  que  le 
rapport  anharmonique 

M,  A       M^B 
AM2  ~  Tnfs 

ait  une  valeur  donnée  K. 

Transfonnaiion  générale,  —  Il  est  aisé  de  voir  que 
la  transformation  honiographique  la  plus  générale  se 
ramène  à  trois  transformations  de  celte  espèce.  Suppo- 
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posoiiS)  en  effet,  que  Ton  prenne  le  tétraèdre  des  points 
doubles  comme  tétraèdre  de  référence,  et  soient  X  =  o, 
Y  =  o,  Z  =  o,  T  =  G  les  équations  des  faces.  Si  A,  B, 

Fig.  2. 


C,  D  sont  les  sommets  du  tétraèdre,  on  peut  supposer 
que  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  T=:o  sont  les  équations  des 
faces  opposées  respectivement  aux  sommets  A,  B,  C,  D. 
La  transformation  homographique  la  plus  générale  est 
alors  définie  par  les  formules 

Soit  un  point  iM|  de  coordonnées  x« , ^i ,  z^^  t^.  Menons 
la  droite  Mia^as  qui  rencontre  les  deux  arêtes  opposées 
AB  et  CD  du  tétraèdre,  et  prenons  le  point 

tel  que  le  rapport  anliarmonique  ([VIia,M2a2)  ail  une 
valeur  donnée.  Entre  les  coordonnées  des  points  M|,  Ma 
on  a  alors  les  relations 

/.i  ^"'  -  /  '•  •^''  -  /■  '•  ^'  -  '' 
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Menons  maintenant  par  le  point  AI2  la  droite  qui  s'ap- 
puie sur  les  arêtes  opposées  AB,  DG,  et  prenons  le  point 
M.i|(a:3,j  3,  Z3,  /s),  tel  que  le  rapport  anharinonique  des 
quatre  nouveaux  points  ait  une  autre  valeur  donnée; 
on  a  alors 

{  i)  —  —  y»  — -—^17-»  —  — ^i# 

.'•s      '3  yz         fi         -3         ^3 

Recommençons  enfin  les  mêmes  constructions  avec  ic 
point  M3  et  les  arêtes  opposées  AC,  BD,  de  manière  à 
obtenir  le  point  M(.r,  k,  3,  t);  on  aura  ainsi 

(3)  :7-^*7'        J~l'       T-^'7' 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  équations  cor- 
respondantes (i),  (2),  (3),  on  obtient  finalement 

(4)  îi=U.^,         ^'=XX-.i!.         'i=lWj- 

La  comparaison,  avec  les  formules 

ûX  =  aX„         pY  =  pY,,         ?Z  =  yZ,,         pT=yT., 

montre  immédiatement  que  les  équations  (4)  définissenl 
entre  M|  et  M  la  transformation  homograpbique  la  plus 
générale. 

On  peut  se  demander  maintenant  s'il  ne  serait  pas 
possible  d^obtenir  la  transformation  liomographique  la 
plus  générale  en  répétant  deux  fois  la  transformation 
définie  au  début.  ^  ptiori,  le  problème  parait  possible 
d'une  infinité  de  manières,  car  la  transformation  hoiiio- 
grapliique  la  plus  générale  dépend  de  quinze  paramètres; 
or,  les  deux  transformations  successives  dont  elle  devrait 
résulter  sont  définies  quand  on  donne  les  deux  couples 
de  directrices,  qui  dépendent  de  seize  paramètres.  Mais 
nous  allons  voir  qu'on  ne  peut  obtenir,  de  cette  ma- 
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ilière,  la  ira nslorma lion  lioiuographique  la  plus  géné- 
rale. 

Soient,  en  eflet,  D,  D|  les  directrices  de  la  première 
transformation,  A,  A|  les  directrices  de  la  transforma- 
lion  suivante.  On  sait  qu'il  existe,  en  général,  deux 
droites  P,  Q  rencontrant  les  quatre  droites  D,  D| ,  A,  A| . 
Appelons  A  et  A,  les  points  de  rencontre  de  P  avec  1) 

Fijç.  3. 


(  t  Df^  appelons  de  même  B  et  B|  les  points  de  rencontre 
de  P  avec  A  et  A|.  Si  Ton  considère  les  points  a  et  ^, 
points  doubles  de  Tinvolution  définie  par  les  deux 
couples  de  points  correspondants  (A,  A|)  el  (B,  B|),  le 
point  ,3  correspond  au  point  a  dans  la  transformation 
dont  les  directrices  sont  D  el  D^  ;  par  suite,  dans  la  trans- 
formation dont  les  directrices  sont  A  et  A| ,  le  point  a 
correspond  au  point  ^;  donc,  finalement,  le  point  a  se 
correspond  à  lui-même.  Il  en  résulte  que  si  les  couples 
de  droites  D,  D| ,  A,  A|  existent,  ces  droites  s^appuient 
sur  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  des  points  doubles 
de  la  transformation  homographique  la  plus  générale. 
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Soit  donc  a^yS  le  tétraèdre  des  points  doubles  que 
nous  prendrons  pour  tétraèdre  de  référence  et  soient 

Y  — aX  =  o        et        YH-aX  =  o, 
Z_6T=o        et        Z^6T=o 

les  équations  des  droites  D  et  D|  qui  divisent  harmoni- 
quement  les  arêtes  opposées  ap  et  yô  du  tétraèdre.  S» 
.ri,ji,  z,,  f,  et-r^,  ji,  «21  '2  sont  les  coordonnées  des 
points  M|  et  M2,  on  doit  avoir 

J^i-v^'^f  — «(^i-hXj-,  )=  o, 

Zi  —  ^Zt  ^  b{ti  —\ti)   =0. 
On  en  déduit,  en  éliminant  X, 

fl  (^     -î  'l  -Si  ^1  Zi 

11  en  résulte  que  si  les  équations  des  droites  A  et  A,  sont 
respectivement 

Y  — rt'X=o        et         Y--a'X=o. 
Z--b'T  =  o        et        Z-+-/yT  =  o, 

les  coordonnées  (r,  r,  s,  f )  du  point  M,  obtenu  au 
moyen  de  M2  et  de  A,  Ai,  comme  IVI2  a  été  obtenu  au 
moyen  de  M,  D  et  D|,  sont  liées  à  .r2i  J'2,  52»  '2  P^r  l^^ 
relations 

(^        a    z  tf  z  ti  z 

En  comparant  avec  les  formules  (i)  on  en  déduit 

.Tj        ba'  X  y\  _^    ab    y  Z\        b^  z 

formules  qui  ne  dépendent  que  des  rapports  -?  el  p- 
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Elles  lie  délitnssent  donc  pas  la  traiisforinalion  hooio- 
grapliicfue  la  plus  générale. 


[M*4b] 
RÉBUGTIO.'V  A  LA  FORME  GAXO.\IOIIB  DBS  FORMULES  OUI 
BOXXEKT,  EN  FO\CTIO^  RATIONNELLE  DE  DEUX  PARA- 
METRES, LES  COORDONNÉES  DTN  POINT  DE  LA  SURFACE 
DE  STEINER; 

Par  m.  E.  LACOUR, 

Maître  de  Conférences  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  Considérons  la  surface  (S)  définie  par  les  for- 
mules 

X  =©,(.r,  ^,  z).         Y  =  rp2(.r,^,  z)         Z  =  Oiix,y,z), 

OÙ  0|,  «29  03,  <p4  désignent  des  polynômes  entiers  et 
homogènes  du  second  degré  en  x^jr^  z,  entre  lesquels 
il  n'existe  pas  de  relation  linéaire  identique,  et  regar- 
dons x,^,  z  comme  les  coordonnées  trilinéaires  d'un 
point  m  pris  dans  un  plan  auxiliaire  (II). 

La  surface  (S)  est  représentée  sur  le  plan  (FI),  et  les 
sections  planes  de  cette  surface  ont  pour  images  les 
coniques  du  système  linéaire 

En  écartant  les  cas  où^  dans  la  situation  relative  des 
coniques 

»i=o,  Oi  =  o,         ©s=o,         o*  =  o, 

se  présenteraient  des  particularités  qui  seront  précisées 
dans  la  suite,  nous  allons  démontrer  qu'on  peut  choisir 
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le  triangle  de  référence  dans  le  plan  (II),  et  le  léuaèdrc 
auqnel  est.  rapportée  la  surface  (S),  de  façon  que  les  for- 
mules délinissant  celle  surface  puissent  se  ramener  à  la 
forme 

2.  Les  coniques  (C)  du  système  linéaire  sont  les 
coniques  harmonique  ment  circonscrites  aux  coniques 
d'un  faisceau  tangent iel 

(F)  <);j(m,  V,  (v)-+-X'}/j(tt,  i»,  w)  =  1), 

qu'il  est  facile  de  déierminer  en  exprimant  qu'une  co- 
nique donnée  par  son  équation  tangentielle  est  harmo- 
niquement  inscrite  à  chacune  des  coniques 

?I=0,  ?t=0,  ©3=0,  (p4=0. 

Les  coniques  (F)  du  faisceau  tangenliei  sont  les  co- 
niques inscrites  dans  un  quadrilatère  abcd-^  trois  d'entre 
elles  se  décomposent  en  deux  points,  savoir  :  atiic^h 
et  d^  e  et  y,  et  l'on  peut  avoir  les  droites  joignant  les 
deux  points  d'un  même  couple  en  résolvant  une  équa- 
tion du  troisième  degré. 

3 .  //  exist e  dans  lé  système  linéaire  des  coniq nés  (C ), 
images  des  sections  planes  de  (S),  quatre  coniques 
réduites  chacune  à  une  droite  double. 

En  effet,  une  conique  (C)  est  harmonique  ment  cir- 
conscrite à  la  conique  formée  des  deux  points  b  eld  et, 
par  suite,  (C)  divise  harmoniquement  les  deux  segraeuls 
ac  et  bd-^  si  la  conique  (C)  se  réduit  à  une  droite  double, 
cette  droite  double  ne  peut  être  que  Tun  des  côtés  du 
quadrilatère  abcd  compté  deux  fois,  et  réciproquement 
un  des  cotés  du  quadrilatère  compté  deux  fois  forme  une 
conique  harinonifjuement  circonscrite  à  l'ensemble  des 
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deux  poîuls  a  et  c  d'une  part,  et  à  reusemble  des  deux 
points  b  et  d  d'autre  part. 

Ceci  nous  conduit  à  prendre  comme  triangle  de  réfé- 
rence dans  le  plan  (11)  le  triangle  formé  par  les  diago* 
nales  du  quadrilatère  abcd^  de  sorte  que  les  côtés  du 
quadrilatère  ont  pour  équations 

X — y  —  -8  =  0,        — ^-^y  —  ^  =  o, 
—  a*  — ^-+- z  =  o,  X  -k-y  -^ z  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  sur  les  droites  doubles 
du  système  linéaire 

U<Pi(a:,  J^,  ^)-+- Vçt(a-,  ^,  z) 

-H  W<p5(ar,  ^,  ^  )-+-  H  <p4(x,  y,z)-o, 

on  pourra  déterminer  des  constantes  telles  que  l'on  ait 
identiquement 

U'?,-+-     V'?,-f-     W'^jH-     H'94=     {x-y-z)\ 

U'©|H-    V'9,H-    \V'ç3-+-    ir(p4  =  (-a:-hr-5)*, 

U-o,-^    V"<i>,-f-    W'^pj-i-    irç^=(_.a:-j-h^)«, 

Uw«p,-}- V<«^>ç)jH-  Wi'^'Jçj-f-  H<'^J(pv=      (x-\-y-k-zy, 

et  si  Ton  fait  le  changement  de  coordonnées  défini  par 
les  formules 

Xi  =  Ui»îX  -4-  V(ïJ  Y  -h  \V(»^Z  -4-  H^iîT, 
Y,  =  U««JX  -f-  V^îJ  Y  -h  VV<«iZ  -h  Ht»>T, 
Z,  r=  U^îJ  X  -H  V^3' Y  -h  W(3^Z  -+-  Hiî^T, 

T,  =  U(^î  X  -h  V(*^  Y  -4-  W^*)  Z  H-  H<*'  T, 
on  aura 

/XÎ=      x—y-z, 

v/YJ-—  a"-f-^r--i;, 
yj~L^—  —  x  -y-^-z, 
y/Ttrrz       T-^y-hz, 

4.   On  déduit  de  là,  pour  i\H|uation  de  la  surface  (S) 
Ann.  de  Afathémae.,  3'  série,  l.  XVII.  (Novembre  1898.)       32 
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dans  le  nouveau  système  de  coordonnées, 

/x; -+- /Yi -H  v/z; -h /t;  =  o. 

C*esl  une  des  formes  simples  de  l'équation  de  la  surface 

de  Steîner. 

Pour  obtenir  les  expressions  des  coordonnées  d'un 

point  de  la  surface   annoncées  au  commencement,  il 

suffit  de  faire  le  changement  de  coordonnées  défini  par 

les  formules 

.         4X'=      X,-Y,~Z,H-T,, 

4Y'  =  -X,-hY,-Z,4-T„ 

4Z'  =  -Xi-Y,  +  Z,-4-T„ 

4T'=      Xi-f-Y,4-Zi4-T,. 

En  remplaçant  X|,  Y^  Z^,  T,  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  x,  y^  z,  on  trouve 

4X'  =  (a?— ^  — -s)» — (ar-h^  —  zY 

—  (— a?  —  ^  4- ^  )* -4- ( ar  H- j^ -H  «)*, 


ou  enfin 
yj=iyz,        Y'='2sar,         TJ^-xxy,        T'=  a?«-4-/«-+- ^«. 

Remarque,  —  La  démonstration  précédente  a  été 
faite  en  supposant  que  les  tangentes  communes  aux  co- 
niques du  faisceau  tangentîel 

forment  un  quadrilatère  proprement  dît,  c'est-à-dire  que 
Téquation  en  Xqui  détermine  les  coniques  décomposées 
en  doux  points  a  ses  racines  distinctes. 

Les  formules  finales  doivent  être  modifiées,  par 
exemple  si  deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  sont 
confondus. 
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Le  degré  de  la  surface  (S)  s'abaisse  quand  les  co- 
niques 

^1  =  0,         <pi  =  o,         ?a=o,         fv=o 

ont  un  ou  deux  points  communs.  Dans  ce  cas,  Tune  au 
moins  des  coniques  (F)  se  compose  d'un  point  compte 
deux  fois.  L*équation  en  X  du  faisceau  tangentiel  n'a  pas 
ses  racines  distinctes. 

Pour  uue  discussion  des  cas  singuliers  que  nous 
avons  écartés,  on  pourra  se  reporter  à  un  Mémoire  de 
Clebsch  sur  la  surface  de  Sleiner  {Journal  de  Crelle, 
t.  67,  p.  1-2 a),  où  se  trouve  indiquée  la  réduction 
exposée  ici,  et  auquel  nous  avons  voulu  surtout  renvoyer 
le  lecteur. 


[M*8f]  [B9a] 

SUR  LTNE  DES  FORMES  CANONIQUES  DE  L  ÉQUATION 
DES  SURFACES  CUBIQUES; 

Par  m.  DDMONT. 


Lors(|u*on  dit  d'une  forme  réduite  d'une  équation 
algébrique  représentant  une  courbe  (ou  une  surface) 
qu'elle  est  générale,  on  peut  Tentendre  dans  deux 
sens.  Ou  bien  elle  est  absolument  générale,  c'est-à-dire 
est  susceptible  de  représenter  tous  les  cas,  sans  excep- 
tion ;  ou  bien  elle  est  relaliuenient  générale,  c'est-à-dire 
peut  représenter  les  cas  généraux  où  la  courbe  (ou  la 
surface)  ne  présente  pas  de  singularités  ou  du  moins 
certaines  singularités.  Il  ne  suffit  pas,  comme  on  l'a 
souvent  remarqué,  qu'une  forme  possède  le  nombre  de 
paramètres  convenable  pour  qu'elle  puisse  être  même 
relatis^emeiit  générale.  Ainsi  Téqualion  dn  second  de- 
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gré  (ax -\- b)^ -\' c^  =  o  n'est  pas  inômc  relativemeut 
générale,  bien  que  contenant  deux  paramètres.  Deux 
exemples  d'équations  non  générales,  quoique  renfer- 
mant le  nombre  voulu  de  paramètres,  sont  donnés  dans 
Salmow,  Algèbre  supérieure,  trad.  Chemin,  page  216. 
Aussi,  bien  que  Téquation 

aa?'  -h  bjr^  -h  c  ^'  H-  du*  -\-  c p'  =  o, 

donnée  par  Sylvester  pour  les  surfaces  du  troisième 
ordre,  contienne  dix-neuf  paramètres,  comme  réquation 
générale  du  troisième  ordre  à  trois  variables,  a-t-on 
considéré  comme  nécessaire  de  démontrer  sa  généralité. 
Cette  généralité  a  été  prouvée  par  divers  auteurs;  elle 
résulte  aussi  d'un  raisonnement  par  lequel  j'ai  prouvé 
qu^une  surface  cubique  générale  est  déterminée  sans 
ambiguïté  par  sa  hessîenna  (No ui^elles  Annales;  1896). 

La  généralité  de  cette  forme  n'est,  du  reste,  que  rela- 
liv^c  et  certaines  surfaces  ne  peuvent  être  représentées 
par  réquation  considérée.  Au  lieu  de  la  considérer 
comme  une  forme  à  dix-neuf  paramètres,  on  peut  sup- 
poser ((iie  les  plans  Xfj,  z,  u  sont  les  faces  d'un  té- 
traèdre de  référence;  l'équation  ne  contient  plus  alors 
que  sept  paramètres  :  les  rapports  des  nombres  a,  £,  c, 
d,  e  à  Tun  d'entre  eux  et  les  trois  nombres  détermi- 
nant le  plan  ^>=  o. 

D'une  manière  générale,  l'équation  des  surfaces  cu- 
biques est  réductible  à  une  forme  à  sept  paramètres, 
car  les  formules  générales 

pr*  =  ^i^\  H-  biXt  -H  CiXi -H  x^        (  I  =  I,  a,  3, 4 ) 

pour  le  changement  de  tétraèdre  de  référence  contien- 
nent 3x4=12  paramètres  dont  on  peut  disposer  pour 
faire  disparaître  douze  coefficients  dans  l'équation  géné- 
rale 

2  A/yx  XtXjX/c  =  G. 
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Parmi  les  formes  à  sept  paramètres,  considérons  la 
suivante, 

(       -+-  'kfxyz  H-  'kgyz  t  -hihztx  -^2  ktxy  —  o. 

Elle  représente,  comme  on  le  voit  de  suite^  une  surface 
à  la  fois  inscrite  et  circonscrite  au  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Est-elle  générale? 

Considérons  d'abord  les  cubiques  planes  pour  les- 
quelles la  forme  analogue  est 

ax^y  -f-  by^z  -h  c^'a?  -f-  imxyz  =  o. 

Analytiquementy  on  voit  que  les  formules  de  transfor- 
mations relatives  au  changement  de  triangle  de 
référence  contenant  six  paramètres,  la  réduction  à  cette 
forme  à  trois  paramètres  semble  possible.  Géométrique- 
ment, on  voit  que  Ton  ne  pourra  pas  prendre  pour  l'un 
des  sommets  du  triangle  inscrit  et  circonscrit  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  le  problème, 
s'il  a  des  solutions,  n'en  a  (|u'un  nombre  limité.  En  fait, 
on  constate  que  l'équation  n'est  que  relativement  géné- 
rale, car,  si  Ton  suppose  que  la  courbe  a  un  point  double, 
il  faut  que  ce  point  double  soit  isolé. 

Si  l'on  passe  maintenant  aux  surfaces  cubiques,  on 
voit  que,  analytiquement,  il  y  a  analogie  avec  les 
courbes,  puisque  le  nombre  de  paramètres  dont  on  dis- 
pose est  précisément  celui  qui  est  nécessaire  pour  ré- 
duire l'équation  à  n'avoir  que  sept  paramètres.  Mais, 
géométriquement,  l'analogie  cesse,  car  ici  le  problème 
de  la  réduction  devient  indéterminé. 

En  eilet,  soient  A|  un  point  de  la  surface  S,  P  le  plan 
tangent  en  A|,  C  le  cône  tangent  à  S  et  de  sommet  A,, 
(y)  la  courbe  de  contact  de  i\  avec  la  surface,  (T)  la 
cubique  plane  (S,  P).    Prenons  un  point  A2  sur  (y), 
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soient  C|  le  cône  langent  à  S  et  de  sommet  A 2  et  A3  un 
point  de  la  courbe  (y,)  de  contact  de  C|  et  S;  soient 
enfin  Ca  le  cône  langent  à  S  et  de  sommet  A3  el  (Y2)sa 
courbe  de  contact.  Si  A4  est  Tun  des  points  d'intersec- 
tion de  (ya)  et  (F),  le  tétraèdre  AiAsAjA^,  qui  «si 
inscrit,  est  tel  que  le  plan  tangent  en  Aa  passe  en  A^ 
que  le  plan  tangent  en  A3  passe  en  Aa,  le  plan  tangent 
en  A4  passe  en  As  et  que  le  plan  tangent  en  A|  passe 
en  A4. 

Ainsi,  une  multiple  infinité  de  tétraèdres  sont  à  la 
fois  inscrits  et  circonscrits  et  Ton  peut  prendre  le  pre- 
mier sommet  quelconque. 

Il  resterait  à  voir  dans  quelles  conditions  le  sommet  A4 
est  réel,  c^est-à-dire  dans  quel  cas  le  tétraèdre  peut  être 
pris  pour  tétraèdre  de  référence  et,  d*autre  part,  quelles 
sont  les  surfaces  non  comprises  dans  cette  forme  d'équa- 
tion. 

On  voit,  de  suite  :  i®  que  rhypothèse 

a  =  b  =  c  =  d  =  0 
donne  des  surfaces  à  quatre  points  doubles  ;  2**  que 

donne  des  surfaces  passant,  comme  (1),  par  les  arêtes 
x  =  z:=:oeiy  =  t=:o  du  tétraèdre,  mais  telle  de  plus, 
que  chaque  face  du  tétraèdre  coupe  suivant  une  conique 
tangente  à  deux  arêtes  du  tétraèdre,  dont  Tune  est  la 
droite  de  la  surface  qui  est  arête  du  tétraèdre.  Ces  sur- 
faces n'ont,  d'ailleurs,  aucun  point  double,  tant  que 
abcd^o^  mais  si  Ton  a  de  plus  ^  =  o,  le  point 

X  =  jr  =.  s  =  o 

est  point  double,  le  cône  tangent  étant  réduit  au  plan 
z^=  o  et  si  Ton  a  &  =  rf  =  o,  les  surfaces  représentées 
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sont  réglées  avec  x  =  z  =  o  pour  directrice  double  et 
^v  =  £  =  o  pour  directrice  simple. 

On  remarque  encore  les  cas  particuliers  suivants  : 

rf  =  ^  =  A  =  A:  =  o, 

un  point  double  a:  =  j^  =  ::  =  o,  cône  tangent  z^=o'y 

un  point  double  x^=^y  =:  r  =:  o,  cône  langent  composé 
des  pians  z  =  o,  cz  -^-iby  =^o\ 

deux  points  doubles  x  =^j  =rr  =  o  et  x  =  ^  =  o, 
ax  -+-2^=0,  le  cône  tangent  au  premier  est 

C5*-f-  'xkxy  =  o; 

deux  points  doubles,  x=j^  =  r  =  o,  x=j/'  =  <  =  o,  le 
cône  tangent  au  premier  est  x\hz  H-  Aj^]  =  o,  le  cône 
tangent  au  second  est  le  cône  proprement  dit 

by^-k-  ihtx  =  o. 

On  a  donc  un  binode  et  un  cnicnodc. 
Le  premier  de  ces  cônes  se  réduit  aux  plans  xz  =  o, 
si  Ton  a  de  plus  Ar  =  o^ 

6  =  c?  =  ^  =  /i  =  A:  =  o, 

surfaces  réglées  possédant  une  directrice  simple 
y  =  t^o 

(la  directrice  double  est  x  =  rr  =  o). 

Il  y  aurait  lieu,  pour  les  cas  particuliers  comme  pour 
le  cas  général,  de  rechercher  C|uelles  sont  les  conditions 
restriclives,  s'il  y  en  a. 
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[M»7a] 

ÉVALUATION  GÉOMÉTRIQUK  DE  L'ORDRE  DE  LA  SURFACE 
RÉGLÉE  DÉFINIE  PAR  TROIS   DIRECTRICES  DORDRBS 

m,  n,p' 

Par  m.  E.  BALLY. 


On  admet  qu'une  courbe  d'ordre  q  et  une  surface 
dWdre  r  ont  qr  points  communs. 

Soient  trois  courbes  Cm^  C,i,  Cp,  d'ordres  m,  /i,  p. 

Si  les  trois  directrices  sont  rectilignes,  m  =  /t=:/7=  i, 
et  la  surface  est  une  quadrique  d'ordre  2  =  %mnp. 

Supposons  démontré  que  si  Tune  au  moins  C^  des 
directrices  est  rectiligne,  la  surface  réglée  correspon- 
dante S\^n,p  est  d'ordre  iinp=  imnp. 

Soit  Sm,n,p  la  surface  relative  à  trois  courbes  quel- 
conques. Je  suppose  que  les  points  de  cette  surface  par 
lesquels  passent  plusieurs  droites  rencontrant  Cm»  C^, 
C^  sont  des  points  singuliers  ou  forment  des  lignes 
singulières. 

Les  courbes  Cm-,  C,,.  C^  sont  de  telles  lignes  singu- 
lières. Par  un  point  de  Cm  passent  np  droites  rencon- 
trant C/i  et  Cy,,  communes  aux  deux  cônes  d^ordres  n 
et  p  qui  projettent  Cn  et  C^.  Les  plans  de  ces  droites 
combinées  deux  à  deux  enveloppent  une  ou  plusieurs 
surfaces  développables,  et  une  droite  arbitraire  de  l'un 
de  ces  plans  est  tangente  à  l'une  de  ces  développables. 

Pour  avoir  l'ordre  de  S,n^n,p^  j«  vais  cliercher  le 
nombre  de  ses  points  communs  avec  une  droite  Ci 
satisfaisant  aux  deux  conditions  : 

1°  De  n'être  tangente  à  aucune  de  ces  développables; 

2"  De  ne  passer  par  aucun  des  points  singuliers  pré- 
cédents. 
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Pour  cela,  je  considère  la  surface  auxiliaire  S^n^p 
définie  par  C|,  C^,  G^,  et  d'ordre  2/1/;,  par  hypothèse. 
Elle  est  coupée  par  Cm  en  2mnp  points  par  chacun  des- 
quels passe  une  droite,  et,  en  vertu  de  la  première  con- 
dition, une  seule  rencontrant  C| ,  €„,  Cp,  De  plus,  deux 
droites  relatives  à  deux  points  différents  ne  peuvent  se 
couper  sur  C|,  en  vertu  de  la  deuxième  condition.  On 
trouve  donc,  sur  C|,  exactement  ^mnp  points,  et  la 
surface  est  d'ordre  1  mnp. 

On  peut  observer  comme  vérification  que  si  les  trois 
courbes  se  réduisent  à  des  systèmes  de  m,  Uy  p  droites, 
les  génératrices  de  la  surface  forment  mnp  demi-qua- 
driques.  Je  dois  cette  remarque  à  M.  L.  Gérard. 

Si  par  tout  point  de  la  surface  (ou  de  Tune  de  ses 
parties  quand  celle-ci  se  décompose)  passent  a  droites 
rencontrant  les  trois  courbes  données,  cette  surface  (ou 
la  partie  en  question)  doit  être  comptée  a  fois. 

Par  exemple,  soient  trois  sections  planes  d'une  qua- 
drique.  Les  droites  qui  rencontrent  ces  trois  courbes 
sont  :  1°  les  génératrices  de  six  cônes  du  second  ordre, 
dont  chacun  a  son  sommet  en  un  point  commun  h  deux 
courbes  et  projette  l'autre;  2®  les  génératrices  des  deux 
systèmes  de  la  quadrique.  En  comptant  celle-ci  deux 
fois,  on  trouve  bien  i6  pour  Tordre  du  lieu  complet. 


[HU] 

L'INTÉGRATION  PAR  L'ITÉRATION  ET  LE  CALCUL 
DES  FONCTIONS  ITÉRATIVES; 

Pab  m.  FERBER. 

Plusieurs  géomètres  s'occupent  de  l'itération,  c'est- 
à-dire  de  ropéraliony  j/[/. .  ./(x)]j=/"(x),  où  la 
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foiiclion  f  esl  répétée  n  fois.  MM.  Kœnigs,  Bourlel  el 
Léincray  ont  notamment  démontré  plusieurs  propriétés 
de  celte  opération. 

La  plus  importante  est  que  les  racines  de/{x) — x 
sont  données  par  J'^^Xq)  lorsque  n  croit  indéfiui- 
ment  ('). 

La  remarque  suivante,  non  moins  importante,  montre 
que  Tilération  résout  aussi  Tintégration  aux  diiiéreuces 
quelconques. 

Eu  eilet,  si  nous  faisons 

f{x)  =  X  H-  xçar, 
on  aura  successivement 

j:,  =  a7o-f- T«pa?o,        arj  =  a7i  ■+- t  »  a?i ,         ..., 

et  Ton  voit  ainsi  que  Xn  est  d*un  côté  /"(oto),  et  de 
l'autre  la  solution  de  Féquation  —  =çj:,  où  chaque 

accroissement  de  la  variable  t  est  supposé  égal  à  t. 

Pour  passer  à  l'intégration  aux  différences  infiniment 
petites,  il  suffit  de  faire  tendre  t  vers  o  et  /t  vers  oo  eu 
conservant  à  /it  la  valeur  constante  t  (^). 

En  généralisant  la  définition  de  l'itération  par  la  sup- 
position que  les  fonctions  successives  ne  sont  pas  né- 


(')  Avec  un  choix  judicieux  de  a?,. 

(')  C'est  le  procédé  constamment  employé  par  les  précurseurs  des 
inventeurs  du  Calcul  intégral  et  qui  a  soulevé  au  commencement  du 
xvni*  siècle  des  discussions  passionnées,  principalement  théolo- 
giques. Elles  ne  se  sont  d'ailleurs  calmées  qu'après  que  Lagrange 
eut  par  la  dérivée  supprimé  les  inGnis  dans  le  courant  du  calcul. 
Comme  conclusion,  si  l'on  n'avait  pas  cédé  à  ces  controverses,  l'Ana- 
lyse s'occuperait  aujourd'hui  non  pas  du  calcul  des  fonctions  par 
rétude  des  dérivées,  mais  du  calcul  des  fonctions  par  l'étude  de 
l'itération. 
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cessaireincnl  les  mêmes  et  qu'elles  peuvent  avoir  plu- 
sieurs variables,  ou  intégrerait  de  même  des  fonctions 
plus  compliquées  telles  que 

I7î='P(^> 

L'itération  résolvant  les  deux  problèmes  fondamen- 
taux de  l'Algèbre  supérieure,  on  comprend  l'intérêt 
qu'il  y  aurait  à   avoir  une  formule  générale  donnant 

M.  Bourlet,  dans  les  C.  jR.,  p.  583;  1898,  a  donné 
une  formule  simple  qui  montre  bien  la  manière  dont  n 
entre  dans  le  résultat,  mais  qui,  tirée  d'une  identité,  ne 
permet  pas  le  calcul  numérique. 

Voici  un  artifice  très  puissant  grâce  auquel  on  peut 
trouver  une  formule  lorsque/"  se  laisse  développer  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  la  varjable. 

Soit  le  quotient  -^^^y   >  où  à  la  constante  a  en  corres- 
*  i  —  apX 

pond  une  autre  de  même  indice  accentuée.  On  conviiînt 
de  faire  dans  le  quotient  effectué  aa^=  i  aussi  souvent 
que  possible,  puis  a  =  o,  a'=  o.  Il  est  clair  que  le  ré- 
sultat sera  y( or)  5  mais  cette  nouvelle  façon  d'écrire  dé- 
gage X  dey  et  permet  d'opérer  sur  celte  variable.  C'est 
ainsi  qu'on  aura  évidemment 

et  généralenxent 

/'♦  Xq  =  f—r >~? —  '  •  • ; 7 —  y 
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et,  pour  le  cas  de  deux  variables, 

^a=/(^a-l,y«-l),         :K/i=  T(^it-l,J^/i-l), 
^  ^  f(aub,) 

'*      (i-a',/a„^,)(i~^i?«i>^«) 

I 

I 

Pour  mettre  ces  formules  sous  forme  entière,  on  em- 
ploiera les  fonctions  aleph  de  Wronski  et  Ton  arrivera 
ainsi  à  la  formule  parue  dans  le  tome  IV  de  Vlntermé^ 
diairey  p,  lyS. 

Il  ne  faut  pas  s'efTrajer  de  la  multiplicité  des  termes 
qui  vont  s'introduire  ainsi;  d'ailleurs  plusieurs  de 
ces  termes  deviennent  nuls  par  convention  ou  par  la 
nature  des  fonctions.  Enfin,  s'il  reste  un  grand  nombre 
de  termes,  c'est  que  la  question  les  comporte  et  toute 
autre  méthode  les  introduirait  qui  n'aurait  ni  l'avantage 
de  la  généralité,  ni  celui  de  la  symétrie. 


CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1898.    —    COMPOSITIONS. 


LiUe. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

1  "  Quappelle-l-on  solufion  singulière  d'une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  ? 
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2**  Étant  donnée  r équation  différentielle 

comment  peut-on  reconnaître,  sur  cette  équation,  si 
elle  admet  une  solution  singulière  et  déterminer  cette 
solution? 

3®  Comment  peut-on  déduire  de  l'intégrale  gêné- 
raie  la  solution  singulière  ?    * 

4^  Dans  le  cas  où  Inéquation  (i)  n'admet  pas  de  so- 
lution singulière,  que  représente  l'équation  obtenue 
en  éliminant  y  entre  l'équation  (i)  et  l'une  ou  l'autre 
des  deux  équations 

dy-^'      dx^^  dy  ~°- 

I  **  Faire  voir  que  la  courbe 

est  unicursale.  Exprimer  les  coordonnées  de  chacun 
de  ses  points  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 
2®  On  coupera  la  courbe  par  le  faisceau  de  courbes 
du  quatrième  ordre  qui  ont  pour  équation 

{x^  -^y^){ty  —  2  a?)  =  x{ix^  —  y^) 

et   l'on  expliquera  pourquoi  ce  faisceau  de  courbes 
conduit  à  la  solution. 
3"  Calculer  l'intégrale 


I 


xdy  —ydx 

> 


X  et  y  étant  liées  par  V équation  {\). 

MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 

Composition  écrite.  —  Un  triangle  isoscèle  homo- 
gène AOB,  rectangle  on  0>  est  mobile  dans  son  plan 
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xOy  autour  de  soji  sommet  O.  En  même  temps  un 
point  matériel  M,  de  masse  m,  est  assujetti  à  se  mou- 


voir  sur  l'hypoténuse  AB.  On  demande  de  déterminer 
le  mouvement  du  système  formé  du  triangle  AOB  et 
du  point  M  en  négligeant  les  frottements,  et  en  sup' 
posant  que  le  point  M  est  attiré  par  le  point  O  de 
l'axe  fixe  proportionnellement  à  sa  distance  à  ce 
point. 

Le  côté  AB  peut  être  au  besoin  prolongé  de  part  et 
d'autre  des  points  A  et  B,  sans  que  cela  modifie  le  mo- 
ment d'inertie  C  du  triangle  AOB  par  rapport  à  la 
droite  OZ. 

A  l* instant  initial,  le  triangle  AOB  étant  immobiley 
on  place  le  point  matétiel  M  au  milieu  de  V hypoté- 
nuse AB,  et  on  lui  donne  une  vitesse  v^  dingée  vers  le 
point  B. 

Epreuve  pratique.  —  i°  Conditions  pour  qu'une 
droite  soit  principale  d'inertie  pour  Vun  de  ses  points. 

2°  Ejffht  d'un  système  de  percussion  sur  un  solide 
mobile  autour  d'un  axe  fixe.  Conditions  pour  que, 
dans  le  cas  d'une  percussion  unique,  cet  axe  ne  subisse 
aucune  réaction. 

3°  Centre  de  percussion  d'une  surface  matérielle 
plane  par  rapport  à  une  droite  de  son  plan* 
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Et  4*  Centre  de  percussion  d'un  carré  homogène, 
par  rapport  à  une  parallèle  à  une  des  diagonales, 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 

Question  de  couns.  —  Exposer  d'après  Hirn  la 
théorie  physique  de  la  machine  à  vapeur  : 

I®  On  développera  en  détail  le  cas  des  machines 
monocylindriques  à  condensation,  sans  enveloppe  ni 
surcfiauffe  ; 

2"  On  résumera  brièvement  les  conclusions  relatives 
à  l'emploi  des  em^eloppes  et  de  la  surchauffe. 

Problème.  —  Une  corde  ABCD,  portant  à  ses  extré- 
mités deux  poids  égaux  P,  passe  sur  deux  poulies 

B^ C 


identiques  O  et  O',  placées  dans  un  même  plan  vertical, 
de  manière  que  la  partie  BC  de  la  corde  soit  sensible- 
ment  horizontale. 

On  demande  quel  poids  additionnel  x  on  doit  placer 
en  D,  après  avoir  donné  à  l'ensemble  un  léger  mouve- 
ment pour  que,  sous  V action  de  ce  poids,  le  mouve- 
ment se  continue  avec  une  vitesse  constante. 

On  négligera  le  poids  de  la  corde^  mais  on  tiendra 
compte  du  frottement  des  pivots  dans  les  chapes  sup- 
posées Jtxey^  de  la  raideur  de  la  corde  et  du  poids  des 
poulies.  On  rappelle  lajormule 

sly^^x^  =o,96X^o,4Y, 

approchée  avec  une  erreur  relative  inférieure  à  -5, 
jfuand  Y  est  inférieur  à  X. 
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Astronomie. 

Epreuve  théorique.  —  i®  Problème  de  Kepler.  — 
Déterminer^  en  partant  des  lois  de  Kepler,  les  va- 
leurs, pour  une  époque  donnée^  de  V anomalie  excen- 
trique, du  rayon  ^vecteur  et  de  V anomalie  vraie  du 
Soleil;  développements  en  séries  s uix^ant  les  puissances 
de  r excentricité,  expression  de  Inéquation  du  centre, 

2®  Établir  les  formules  de  la  parallaxe  en  longi- 
tude et  en  latitude.  On  désignera  par  yo>  'o?  ^o  ^^^ 
coordonnées  écliptiques  du  lieu  d^ observation^  par  l^ 
X,  P  la  longitude,  la  latitude  et  la  parallaxe  horizon- 
tale de  r  astre  obsen^é. 

Epreuve  pratique.  —  En  une  station  A,  la  hauteur 
du  centre  du  Soleil  a  été  trouvée  égale,  toutes  correc- 
tions faites,  à  4i**58'i  i",6,  à  3**a"*3i%9,  temps  moyen 
de  Paris.  Calculer  la  longitude  de  A,  sachant  que  sa 
latitude  est  de  44^*4 1' 8",  3,  et  que  la  déclinaison  du  *$o- 
leilest  1 6"  54' 56",  4. 

L^ observation  a  été  faite  après  le  passage  du  Soleil 
au  méridien.  Le  temps  vrai  à  midi  moyen  de  Paris 
était  ce  jour-là  1 1^54°*  M*?  '4?  et  le  lendemain  à  midi 
moyen  1 1**  54"  20%  56. 

Si  la  hauteur  du  Soleil  est  erronée  de  10",  quelle 
sera  l'erreur  correspondante  de  la  longitude? 

Grenoble. 

C\U:UL   DIFFERENTIEL   ET   INTÉGRAL. 

Composition  écrite.  —  I.  Sur  des  cylindres  circu- 
laires de  même  axe  Oz,  on  considère  des  hélices  dont 
les  tangentes  font  un  même  angle  avec  Vaxe  commun 
des  cylindres.   On   demande  de  déterminer  le  plan. 
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langent^  les  lignes  de  conrhiwe  et  les  lignes  asympto- 
tiijiies  d'une  sur/ace  qui  set  ait  engendrée  par  de  telles 
hélices  assujeuies  à  la  condition  de  passer  par .  une 
droite  qui  coupe  orthogonalement  l'axe  commun  des 
cylindres. 

SOLUTION   RÉSUMÉE. 

1^*5  équations  de  la  surface  étant 
(i)  ;r  =  i'cosii,        y=çs\nuy        z  =  Avu^ 

on  a,  pour  le  plan  tangent, 

(2)       A(mcos«  —  sinw)X  -h  X((/sina  -+-  ces  m)  Y  —  Z  =  o, 

équaiion  indépendante  de  v  :  la  surface  est  dévclop- 
pable.  C'est  le  cône 


'■[(-:)■-(?)'] 


y 
arc  tanc  -  =  i. 

X 


Les  lignes  de  couibure  sont  données  par 

du (  A'  uv  du  -+-  dv  ■+-  A*'  u^  dç)  —  Oy 
d'où 

(3)  H^.c     . 
et 

(4)  AîM«p«-ht'*-=  c}. 

Le  premier  système  est  formé  des  génératrices  recti- 
ligiies  de  la  surface  \  le  second  est  formé  des  tra  j(;c- 
toires  orthogonales  des  précédentes,  obtenues  en  cou- 
pant le  cône  par  des  splières  ayant  leur  centre  au 
sommet  du  cône.  l/é(juatiou  ("j)  nVst  autre  (jue 

,r-^y^-+'  z^  —  cf. 

Pour  les  lignes  asymptoti([ues,  on   trouve 

du*  =  o, 

ce  qui  donne  les  deux  systèmes  confondus  avec  les  géiH'- 

Ann.  de  Mathémat.,  ^'  série,  l.  WII.  (Ntivciubrc  iH<fH.)     o.l 
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ratrices  reclilîgnes,  romme  rela  résulte  évidomment  de 
la  nature  de  la  surface  considérée. 

II .  Intégrer  l  *éq  uation 
et  trousser  une  surface  intégrale  (jui  passe  par  le  cercle 

ROLL'TION. 

Les  caractéristiques  sont  données  par 
._  _  a,  -^  ^, 

elles  rencontreront  le  cercle  si  Ton  a 

d'où,  pour  la  surface  demandée, 

Epreuve  pratique.  —  Calcul  de  l'aire  de  la  por- 
tion de  la  sphère  .r-  -h  v^  -h  «^  =  a  c  ^  comprise  à  l'in- 
térieur   du    cône    a^^x^ — b^y^z=.z^.     On   supposera 

SOLUTION. 

La  moitié  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  el 
du  cône  se  projette,  sur  xOy,  suivant  une  courbe  telle 
que  OABA'O,  dont  Téqualion  est 

_  '>'  c  /a2  cos2  0  —  ^«  snT^  6 
i-l-a'cos*0  —  A*sin'6 

Elle  touche  le  cercle  décrit  de  O  comme  centre  aver 
le  rayon  C  de  la  sphère  en  deux  points  A,  A',  cl,  eu 
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dia(|ue  point  tliî  A  HA'C'  so  projrltonl  doux  éloiiUMils  de 
Taire  considérée. 


J*our  a*'*  >  I ,  i*  <  i ,  on  a 


A  =  8c«arctang _  —  arotang 


el  pour  a-  >  I ,  ^2  ->  ,  ^ 

A  =  8c*arclang7- _-   _     -    -  lot^ 

Ces  formules   conviennent  d'ailleurs  cjuand  on  sup- 
pose a^  <^  i. 

Remarque.    —    En    projetant    les    éléments   sur   le 
planj'Oz,  il  n*y  a  pas  de  duplication  à   considérer. 


ASTRONOMIK. 

Composition  échite.  -  -  Aberration,  —  yéberration 
annuelle,  diurne,  —  Influence  de  l* aberration  an^ 
nuelle  sur  les  coordonnées  d'une  étoile.  —  Influence 
fie  l' aberration  diurne  sur  Uheure  du  passage  dUine 
d toile  au  méridien. 

Kpreuve  pR\TigLE.  —  Culculer  pour  un  lieu  de  lati- 
tude X  la  durée  du  jour  t^rai  et  celle  du  crépuscule, 
la  déclinaison  iù  du  Soleil  étant  donnée.  Le  crépus- 
cule  cesse  quand  le  Soleil  est  à  1 8"  au-dessous  de  l'ho- 
rizon. 
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Calculer,  en  outre,  les  varialions  des  deux  durées 
considérées  quand  la  déclinaison  (0  du  Soleil  varie 
de  dz  I". 

Données  numériques 

X  =  V^^n'î'i', 
(0  ^  —  ()"-27'4%7"i. 

SOLUTION. 

a  angle  horaire  du  coucher  du  Soleil  ; 
a'  angle  horaire  du  Soleil  quand  cesse  le  crcpuscult\ 
On  a 

cosa  = — tangcDtangX,         cosa'=  cosa  —  «*, 

sin  i8"  ,  tanffX^AO 

doir^ 


cos(Jb)cosX  sinacos*CÔ 

>  I       sin  a    ,  du  ,  -v    trv 

M  =3  _ (i^  ^ — -  ._.  ,  (lu  —  M  langue  rtcO. 

sma  sin  a 

On  trouve 

a  =    83V>.7'.53' 9.1  =  V'33"' h%  )4, 
a'=  109.   6.45,89, 
a  —  a  ^     x 'y .  38 .  j?. ,  GS   -  1  "  {'2'"  3:')%  )•>., 
(/oL  r-  M  -^±ri'y,  96  r-  z^  4'"  6\  vG 

pour  rf(Ô  =  =ii  i". 

La  variation  de  durée  du  crépuscule  est  nulle  :  la 
déclinaison  donnée  correspond,  en  effet,  au  minimuin 
de  la  durée  du  ciépuscule  pour  le  lieu  considéré. 

Mècamqle. 

Eprkuve  KCRiTE.  —  Un  point  niatcriel  dont  la  masse 
est  prise  pour  unité  se  uirut  sans  frottement  sur  une 
sur/ace  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  et  dont 
le  méridien  a  pour  équation,  dans  le  plan  xZy 
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On  désigne  par  r  et  H  les  coordonnées  polaires  de  la 
projection  du  point  sur  le  plan  xy.  Le  point  est  pesant 
et  de  plus  sollicité  par  une  force  située  à  chaque  in- 
stant dans  le  plan  du  parallèle  qui  le  contient  et  dont 
les  composantes  par  rapport  au  rayon  de  ce  parallèle 
prolongé  et  la  tangente  mesurée  dans  le  sens  oit  0  croit 
sont  représentées  par  les  Jormules 

,.           'i;!  —  aX-cosaO                        ?.Xsin'20 
i\  = ,  ©  = — 

(  /•  ra  \  on  du  parallèle  ) . 

On  demande  le  moui^enient  du  point.  Ramener  le  pro^ 
hlème  à  des  quadratures  dans  le  cas  général  et  exa- 
miner le  cas  particulier  suivant  :  La  vitesse  initiale  l'o 
est  horizontale 

{g  intensité  de  la  pesanteur,  A,  [jl  e£  A  sont  positifs  et 
l'ajce  Oz  est  dirigé  en  sens  inv>erse  de  la  pesanteur). 

Dans  le  cas  particulier,  le  point  reste  sur  le  parai- 
lèle  a  ;  on  étudiera  les  diverses  circonstances  que  peut 
présenter  son  mouvement  sur  ce  parallèle. 

Epreuve  pratique.  —  La  poulie  d'une  machine 
d^ Atwood  est  formée  d'une  couronne  cylindrique  de 
I  o*^™  de  rayon  extérieur  et  de  y*"'",  a  de  raj  on  intérieur 
et  d\ine  épaisseur  de  6'"'"  reliée  à  un  moyeu  monté 
sur  l'axe  par  quatre  tiges  prismatiques  à  base  carrée 
de  6"*"*  de  côté.  On  la  regarde  comme  formée  seule- 
ment de  Ui  couronne  et  des  quatre  tiges  que,  pour  sim- 
plifier, on  considérera  comme  des  droites  homogènes 
de  même  masse.  Le  tout  est  en  cuivre  dont  le  poids 
spécifique  est  8,85.  Les  deux  poids  égaux  sont  de 
s>.oo^'  et  le  poids  additionnel  de  lo^*". 
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On  demanda  l'accélération  du  mouvement  : 
1®  En  tenant  compte  de  la  masse  de  la  poulie; 
2"  En  négligeant  cette  masse. 

On   néglige   les   résistances  passives  ^   le  poids  du 
cordon  et  la  gorge  de  la  poulie. 


GONGOIIRS  D  ADMISSION  A  l/ÉCOLE  POLYTECIIKIOLE  EN  mi 
COMPOSITION  DE  MATIIÉUATIQIJES. 

Solution  par  M.  Piiilbert  di:  PLESSiS. 


On  considère  une  sphère  (S)  de  rayon  R,  qui  a 
pour  centre  V origine  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  Oxyz\  et  un  paraboloïde  (P)  quia 
pour  plan  directeur  xOy^  et  pour  directrices:  \^  Vaxc 
Oz\  2"  la  droite  AB  définie  par  les  points  A  ef  B  dont 
les  coordonnées  x^  y^  z  sont  respect ivt ment  (11,0,  R) 
et  (a,  i,  c). 

I.  Former  les  équations  de  la  sphère  et  du  para- 
boloïde, 

II.  On  prend  un  point  M  sur  Oz^  et  les  plans  po- 
laires [S]  et  [II]  de  ce  point  par  rapport  aux  surfaces 
{S)  et  (P).  Troui^er  le  lieu  de  l* intersection  de  ces 
deux  plans  quand  M  décrit  Oz  :  déterminer  la  partie 
du  lieu  qui  est  sur  le  paraboloïde  (P). 

III.  En  supposant  AB  a  45"  sur  Oz  et  tangente  à 
la  sphère  (S)  au  point  B,  dans  le  trièdre  Qxyz^  cal- 
culer les  coordonnées  «,  b,  c  du  point  B  en  fonction 
de  R  :  déterminer  les  génératrices  du  paraboloïde  (P') 
qui  sont  tangentes  à  la  sphère  (S)  :  calculer  le  nombre 
de  centièmes  de  la  cote  c  du  point  B,  quand  R  c^f 
égal  à  1 . 
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SOLUTION  ANALYTIQUE. 

i.   Uéciualion  de  la  sphère  S  est 

Un  point  lie  la  droite  AB  a  pour  loordonuées 

R-hXa  Ib  Rh-Xc 

I-+-X  -^        n- A  I-H  A 

Une  droite  horizontale  passant  par  ce  point  et  ren- 
contrant Oz  a  pour  équations 

y  _      \h  _  R  -f-Xc 

j:~H-i-Xa'  ""     i-hX 

L'élimination  de  X  entre  ces  deux  équations  donne 
celle  du  paraboloïde  P. 

(P)        z[bx-^y{R'-a)]-'n[bx-^y(c-'a)]  =  o. 

II.  Soit  (o,  o,  II)  le  point  M.  Ses  plans  polaires  2  et  FI 
par  rapport  à  S  et  P  ont  pour  équations 

(H)        k[bx-^y(R  —  a)]  —  R  [bx  -+-7(0  — a)]  =  o. 

Le  lieu  de  rintersection  de  ces  deux  plans,  obtenu 
par  éliiniiialioii  de  A,  est  donc 

(Q)         R[l,x-hy{R  —  a)]^z[bx'^y{C'-a)]  =  o. 

C'est  un  paraboloïde  hyperbolique  Q,  passant  aussi 
parOz  et  ayant  aussi  le  plan  Oxy  comme  plan  direc- 
teur. Le  reste  de  rintersection  comprendra  donc  deux 
génératrices  parallèles  à  ce  plan. 

Or,  on  remarque  immédiatement  que  l'on  passe  de 
l'équation  (P)  à  l'équation  (Q)  par  le  simple  change- 

ment  de  z  en  —  •  Les  génératrices  horizontales  coin- 
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muiics  seront  donc  celles  pour  lesquelles 

^*=R*        ou        ^=±R, 

c'est-n-dîre  celles  ijuî  se  trouvent  dans  les  plans  tan- 
gents à  la  sphère  eu  ses  points  de  rencontre  avec  Oz. 
Cette  double  substitution  faîte  dans  Tune  des  équa- 
tions (P)  ou  (Q)  donne  les  équations  de  ces  deux  géné- 
ratrices 

*  =  ^  et  $»  =  -«' 

y  =  o  /(2a  —  R  — c)}r —  TLÔx  =  0. 

III.  Si  la  droite  ÂB  est  tangente  en  B  à  la  sphère,  los 
coordonnées  a^  b^  c  de  ce  point  B  satisfont  à  l'équation 
de  S  et  à  celle  du  plan  polaire  de  A  par  ra|>por'l  à  S,  ce 
qui  donne 

(i)  rt*H-^«-hc*=  R«, 

(-2)  a-+-c  =  R. 

En  outre,  l'angle  de  AB  et  de  O^  étant  égal  à  ^b^. 

dont  le  cosinus  est  -y=  >  on  a 

/a 

c— R  _  2_ 


ou,  en  tenant  compte  de  (i)  et  (2), 

De  là,  en  remarquant  que,  si  le  point  Best  réel,  on  a 

I/équatîon  (:i)  donne  alors 

R 
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et  Téqualion  (i),  en  rcinarquanl  rjue,  le  point  R  étant 
à  l'intérieur  de  Oxyz^  son  y  est  (Kisitif 

Remplaçant  tout  de  suite,  dans  l'expression  de  c, 
y^2  par  sa  valeur  i^  4i4?m  on  a,  pour  R  ^=  i, 

c=  -^-—  =0,29. 

Les  génératriees  de  P  langentes  à  S  sont  relliîs  dont 
la  distance  h  O  est  égale  à  R.  Pour  les  génératriees  pa- 
rallèles à  xOy^  cjue  nous  appellerons  du  premier  sys- 
tème, leurs  équations  étant  de  la  forme 

7  =  ^*^1 
leur  distance  ri  à  l'origine  est  donnée  par 

Celles  qui  sont  tangentes  à  S  sont  donc  telles  que 

On  retrouve  ainsi  les  deux  génératriees  communes  à  P 
et  à  Q. 

L'équation  (P)  donne  immédiatement,  pour  une  gé- 
nératrice du  second  système,  les  équations 

6a7H-j^(R  — a)=  XR, 

bx  -^yi^c  —  a)  =  X5, 

qu'on  peut  écrire 

XR 

^^ b_^  y^     z~K 

a  —  R  b         (c— R)/;  * 

X 

La  distance  de  celte  génératrice  à  l'origine  est  donc 
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donnée  par 

Ecrivant  que  celte  distance  d  est  égale  à  R,  chassant  le 
dénominateur  et  réduisant,  on  a 

X*-f-X»[(c  — rt)»— (a  — R)î]  — (c-  R)«6«=o, 
ou 

»-4-X»[c«— R»-4--2a(R— -c)]  — (c— R)«6«  =  o, 

ou  encore,  en  tenant  compte  d(î  (i)  et  (2), 

c'cst-à-dîre 

Cette  équation  n*a  pour  racines  réelles  que 

X=zfc6, 

qui  donnent  la  droite  AB,  ce  qui  était  évident  a  priori, 
et  sa  symétrique  par  rapport  à  Oz, 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE. 

II.  Le  plan  S  et  le  plan  n  pivotent,  Tun  autour  de 
la  droite  à  Tinfini  du  plan  xOy^  l'autre  autour  de  Oz, 
attendu  que  le  point  M  étant  sur  le  paraboloïde  P,  son 
plan  polaire  n'est  autre  que  le  plan  tangent  en  M  à  ce 
paraboloïde,  qui  contient  la  génératrice  Os.  En  outre, 
ces  plans,  qui  sont  polaires  d'un  même  point  par  rap- 
port à  deux  quadriques,  se  correspondent  homographi- 
quement.  Le  lieu  de  leur  intersection  est  donc,  d'après 
un  théorème  bien  connu  de  Cbasies,  une  quadrique 
réglée.  Et  comme,  par  construction,  les  génératrices  de 
celte  quadrique  rencontrent  Oz  (contenu  dans  le  planD) 
et  la  droite  à  Tinfini  de  xOy  (contenue  dans  le  plan  2), 
ce  ne  peut  être  qu'un  paraboloïde  hyperbolique. 
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Le  plan  fi  conliciil,  outre  Oz,  la  seconde  génératrice 
du  paraboloïde  passant  en  M,  c'est-«n-dire  la  droite  me- 
née par  M  parallèlement  à  xOj  et  rencontrant  ABen  un 
certain  point  H.  LMntersection  du  plan  II  (;t  du  plan  !S 
est  donc  la  parallèle  NK  à  MH  menée  par  le  point  N  où 
ce  plan  S  coupe  Oz  (*). 

Pour  que  cette  génératrice  NK  de  Q  soit  sur  P,  il 
faut  qu'elle  renconire  AB,  ce  qui  ne  peut  être  qu'au- 
tant qu'elle  se  confond  avec  MH,  c'est-à-dire  que  le 
point  N  se  confond  avec  le  point  M.  Cette  circonstance 
ne  se  produit  (|ue  lorsque  le  point  M  coïncide  avec  un 
des  deux  points  de  renconire  de  Oz  avec  la  sphère  S. 

III.  Considérons  une  projection  de  la  ûguro  sur  le 
plan  zOx. 

Kig.  I. 


La  droite  AB  est  à  rintersection  de  deux  cônes  équi- 
lalères  d<^  sommet  A,  l'un  ÂCD  circonscrit  à  la  sphère, 
l'autre  AOK  à  axe  vertical. 

La  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  R  coupe  ces  cônes 
suivant  les  cercles  projetés  suivant  les  droites  CI)  et  EF, 
dont  la  renco;ïtre  donne  la  projection  du  point  B,  at- 
tendu que  le  cercle  CI)  est  sur  la  sphère  S. 


(')  Les  points  M  et  N  étant  conjugués  par  rapport  à  la  sphère,  et 
la  normale  en  M  au  paraboloïde  P,  perpendiculaire  en  M  au  pian  II 
étant  orthogonale  à  la  droite  NK,  qui  est  parallèle  à  Mil,  cette  nor- 
male et  iNK  sont  deux  droite:»  conjuguées  par  rapport  à  la  sphère.  11 
résulte  de  ik  que  le  paraboloïde  Q  est  polaire  réiipnjque,  par  rap- 
port à  la  sphère  S,  du  paraboloïde  des  normale^  au  paraboloïde  P  le 
long  de  la  génératrice  Oz. 
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On  a,  dès  lors. 


a  =  HB  =  EG  =  EA  cos  4  ^'^  =  -y^^ 
ci=:On  =  OIi:cos45'*==(OA  — EA)r.os4J"  = 
et,  dans  le  cercle  projeté  suivant  CD, 


R(/^~i) 


a  =  /BD.Cli=  /EA.OE  =  /ii:A(OA-EÀ)  =  Rv//i  — i. 

Les  génératrices  du  premier  système  rencontrant  Oz 
et  étant  perpendiculaires  à  ce  diamètre  de  la  sphère  S 
ne  peuvent  être  tangentes  k  cette  sphère  que  lorsqu'elles 
passent  par  les  points  où  ce  diamètre  perce  cette  sphère. 

Dans  le  second  système,  on  a  comme  génératrice 
tangente  à  S  la  droite  AB  par  définition.  La  symétrique 
de  AB  par  rapport  à  O2,  diamètre  de  S,  est  également 

Fig.  7. 


tangente  à  cette  sphère,  et,  comme  elle  rencontre  les 
perpendiculaires  à  O2,  menées  par  les  divers  points  de 
AB,  c'est-à-dire  les  génératrices  du  premier  système 
de  P,  elle  est  aussi  une  génératrice  du  second  système 
de  ce  paraboloïde. 

Pour  voir  s'il  peut  exister  d'autres  génératrices  de  ce 
système  tangentes  à  la  sphère^  faisons  une  projection 
sur  le  second  plan  direcleur  du  paraboloïde,  c'cst-à-dirt' 
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sur  11*  plan  mené  par  Oz  parallèlemcnl  à  AB,  cl  appe- 
lons Y  I*'*  projection  commune  des  petits  cercles  de  la 
sphère  contenus  dans  les  plans  de  front  de  AB  et  A'B'. 
La  droite  projetée  au  point  I  étant  une  génératrice  du 
priMiiier  svslènie,  toutes  les  génératrices  du  second  pas- 
seront en  projection  par  ce  point  I. 

Si  la  projection  d'une  de  ces  génératrices  est  inté- 
rieure à  l'angle  BIB',  cette  génératrice  rencontre  la  géné- 
ratrice BB'  en  nn  point  situé  entre  B  et  B',  c'est-à-dire 
à  l'intérieur  de  la  splière. 

Si  la  projection  est  extérieure  à  Tangle  BIB',  comme 
IG,  par  exemple,  la  génératrice  correspondante  ren- 
contre BB'  à  rexlériein-  de  la  splière,  en  dehors  des  plans 
de  front  de  AB  et  A'B'^  donc,  le  rayon  du  petit  cercle  de 
la  sphère  contenu  dans  le  plan  de  front  de  cette  géné- 
ratrice est  inférieur  à  celui  de  y;  par  suite,  la  géné- 
ratrice IG,  extérieure  au  cercle  y,  ne  peut  être  tangente 
à  ce  petit  cercle. 

Il  résulte  de  là  que  les  seules  génératrices  du  second 
système  tangentes  à  S  sont  AB  et  A'B'. 


CO.NCOURS  irAI»IISSIO\  A  l/ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MAKLFACTLRES  EN  1898  (DEUXIÈME  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  donne  les 
points  A(jr  =  a,/  =  o),  B{x  =  Oyy  =  b)  et  l'on  considère 
une  conique  S  tangente  aux  axes  el  admettant  AB  pour  direc- 
trices : 

1"  Trouver  l'équation  du  lieu  E  du  foyer  de  S  qui  corres- 
pond à  la  directrice  AB. 

■2°  Trouver  le  lieu  E  dans  l'hypotlièse  a  =  6; 

Interprétations  des  diverses  parties  de  ce  lieu; 

Dénionstralion  i^éomélriqur. 
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3'*  Dans  riiypotluse  a  <  6,  reconnaître  que  le  lieu  E  se 
décompose  en  une  droite  cl  une  courbe  C,  et  former  l'équa- 
tion de  cette  courbe; 

Tracer  la  courbe  G  :  tangentes  au\  points  A,  B,  O;  asym- 
ptote. 

4*  Les  cordes  de  la  courbe  G,  vues  du  point  0  sous  un 
anjîle  droit,  passent  par  un  point  fixe  :  le  prouver  et  donner 
Tcquation  générale  de  ces  cordes. 

:)•*  Tracé  de  la  courbe  G  dans  l'hypothèse  a  —  ib  (b  étant 
arbitraire). 

Épure. 

Intersection  de  deux  cônes  de  résolution.  —  Les  sommel? 
des  deux  cônes  sont  situés  en  S  et  <j  sur  la  ligne  de  terre,  à 


0' 

^\^..-.« 

^^'a 

0 

i 

égale  distance  du  milieu  de  cette  ligne  (  distance  S  7  =  a4o*"). 
Le  plan  (SOt,  SO'j)  des  axes  qui  se  rencontrent  en  00'  e^l 
le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

L'axe  (SO,  SO')  fait  avec  XY  dans  l'espace  un  angle  de  jo* 
et  l'axe  (ïO,  cjC)  un  angle  de  4o"- 

Le  cône  S  est  circonscrit  à  une  sphère  de  centre  00'  cl  de 
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jo™"  de  rayon,  cl  le  cône  ^  ù  une  autre  sphère  concentrique 
à  la  précédente  et  de  70""*  de  rayon. 

On  demande  de  déterminer  les  deux  projections  de  j'intcr- 
section  de  ces  deu\  cônes,  en  ayant  soin  de  nieltre  en  évidence 
les  constructions  nécessaires  à  Tobtention  d'un  point  de  la 
courbe  et  de  la  tangente. 

Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des  points  et  tangentes 
remarquables. 

Dans  le  passage  à  Tencrc  on  figurera  seulement  en  traits 
noirs  le  solide  commun  aux  deux  surfaces.  Les  portions  enle- 
vées aux  deux  cônes  seront  figurées  en  traits  bleus. 

Cadre  de  oq  sur  4^.  La  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits 
côtés  du  cadre  et  à  •xjo'""  du  côté  inférieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Cônes  de  révolution. 
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La  Bibliothèque  mathématique  dts  tra^'ailleurs^  inlroduil  dans 
son  fonclionnemeiil  quelques  modifications  qui  Jui  ont  permis  d'a- 
l)aisser  ses  prix  d'ahonneinenl  à  i?/""  pour  un  an  et  6*^'"  pour  six  mois. 

Son  Directeur,  M.  le  L)''  ifiiLMA.XN  (4,  rue  de  la  Cure,  Paris-Au- 
leuil),  nous  fait  savoir  que  les  abonnés  des  A'ouieiles  Annales  de 
Mathèniatiqnea  pourront  bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo, 
c'est-à-dire  que,  pour  eux,  l'abonnement  annuel  ne  sera  (jue  de 
six  francs. 

Nous  lui  en  exprimons  toute  noire  reconnaissance. 

S'adresser  directement  à  M.  le  D*"  Hilmasn,  4>  ï*"^  de  la  Cure, 
J*aris-Auteuil. 
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Ma 

M.  CiiarI 

]Nous  avons  appris  trop  tard  la  trisle  nouvelle  du 
décès  de  M.  Cli.  Brîsse  pour  pouvoir  l'annoncer  dans  le 
dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales,  qui  était  déjà 
sous  presse. 

M.  Brîsse  vient  de  succomber  aux  atteintes  d'une 
longue  et  cruelle  maladie  qui,  depuis  deux  ans,  avait  eu 
raison  de  son  énergie  et  le  tenait  éloigné  de  tout  travail. 
Ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique,  où  il  fut  admis 
en  i863,  il  était  entré  de  bonne  heure  dans  l'Enseigne- 
ment, et  il  y  remplit  de  multiples  et  importantes  fonc- 
tions jusqu'à  Theure  de  sa  retraite;  c'est  là  qu'il  eut 
occasion  de  montrer  son  incomparable  puissance  de 
travail,  servie  par  une  intelligence  remarquable. 

Entré  en  1872  aux  Nouvelles  Annales,  où  il  succé- 
dait à  Bourget,  M.  Brissc  fut  rédacteur  de  ce  journal,  à 
côté  de  Gerono  d'abord,  puis  ensuite  de  M.  Rouché, 
jusqu'à  la  fin  de  1895.  Nos  lecteurs  ont  pu  apprécier  la 
valeur  du  mathématicien  que  nous  venons  de  perdre,  et 
que  beaucoup  d^entre  eux  ont  également  connu  comme 
professeur.  Ils  se  joindront  à  nous  pour  honorer  sa  mé- 
moire et  pour  exprimer  à  sa  famille  la  grande  pari  que 
nous  prenons  à  ce  deuil  si  cruel. 

Les  R^:i) acteurs. 


Ann.  de  Malliéniat.,  3'  série,  t.  XVII.  (DéiTmbrr  i^^S.)      3  | 
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DEUXIÈME  GOmCOURS  DES  «  NOUVELLES  AKNALES  ^ 
POUR  1898. 

Note  de  la  Rédaction. 

Aucune  réponse  à  la  questiou  posée  n'est  parvenue  à 
la  Réflactiou.  Exceptionnellement,  et  à  cause  de  rînlërêt 
du  sujet,  il  a  été  décidé  que  le  Concours  resterait  ouvert 
jusqu'au  i5  mars  1899,  terme  d^absoluc  rigueur.  Aucun 
Mémoire  ne  serait  admis  après  cette  date. 

[A8g] 

SUR  LE  CALCUL  DBS  RACIKES  DES  ÉQUATIONS 
PAR  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES; 

Par  m.  E.-M.  LÊMERAY. 


On  sait  depuis  longtemps  que  la  substitution  uui- 
iornie  {x^fx)  répétée  indéfiniment  peut  converger  vers 
une  racine  a  de  Téquation  a:  =/j:,  pourvu  que  x  soit 
pris  dans  un  domaine  convenable  au  voisinage  du  point- 
racine  a  et  que  fx  soit  holomorphe  en  ce  }>oiut.  Cette 
méthode  employée  dans  certains  cas  par  Euler,  Legeiidre, 
Galois  est  sans  doute  beaucoup  plus  ancienne;  c  est  une 
des  méthodes  les  plus  simples  d'approximations  succes- 
sives. Ce  qu'il  est  beaucoup  plus  difficile  de  déiermiuiT 
c*est  le  domaine  dans  lequel  on  peut  prendre  la  valeur 
initiale;   la    question    n'est  pas   encore   complètement 
résolue.  Quoiqu'il  en  soit  ce  domaine  existe  et  l'on  sait 
que  : 
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i**  Si  le  module  de  (-4^)    est  plus  petit  que  i  la 

substitution  directe  {x,fx)  converge  vers  a*, 

2°  Si  ce  module  est  plus  grand  que  i,  la  substitution 
inverse  {x^f'^x)  converge  vers  a  5 

3®  Si  le  module  de  (-4~)  est  égal  à  1  et  si  l'argu- 
ment de  cette  dérivée  est (K  et  n  premiers  entre 

eux),  il  y  a  /i  secteurs  de  convergence  par  la  substitu- 
tion directe  y  et  n  secteurs  de  convergence  par  la  substi- 
tution inverse;  ces  secteurs  alternent  entre  eux  (* );  l'on 
convient,  quand  on  effectue  la  substitution  inverse,  de 
lie  prendre  parmi  les  diverses  déterminations  de  f~^x 
que  celle  qui  est  contenue  dans  le  domaine  de  a. 

Galois  a  donné  pour  résoudre  les  équations  algé- 
briques une  méthode  d'approximations  successives  par 
les  substitutions  uniformes  (^),  dans  laquelle  on  n'a 
jamais  a  faire  que  des  opérations  rationnelles  ;  en  ce 
qui  concerne  les  équations  quelconques,  ou  peut,  dans 
le  même  ordre  dMdées,  se  proposer  de  calculer  les  racines  : 

—  en  n^ effectuant  que  des  opérations  directes,  en  appe- 
lant ainsi  celles  qui  entrent  dans  la  construction  du 
premier  membre  de  l'équation  proposée;  ou  n'aura 
jamais  ainsi  a  faire  la  substitution  inverse  (x, /"'x) 

—  en  rendant  la  convergence  plus  rapide.  La  méthode 
suivante  permet  d'y  parvenir;  pour  plus  de  simplicité 
je  me  borne  au  cas  où  la  racine  a  est  réelle;  dans  ce 
cas,  si  l'on  a 


<i, 


(»)  C.  Tî.,  16  novembre  1896  et  3o  juin  1897.  A^.  A.^  juillet  1897, 
février  1898, 
(')  Galois,  Œuvres  mathématiques. 
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la  subslilutioii  directe  converge  vers  a,  par  des  valeurs 
croissanles,  si  Ton  prend  a:  <  a,  par  des  valeurs  décrois- 
santes si  l'on  prend  x>  ol. 
Si  Ton  a 

-'<(fi).<-. 

la  substitution  directe  converge  vers  a  par  des  valeurs 
alternativement  plus  grandes  et  plus  petites. 

Dans  les  deux  cas  la  convergence  est  très  lento  si  la 
dérivée  en  a  est  voisine  de  i  ou  de  —  i^  plus  rapide  si 
cette  dérivée  est  voisine  de  o. 

Soit  à  résoudre  l'équation 

F(a?)  =  o; 
posons 

on  est  ramené  à 

(I)  A  =  ^• 

Pour  obtenir  une  convergence  assez  rapide  par  une 

substitution  directe  quelle  que  soit  (  -^— )  '  î'  suffit  de 

remplacer  la  fonction /a:  par  une  autre  o(x)  telle  que 
l'équation   <p(x)  ==  x    admette    la    même  racine  a   et 

que  (  — ~ — -j    soit  aussi  voisine  de  o  que  possible. 

Soient  tti  et  a2  deux  valeurs  approchées  de  la  rarinea 
de  (i);  Tune  par  excès,  l'autre  par  défaut,  et  ^i,  pj  les 

valeurs  de  (j^)      et  de  (  j^J    »  *<>>*•  *  la  moyenne 

-  -— ;  cette  moyenne  est  une  valeur  approchée  de 

Cela  posé  considérons  l'équation 

o{x)=z  T  -\-  h(x  —  fx)y 
où  h  est  indéterminé. 
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Pour  j['  ^=  a,  on  a 

o(  a)  =  a, 

puisque  x  —  fx  devient  nul;  elle  admet  donc  la  même 
racine  a. 
On  a 


"-r»-*' 


et 


(^-ro.— *<-"'• 


Si  l'on  connaissait  K,  on  déterminerait  h  de  manière  que 
cette  expression  fut  nulle;  elle  sera  assez  voisine  de  o, 
si  Ton  fait 

k      \ 

et  la  substitution  directe  x,  ojc,  c'est-à-dire 

X,    x-\-        —{x  —  fx), 

K    —  I 

converge  vers  a. 
Soit  à  résoudre 

(/•!)'=  ^. 

Cette  équation  admet  les  deux  racines  réelles  a  et  4  ;  on  a 

Soient  1,7  et  2,2  deux  valeurs  approchées  de  la  pre- 
mière; en  partant  de  1,7,  la  substitution  Xyfx  nous 
donne 

/r=F(i,7)  =  v^*'''  =  i,8ou5..   » 

/«a7= /.*'""=  1,8678..., 

px^)/i         =1,9104..., 

-.                 /-1,910V                 _ 
f^X=}/'K  =1,9390 
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Appliquons  mainlenanl  la  méthode  pennettanl  d'obte- 
nir une  convergence  plus  rapide.  On  a 

P.=  /ï'''î^=o,6a46..."        p.=  /î*''î^=  0,7428..., 

;t=Pi+l!=  0,6817, 

d'où 

—  -.  =3,161. 

i  — A: 
Ou  aura  à  faire  la  substitution 

a?,    a?-+- 3.161  x(/r  — a?). 
Eu  partaut  de  la  même  valeur  x  =  i ,  7,  ou  a 
?  (^)=  1, 7-+-3, 161(1, 8025— 1,7)  =  2, 024, 
ç«(a7)  =  2,024  H-  3,i6i(v/2*'"*—  2,024)  =  i,99V- 

Ainsi,  taudis  que  {x^fx)  nous  donne  après  quati-e 
substitutions  i  ,989  avec  une  erreur  plus  grande  que  o,o4, 
(07)  <fx)  nous  donne  après  deux  substitutions  seule- 
ment 1,9927  avec  une  erreur  plus  petite  que  0,01;  il 
est  vrai  qu'alors  les  substitutions  sont  un  peu  plus 
longues  à  calculer  ('). 

Cette  méthode  est  moins  convergente  que  celle  de 
Newton  comme  le  font  ressortir  les  deux  Cgures  sui- 
vantes-, la  Jig.  I  représente  la  méthode  ci-dessus 
exposée,  \dLfig,  2  représente  celle  de  Newton  appliquée 
au  cas  qui  nous  occupe.  Dans  le  premier  cas,  nous  me- 
nons par  les  points  successivement  obtenus  M|,  M2)  •**) 
des  parallèles  à  OX,  ayant  par  suite  un  seul  point  com- 
mun avec  la  courbe  y  ^=^fx  ;  dans  le  second  nous  menons 


(*)  Cette  augmentation  de  calculs  est  indépendante  du  coefficient 
angulaire,  tandis  que  la  lenteur  de  la  convergence  de  (x,/^)*° 
dépend. 
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des  langciUes  à  celle  courbe,  aiyanil  deux  poiuls  com- 
muns avec  elle.  Plus  généralemenl,  comme  Ta  remarqué 
M.  Laisanl  (^),  on  pourrail  faire  passer  par  ces  points  des 

Fig.  I.  Fig.  7. 


courbes  ayant  avec/x  unconiacl  dWdre  plus  élevé,  et 
la  convergence  serait  d'autant  plus  rapide  ;  mais  alors  les 
calculs  sont  plus  compliqués  pour  chaque  substitution  ;  et 
il  est  bien  difficile  de  dire  a  priori  quelle  que  soit  la 
nature  de  l'équation,  laquelle  de  ces  méthodes  permet- 
trait d'arriver  à  une  valeur  approchée  avec  un  minimum 
de  calculs  à  eflectuer  au  total.  Nous  n'avons  pas  eu  d'ail- 
leurs l'intention  de  proposer  une  nouvelle  méthode 
d'approximation,  mais  seulement  de  montrer  qu'il  en 
existe  d'assez  convergentes  n'exigeant  que  des  opéra- 
tions directes. 


[D8] 

sun  mi  BXTBKSiON  duke  formule  de  m.  LÉAUTÉ: 

Par  m.  KARAGIANNIDÈS. 


Considérons  une  aire  S  que  nous  pouvons  supposer, 
pour  Gxer  les  idées,  simplement  connexe,  dont  le  con- 


(')  .-1.  F.  A.  S.,  Bordeaux,  189Î. 
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tour  soîl  continu  et  ne  puisse  être  coupé  par  une  droite 
en  plus  de  deux  points.  Si  ce  contour  était  d'une  nature 
plus  complexe,  on  pourrait  décomposer  la  région  S  eu 
plusieurs  autres  dont  chacune  satisfasse  à  ces  conditions. 
Cela  j)osé,  nous  pouvons  former  une  suite  de  poly- 
nômes P/«,«(x,  y)  de  degré  m  en  x  et  n  en  j^  possédaut 
les  trois  propriétéssuivantes  :  on  a,  quels  que  soient  les 
entiers  positifs  ou  nuls  p  al  q  : 

1"  I%,o  =  I  ; 

3«  JJ  Vp^^dxdy  =  o,         (/>»-+- ^*>o); 

l'intégrale  double  étant  étendue  à  Taire  S^  celle  der- 
nière condition  signifie  que  la  valeur  moyenne  de  Pp^g 
dans  S  est  nulle,  La  valeur  moynnne  de  Po,o  t^st  évî- 
demuient  i . 

En  effet,  de  la  seconde  condition  il  résulte  aiséuieni 

^p,i=  f   ^P-i,qi^,y)d^-^  f  ^P,q-ii^o,r)dy'i'C, 

pour  ^  =  o,  i,  2,  . . .,  005  ^  =:  o,  1,  a,  . . .,  00;  G  est 
une  constante  qu'on  déterminera  par  la  troisième  con- 
dition. 

Ainsi,  en  ayant  égard  à  la  première  condition,  on  dé- 
terminera complètement  les  polynômes  P  en  opérant 
successivement. 

Appelons  maiul('nant/'(x,  j  )  un  polynôme  de  degré  tu 
en  X  et  [x  en  j  .  Désignons  par  |  moy.  ^(Xyj)\  la  valeur 
moyenne  d'une  fonction  o(.i,  j)  dans  Taire  S.  On  aura 


l/(^,r)=|moy./(2;,7)|-f-I\, 

'M  «  àf\  ^  d'n-^nf 

car,  en  écrivant  le  polynôme  inconnu /(x,  y)  sous  la 


f)m-hnj'   I 
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forme 

/(^»  y  )  =  «0,0  Po,o  -+-  «1,0  Pi.o  +  ao,t  Po.i  -+-...+  «m,/»  P//i.«, 

où  Po,o,  Pi,o»  1*0,1  j  •••>  P/îi,«  sont  les  |>oljriiomes  cjue 
uoiis  venons  de  définir,  Ao,0)  ^1,09  ^0,1  y  •  *'9^m,n  des  con- 
stantes, on  déterminera  ces  constantes  en  prenant  suc- 
cessivement les  valeurs  moyennes  des  deux  membres 

de/(x,  j),  ~->  ^7  •••>  dans  Taire  S  et  en  ayant  égard 

aux  conditions  auxquelles  satisfont  les  polynômes  P. 
C'est  le  développement  (1)  qui  constitue  la  généralisa- 
tion de  la  i)elle  et  intéressante  formule  de  M.  I^éaulé 
pourii/i6  5ei//e  variable  (Comptes  rendus,  1 4  juin  1880; 
Journal  de  Lious^ille,  juin  1881;  Cours  d' Analyse  k 
TEcole  Centrale,  par  M.  Appell,  p.  a  16). 

On  peut,  dans  ceilains  cas,  appliquer  la  formule  (i) 
au  développement  d'une  fonction  f{x^  j)  autre  qu'un 
polynôme,  quand  on  connait  les  valeurs  moyennes  de 
cette  fonction  et  de  ses  dérivées  dans  l'aire  S.  Le  second 
membre  de  la  formule  (1)  est  alors  une  série.  Mais  le 
développement  n'est  légitime  que  pour  des  fonctions 
spéciales /(j:,j')  qu'il  serait  intéressant  de  caractériser, 
comme  l'a  fait  Halphen  pour  les  fonctions  d'une  variable 
auxquelles  s'applique  le  développement  de  M.  Léauté. 


[M'5oy] 

SUR  LES  GOXI0UE8  QUI  SO^T  LES  PHOJECTIOXS 
m\l  CUBIQUE  GAUCHE; 

Par  m.  Cii.  BIOGHE. 


1.  Si  Ton  projette  une  cubique  gauche  sur  un  plan, 
en  prenant  pour  centres  de  projection  des  points  de 


(  54a) 
celte  cubique,  on  obtient  des  coniques  qui  forment  un 
système  dépendant  d'un  seul  paramètre.  Ces  coniques 
sont  circonscrites  au  triangle  formé  par  les  points  d'in- 
tersection de  la  cubique  et  du  plan.  On  voit  immédia* 
tement  : 

t*'  Qu'il  y  a  deux  coniques  du  système  passant  par 
un  point;  ce  sont  les  traces  des  cônes  ayant  pour  som- 
mets les  extramités  de  la  corde  de  la  cubique  qui  passe 
par  ce  point; 

2°  Qu'il  y  a  quatre  coniques  tangentes  à  une  droite 
du  plan  ;  car,  par  une  droite,  on  peut  mener  quatre  plans 
tangents  à  une  cubique  gauche,  et  les  points  où  ces    • 
plans  coupent  la  courbe  sont  les  sommets  des  cônes 
dont  les  traces  sont  tangentes  à  la  droite  considérée. 

En  cherchant  une  définition  de  ce  système  de  co- 
niques, qui  ne  fasse  pas  intervenir  d*élémcnts  hors  du 
plan,  j'ai  été  conduit  à  considérer  des  éléments  que  je 
vais  définir.   ^ 

2.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  Ton  mène  à  une 
conique  S,  circonscrite  à  ce  triangle,  les  tangentes  ayant 
pour  points  de  contact  A,  B,  C,  les  points  A',  B',  C  où 
ces  tangentes  coupent  les  côtés  du  triangle  sont  sur  une 
droite  A  qu'on  peut  appeler  la  droite  de  Pascal  corres- 
pondant à  la  conique. 

Réciproquement,  à  toute  droite  A  correspond  une 
conique  circonscrite  à  ABC,  dont  A  est  la  droite  de 
Pascal.  Si  la  droite  A  a  pour  équation 

aXH-pYH-YZ  =  o, 

le  triangle  ABC  étant  pris  pour  triangle  de  référence,  la 
conique  S  a  pour  équation 

YZ       ZX       XY 

a  p  Y 
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3.  De  même,  si  Ton  joint  les  sommets  du  triangle  ABC 
aux  points  où  une  conique  S,  inscrite  dans  le  triangle, 
touche  les  côtés  opposés,  les  droites  ainsi  obtenues  con- 
courent en  un  point  P  qu'on  peut  appeler  le  point  de 
Brianchon  correspondant  à  la  conique. 

Réciproquement,  à] tout  point  P  correspond  une  co- 
nique inscrite  a  ABC,  dont  P  est  le  point  de  Brianchon. 
Si  P  a  pour  coordonnées  a,  P,  v,  la  conique  S  a  pour 
équation  ponctuelle 


x« 

Y« 

z« 

YZ 

zx 

XY 

__ 

4- 

"TTZ 

H r  — 

^-fi— 

—  *2  — — 

—  a  —5- 

=  O 

a» 

P* 

T« 

Py 

Y* 

«P 

et  pour  équation  tangeutielle 

«  ?  T 

4.  Soit  maintenant  un  faisceau  de  coniques  circon- 
scrites à  ÂBC  : 

(A  -h  X  A')YZ  +  (B  -h  XB')ZX  4-  (G  -h  XC')XY  =  o; 
pour  qu'une  droite 

soit  droite  de  Pascal  d'une  conique  du  faisceau,  il  faut 
que  Ton  ait  pour  une  valeur  de  X 

a( A  -h  X  A')  =  P(B  -t-  X B')  =  w(G  -+-  XC). 

Si  l'on  désigne  par  [jl  la  valeur  commune  de  ces  expres- 
sions, et  si  l'on  élimine  X  et  [x  entre  les  trois  équations 
ainsi  obtenues,  on  a  Téqualion  tangentidle  de  Tenve- 
loppe  des  droites  de  Pascal  correspondant  aux  coniques 

du  faisceau 

Xu    A'  w     I 

Bp     BV     I      =0. 

G  w    C  iv 
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(iclle  enveloppe  est  une  conique  inscrite  dans  le 
triangle  et  le  point  de  Brianchon  correspondant  a  ses 
coordonnées  déterminées  par  les  équations 

(BC-  CB')x  =  (CV--  AC')y  ==  (XW ^  B\')z, 

On  obtient  précisément  les  nicnies  valeurs  de  JC,  ^,  z 
en  cherchant  la  solution  commune  aux  équations 
AYZ-hBZX-+-GXY=o, 
A'YZh-B'ZX-+-G'XY  =  o, 

pour  laquelle  aucune  des  coordonnées  nVst  nulle. 

Donc,  les  droites  de  Pascal  des  coniques  qui  sont  cir- 
conscrites à  ABC  et  qui  passent  par  un  point  D  en^^e- 
loppent  une  conique  inscrite  dans  ABC  et  ayant  pour 
point  de  Brianchon  le  point  D. 

5.  On  peut  déduire  de  là  une  construction  simple 
du  quatrième  point  d'intersection  de  deux  coniques  cir- 
conscrites 21  un  triangle  ABC,  ces  coniques  étant  définie» 
par  leurs  droites  de  Pascal  A,  A'.  Il  suffit  de  déterminer 
le  point  D  de  Brianchon  correspondant  à  la  conique 
qui  est  inscrite  dans  le  triangle  et  touche  A  et  A'. 

Il  est  facile  d'obtenir  les  propriétés  corrélatives  des 
précédentes. 

6.  Considérons  maintenant  les  coniques,  projections 
d'une  cubique  gauche.  Les  tangentes  en  B  et  C  à  une 
conique  du  système  se  correspondent  homographique- 
ment;  car  le  sommet  d'un  cène  contenant  la  cubique 
correspond  homographiquement  à  chacune  de  ces  tan- 
gentes. Donc  les  traces  B'  et  C  des  tangentes  sur  les 
(  ôtés  opposés  déterminent  sur  ceux-ci  des  divisions  ho- 
mographiques.  D'autre  part,  le  point  A  est  son  propre 
homulogue;  par  suite  B'C,  qui  n'est  autre  que  la  droite 
de  Pascal,  passe  par  un  point  fixe  to. 
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On  peut  remarquer  que  si  le  centre  de  projection  se 
rapproclic  de  B,  par  exemple,  la  trace  BB'  du  plan  tan- 
gent à  ce  cône  a  pour  position  limite  la  trace  du  plan 
osculateur,  et  lorsque  le  centre  de  projection  est  en  B, 
la  droite  CC  se  confond  avec  CB.  Donc  la  droite  de 
Pascal  a  même  position  limite  que  BB'  et  le  point  (>>  est 
sur  les  traces  des  plans  osculateurs  en  ABC  à  la  cu- 
bique. Il  résulte  de  la  que  : 

Les  projections  d'une  cubique  gauche  sont  des  co- 
niques circonscrites  à  un  triangle  telles  que  les  droites 
de  Pascal  contes  pondantes  passent  par  un  point  fixe, 

7.  Si  l'on  se  donne  un  système  de  coniques  possédant 
les  propriétés  précédentes,  il  y  a  une  infinité  de  eu* 
biques  admettant  ces  coniques  comme  projections;  pour 
préciser  le  degré  d'indétermination ,  je  vais  montrer  que 
par  deux  points  il  passe  deux  de  ces  cubiques. 

Deux  coniques  S,,  S21  projections  d'une  cid)ique,  se 
coupent  aux  points  A,  B,  C,  traces  de  la  cubique  sur  le 
plan,  et  en  un  point  D,  trace  de  la  ligne  des  sommets 
des  cônes  projetants.  J'ai  montré  que  ce  point  D  était  le 
point  de  Brianchon  d'une  conique  S  inscrite  dans  ABC 
et  admettant  pour  tangentes  les  droites  de  Pascal  de  S| 
et  Sa. 

Par  suite,  si  Ton  suppose  donnés  le  triangle  AB(^  et 
le  point  (1),  on  peut  prendre  arbitrairement  deux 
points  0|,  Oi\  la  trace  D  de  0|  O^  sur  le  plan  ABC 
détermine  une  conique  S  avant  D  pour  point  de  Brian- 
chon. Les  deux  tangentes  menées  de  co  a  S  peuvent  être 
prises  comme  droites  de  Pascal  de  deux  coniques  S4,  Sa- 
Les  cubiques,  intersections  des  cônes  0«  S| ,  O^  Sa  ou  des 
cônes  O1S2,  OaSi,  ont  pour  projections  le  sjslènie  des 
coniques  qui  sont  circonscrites  à  ABC  et  dont  les  droites 
de  Pascal  passent  par  isi. 
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8.  Si  Jeux  sommets  du  triangle  ABC  étaient  imagi- 
naires, on  pourrail  cependant  construire  facilement  la 
droite  de  Pascal  corres|>ODdant  à  une  conique.  Suppo- 
sons c|ue  Â  soit  le  point  réel;  1<»  point  A'  où  la  tangente 
en  A  coupe  BC  est  un  point  de  la  droite  de  Pascal;  de 
plus,  si  P  est  le  pôle  de  BC  par  rapport  à  U  conique,  le 
côté  BC  et  la  droite  de  Pascal  divisent  harmonique- 
nient  AP,  car  ces  trois  droites  sont  les  diagonales  du 
quadrilatère  complet  formé  par  AB,  AC,  BB',  CC. 

9.  D'ailleurs,  on  peut  donner  une  autre  propriété 
caractéristique  du  système  des  coniques  considérées.  En 
se  reportant  à  la  démonstration  faite  pour  établir  que 
la  droite  de  Pascal  passe  par  un  point  fixe,  on  voit  que 
le  lieu  du  pôle  de  BC  par  rapport  aux  coniques  du  sys- 
tème est  une  conique  passant  par  ABC  et  admettant  (o 
pour  pôle  de  BC.  Donc,  on  peut  dire  que  : 

Les  projections  d'une  cubique  gauche  sont  des  co- 
niques circonscrites  à  un  triangle  et  telles  que  le  lieu 
du  pôle  d'un  côté  par  rapport  à  ces  coniques  soit  une 
conique  circonscrite  au  triangle, 

10.  Cette  propriété  donne  des  conditions  sous  forme 
très  simple  dans  certains  cas;  par  exemple,  si  Ton  con- 
sidère un  système  de  cercles  passant  par  un  point  A,  la 
condition  nécessaire  et  suffisauie  pour  que  ces  cercles 
soient  les  projections  d'une  cubique  gauche  est  que 
leurs  centres  soient  sur  un  cercle  passant  par  A.  Le 
centre  de  ce  dernier  cercle  est  le  point  d^intersection  des 
plans  osculaleurs  en  A,  B,  C  à  toute  cubique  admettanl 
comme  projections  les  cercles  du  syslciiie. 
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[Q4a] 

RK«AR«III!  SUR  LAPPLICATION  DE  LA  LOGI(|IIE 
A  LA  THÉORIE  DES  RÉGIONS; 

Par  m.  DUMONT. 


On  sait  que  la  ihéorie  du  syllogisme  donnée  par 
Euler  {Voir  Javet,  Cours  de  Philosophie)  repose  sur  la 
possibilité,  trois  propriétés  A,  B,  C  étant  données,  qu'un 
objet  peut  posséder  ou  ne  pas  posséder,  de  représenter 
par  des  cercles  tracés  dans  un  même  plan  tous  les  cas 
possibles. 

Mais  si,  généralisant  et  considérant  un  nombre  quel- 
conque de  propriétés,  on  cherche  une  représentation 
complète  des  cas,  on  voit  que  le  cercle  ne  suflSt  plus.  En 
effet,  d'après  une  formule  donnée  par  Steiner,  le  nombre 
maximum  de  régions  déterminées  dans  un  plan  par 
n  cercles  est 

2-f-/l(/l  — l), 

parmi  lesquelles  une  est  infinie.  Or,  le  nombre  des  cas 
possibles,  étant  données  //  propriétés  A,  B,  . . .  indé- 
pendantes lés  unes  des  autres  est  évidemment  2";  de 
sorte  que,  dès  que  h  atteint  4 7  ^^  nombre  maximum  des 
régions  est  inTéheur  au  nombre  des  cas.  Pour  /i  =  4)  1^ 
différence  est  2  ;  pour  /z  =  5,  elle  est  10. 

Si  Ton  considère  l'espace  à  trois  dimensions  et,  dans 
cet  espace,  des  sphères,  on  aura  une  représentation 
complète  pour  le  cas  de  /i  =  4  ;  le  nombre  maximum  des 
régions  est,  en  effet,  dans  ce  cas,  d'après  Steiner 

n{n  —  \){n  —  2) 
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Pour  /i  =  4>  îl  <îsl  donc  i6.  Mais,  dos  que  n  dépasse4, 
la  rcpréscnlalion  est  iiicoinplèlc.  Pour  /i=  5  par  exemple, 
le  nombre  maximum  des  régions  csi  3o,  tandis  que  celui 
des  cas  est  32. 

Si,  au  lieu  de  la  circonférence  ou  de  la  sphère,  on 
emploie  la  droite  ou  le  plan,  la  représentation  complète 
cesse  plus  tôt.  Ainsi,  3  droites  dans  le  plan  ne  donnent 
que  7  régions,  et  4  plans  dans  l'espace  que  i5  régions. 

Mais,  d'après  la  formule  donnée  par  M.  Cahen  (voir 
Noiixf  tilles  Annales  y  décembre  1897),  la  représentation 
(si  toutefois  cette  expression  peut  s'employer  ici)  est 
toujours  possible  dans  les  espaces  supérieurs.  Lic  nombre 
des  régions  déterminées  dans  un  espace  à  p  dimensions 
par  n  variétés  à  /)  —  1  dimensions  est,  en  elîet, 

n{n  ~  \). ,  ,{n  —  p  -\-  \) 
1.2. ..p 
/t(/i  —  i)..  .(/i  -    p -f-a)  n 

+   -^^ 7 -. ^ -+>...-+•  -  -4-1, 

et  ce  nombre  est  égal  à  2''  sî  n  est  ^p. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  n  propriétés,  il  suffira  d'avoir 
recours  h  l'espace  à  n  dimensions. 

11  est  probable  que  les  variétés  analogues  à  la  circon- 
férence et  «1  la  sphère  permettraient  de  se  conteuLcr 
d'un  espace  k  n  —  1  dimensions. 


CORRESPONDANCE. 


p. -H.  SchOUte.  —  Sur  un  théorème  de  M.  G.  Gallucci. 

M.  G.  Gallucci  a  cléinoiUn'î  (A'.  A.j  p.  74;  1898),  d'une  ma- 
nière c'lé};anlc,  le  théorème  suivant  : 

Deux  tangentes  quelconques  d'une  conique  à  centre  et 
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les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  ces  tangentes 
touchent  une  autre  conique. 
Voici  une  démonstration  plus  simpie  de  ce  théorème  : 
Du  point  d'intersection  des  deux  tangentes  comme  centre, 
décrivons  une  circonférence  de  cercle  coupant  sous  des  angles 
droits  le  cercle,  lieu  des  projections  des  foyers  sur  toutes  les 
tangentes.  Alors  les  projections  des  foyers  sur  une  quelconque 
des  deux  tangentes  sont  évidemment  des  points  conjugués  par 
rapport  au  premier  cercle.  Donc  les  deux  triangles  à  un  som- 
met situé  à  rinfini,  formés  par  une  quelconque  des  deux  tan- 
gentes  et  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  foyers,  sont 
des  triangles  polaires  de  ce  cercle.  Donc  les  six  côtés  des  deux 
triangles  enveloppent  une  autre  conique  et  les  six  sommets  de 
ces  deux  triangles  se  trouvent  sur  une  troisième  conique,  etc. 
iV.  B,  —  On  remarque  aisément  que  la  série  doublement 
infînie  des  coniques,  dont  les  six  côtés  des  couples  de  triangles 
sont  les  tangentes,  ne  contient  que  des  coniques  concentriques 
à  la  conique  donnée  et  admet  pour  cercle  orthoptique  commun 
le  cercle,  lieu  des  projections  des  foyers  de  la  conique  donnée 
sur  ses  tangentes. 


CERTIFICATS  DÉTVDBS  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION   DE  JUILLET  1898.  -  COMPOSITIONS. 


Caen. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 
I.  Étant  donné  le  système  différentiel  orthonome 
du  d^u  f  du\ 

trouver  toutes  les  formes  de  la  fraction  cp  qui  rendent 

ce  système  passif,  et,  dans  ce  cas,  indiquer  le  nombre 
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et  Informe  des  éléments  arbitraires  dont  dépend  l'in- 
tégrale générale. 

En  (liBerentiaiil  deux  fois  la  première  équation  par 
rapport  à  j ',  une  fois  la  seconde  par  rapport  à  a:  et  éga- 
lant les  résultats,  on  a 


do        ,  ^  do        /        du\    d(& 

dx       ^         -^  ^  du       V         dy  J      du 


Cette  équation,  qui  doit  être  satisfaite  eu  regardant 
x^  J'y  M,  -r-  comme  des  variables  indépendantes  a  pour 
înlégrale 

?  =  ('-.:^)n^.^ — ^ — )• 

Quand  le  système  est  passif,  son  intégrale  générale 
dépend  de  deux  constantes  arbitraires. 

II.  Etant  donné  un  système  ftaxes  rectangulaires 
OlLYZé  ,dé  ter  miner  ton/ es  les  surfaces  réglées  S,  dont 
les  génératrices  rencontrent  OZ  et  tel/es  que  leurs  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  projettent  sur  OXY 
suii^ant  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales. 

Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  d'un  système  aieiil 
leurs  tangentes  parallèles  à  OXY  et,  par  suite,  soient 
contenues  dans  des  plans  parallèles  à  OXY  sur  chacun 
desquels  le  plan  tangent  S  fait  un  angle  constant  avec 
OZ.  Or,  si  les  génératrices  de  S  coupent  OZ  en  des 
points  différents,  le  plan  tangent  en  ces  points  contient 
OZ  et  S  est  cyliiidri(jue  :  on  n'échappe  à  cette  conclu- 
sion que  si  tontes  les  génératrices  coupent  OZ  au  même 
point  :  S  est  un  cône  et  Ton  voit  aisément  qu'il  est  de 
révolution. 


(  35i   ) 

Épbeuve  pratique.  —  Etant  donnée  V équation 

à^u        ,  ^  du       du 

H- (a?  —  i)  -r h-r \-xu  =  o^ 


àx  Ojr  âx        ày 

déterminer  l'intégrale  telle  que^  si  on  la  développe 
sni%f4Uit  la  série  de  Maclaurin,  les  termes  qui  ne  con^ 
tiennent  pas  à  la  fois  x  et  y  aient  pour  somme 
cosx-hsiny.  On  remarquera  que  l'équation  peut 
s'écrire 

à  [du      .  ^   ^      au      ,  . 

Intégrant,  on  détermine  les  fonctions  arbitraires  en 
faisant  a:  ou  j^  nuls,  et  Ton  trouve 

u  r-^e^^-'^y    co9>x  —  e-^l—- —  )  1 

[X  cosy-T-  (7. — x)siny  i      1 

T*  —  7.  .T  H-  a  X  —  I  J 

MÉCANIQUE. 

1.  Un' point  M,  de  masse  i,  glisse  sans  frottement 
sur  la  surface  représentée,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, par  les  équations 

X  =  ucosv^        y  =  us\nvy        z  =  F{v); 

il  est  attiré  vers  OZ  par  une  force  lu^a,  lù  et  a  dési- 
gnant des  constantes.  Former  les  équations  générales 
du  mouvement.  Déterminer  la  fonction  F  de  telle 
sorte  que,  pour  un  cas  particulier  de  ce  mouy^ement 
on  puisse  auoir  m=  awf  ;  indiquer,  dans  ce  cas,  la 
forme  de  la  surface  et  de  la  trajectoire. 

Une  des  équations  de  Lagrange  cl  Tintégrale  des 
forces  vives  donnent 


" —    Mt)'*  =rz  ■ 


aw«,         w'M-  [  M'-h  F'«(p)]y'«  =  k  —  2acD«M. 
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Sî  Ton  a  u  =  atj^,  la  première  donne  v^'^  =  7  *^^  ^^^ 
lire  aisément  de  Pintégrale  des  forces  vives 

4  4v/3 

La  surface  est  un  conoïde  dont  on  voit  la  forme  en 
cherchant  sa  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  autour 
deOZ. 

II.  Soit  S  un  cube  homogène  dont  chaque  arête  est 
égale  àia.  On  demande  de  former  V  équation  de  l  el- 
lipsoïde d'inertie  relatif  à  l'un  des  sommets  O,  en  pre- 
nant pour  axes  coordonnés  les  trois  arêtes  qui  abou- 
tissent à  ce  sommet  :  axes  principaux  et  moments 
principaux  en  ce  point. 

Le  cube,  d'abord  en  repos,  peut  tourner  librement 
autour  du  point  O,  qui  est  fixe  :  il  reçoit  une  percussion 

parallèle  à  OX  en  un  point  de  coordonnées  O,  fl,  r  a. 

Déterminer  le  mouvement  de  S  après  le  choc  et  dans 
la  suite  des  temps  en  supposant  qu  aucune  force  exté- 
rieure n'agisse  sur  lui. 

Équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie 

-  Ma*(x^-hy*-i-  z^)  —  iMa'^(yz  -^  zx-\-xy)  =  i. 

Prenons  les  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  OX,  OY,  OZ. 


Ma»  (3^0  —  qo—roj  =0, 
Ma*  (-  qo  —  ro—pA  =  3«P| 
«M  3  ro—pQ—qoj  =—aP. 


M 


_    3      P  8      P 

^^-û  Sr^'        ^«  =  77  M^' 
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S  prend  ensuite  un  inouvemenl  de  Poînsot  correspon- 
dant au  cas  où  deux  des  moments  principaux  sont  égaux. 

Épreuve  pratique.  —  Sur  une  circonférence  de  a™ 
de  rayon,  située  dans  un  plan  vertical,  se  meut  un 
point  pesant  M  de  telle  sorte  que  le  carré  de  sa  vitesse 
au  point  le  plus  bas  soit  double  du  carré  de  la  vitesse 
au  point  le  plus  haut.  Calculer,  i  o',  oi  près,  le  temps 
que  met  M  à  parcourir  la  circonférence.  On  néglige 
les  résistances  passii^es  et  Von  prend  g  égal  à  9"*^  809. 


— --  =1',  18. 


Toulouse. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnée  une  courbe  C, 
on  demande  de  déterminer  ses  développées,  c'est- 
à-dire  les  courbes  dont  les  tangentes  sont  normales  à 
la  courbe  C  5  cas  oà  cette  dernière  est  plane, 

II.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 
cos'ar 


i 


L.     (14- a:»)» 


dx. 


III.  Démontrer  que  l'hyperbole  H,  définie  en  coor- 
données cartésiennes  par  les  équations 


a;-4-j^  =  o,       yz=iy 


est  une  courbe  caractéristique  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre 

z  -h  px  -h  qy  —  I  ^pqx'^y^  =  o, 
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àx 


ou  p  et  q  désignent,  suivant  l'usage  y   les  dérivées  ^ 


et  —  9  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  ety^ 

de  la  fonction  z.  Etablir  que  les  surfaces  intégrales 
de  cette  équation  qui  passent  par  H  sont  inscrites  le 
long  de  cette  hyperbole  dans  un  même  cylindre  dont 
on  demande  l'équation. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  courbe  re- 
présentée en  coordonnées  rectangulaires  par  V équa- 
tion 

a.3_4_jr3  =5  axy. 

Cette  courbe  présente  une  boucle  et  une  branche 
infinie. 

Calculer  l'aire  de  la  boucle. 

Calculer  l'aire  comprise  entre  la  branche  infinie  et 
son  asymptote. 

Considérant  la  boucle  comme  la  section  droite  d 'un 

cylindre,  calculer  lei^olumede  la  portion  de  cylindre 

comprise  entre  le  plan  des  xy  et  le  paraboloïde  qui  a 

pour  équation 

az  =^  xy 

en  coordonnées  rectangulaires. 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  En  supposant  connues  les 
équations  générales  du  mouvement  des  systèmes  sous 
la  forme  que  leur  a  données  Lagrange,  savoir 

on  demande  d'indiquer  sommairement  la  marche  à 
suivre  pour  arriver  à  la  forme  hamiltonienne  ou  ca- 
nonique, dans  le  cas  où  cette  forme  peut  être  obtenue. 
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Montrer  que  la  solution  de  tout  problème  de  Dy-- 
namique  dépend,    dans  ce   cas,  de  la   connaissance 
d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  déri~ 
^ées  partielles  du  premier  ordre, 

II.  Montrer  qu'une  parabole  du  second  degré  est  une 
courbe  brachistochrone  pour  une  force  constante,  ré- 
pulsis^e,  émanant  du  foyer. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  le  moment  d* inertie 
d'un  cylindre  homogène  circulaire  droit,  relatii^e- 
ment  à  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe.  On  donne 
le  rayon  de  base  du  cylindrcW^  la  hauteur  H,  la  den- 
sité p. 

La  droite  est  située  à  une  distance  a  de  l'axe  et  à 
une  distance  b  de  l'une  des  bases. 

MÉGANIQUE  APPLIQUÉE. 

Épreuve  écrite,  —  I.  Aie ihod es  générales  de  trans- 
mission des  rotations  uniformes  entre  deux  axes 
quelconques  par  le  contact  de  deux  surfaces. 

Construction  générale  des  engrenages  à  roulement. 
Engrenages  de  TFhite, 

II.  Un  plan  mobile  Q  glisse  sur  un  plan  fixe  P  de 
façon  que  deux  droites  du  plan  Q  restent  constam- 
ment tangentes  à  deux  cercles  du  plan  P. 

1®  Troui^er  les  deux  roulettes; 

2°  Montrer  que  toute  droite  du  plan  Q  enveloppe 
un  cercle  du  plan  P  ; 

3^  Montrer  que  le  mouvement  du  plan  Ç^peut,  d\ine 
infinité  de  façons,  s'obtenir  en  faisant  mouvoir  un 
angle  droit  de  manière  que  chacun  de  ses  côtes  passe 
par  un  point  fixe. 
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Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Exposer  les  principes  de  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
pour  V étude  du  mouvement  de  translation  des  pla- 
nètes, 

II.  Précession  des  équinoxes  (o/i  fera  abstraction 
de  la  nutation).  Valeurs  de  la  précession  annuelle  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison.  Détermination  des 
coordonnées  moyennes  d'une  étoile  à  une  date  t,  en 
supposant  connues  les  coordonnées  moyennes  de  la 
même  étoile  à  une  autre  date  t^. 

Épreuve  pratique.  —  L'anomalie  vraie  d'une  pla- 
nète à  un  certain  instant  est 

3i5°i'23',o2, 

le  logarithme  du  rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  la 
planète 

0,3259877, 

l'inclinaison  de  l'orbite 

i3*'6'44',io, 

la  distance  du  périhélie  au  nœud 

241"  10' 20",  57, 

la  longitude  du  nœud 

i7i''/48',73. 

On  demande  la  longitude  et  la  latitude  de  la  pin' 
nète  par  rapport  à  Uécliptiqne  et  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  l'écliptique. 
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Montpellier. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Une  courbe  est  représentée,  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  par  les  équations 

^  =  P  sinaf  -+-  a  sinf/, 

^=  ~sin ^  t, 

a  -h  fi  2 

1°  Démontrer  que  c^est  une  hélice; 

a**  Former  et  simplifier  V équation  du  plan  normal. 
Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  oscula- 
triée.  Démontrer  que  ce  centre  décrit  également  une 
hélice; 

3**  Calculer  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Déterminer  le  centre  de  la  circonférence  osculatrice. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'aire  comprise  à 
l'intérieur  de  la  courbe  fetmée 

examiner  les  di\^ers  cas  qui  se  présentent  lorsque  a  et  b 
prennent  des  valeurs  quelconques  positivées,  ou  néga- 
tives. 

MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 

Épreuve  écrite.  — Deux  points  matériels  pesants, 
de  masses  m  et  ni,  sont  reliés  par  unjil  élastique  de 
masse  négligeable.  Lorsque  le  fil  nest  pas  tendu,  sa 
longueur  est  a  ;  s^il  est  tendu  de  manière  à  prendre  la 
longueur  l{l>a)^  on  admet  que  sa  tension  est  égale 
à  X^(/  —  a),  X*  étant  une  constante.  On  place  le  fil 
tferticalement  et  on  le  tend  de  manière  à  lui  donner 
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la  longueur  2.a\  puis,  l'un  des  points  étant  maintenu 
fixe,   on  imprime  à  l'autre   une  vitesse  horizontale 

ésale  à  co).!/ ,—  >   tù  étant  une  constante^  et  l'on 

^  y      mm 

abandonne  le  système  aux  forces  qui  le  sollicitent.  On 
demande  d'étudier  le  mouvement  que  prend  le 
système. 

Nota.  —  S'il  arrive,  dans  le  cours  du  mouvemeul, 
que  le  (il  reprenne  sa  longueur  naturelle  a,  il  sera  inu- 
tile de  poursuivre  Télude  du  mouvement. 

Epreuve  pratique. — Ox,  Oj^  O z  sont  des  axes  rec- 
tangulaires. Un  cono'ùle  est  engendré  par  une  droite 
qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy^  rencontre  l'axe 
des  z  et  s  appuie  sur  le  cercle 

a?  =  a,        ^*-f-s*  =  a*. 

Déterminer  le  centre  de  gra^^iié  du  ^volume  homo- 
gène limité  par  la  surface  du  conoïde  et  les  deux  plans 
x  =  ay  X  =  2a. 

Nota.  —  On  démontrera  les  formules  fondamentales 
qui  serviront  au  calcul  numérique. 

Certificat  d'algèbre  supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  On  adjoint  à  un  corps  de 
nombres  donné  Q  une  ou  plusieurs  quantités  algé- 
briques a,  p,  Y,  ...  racines  d'équations  dont  les  coeji- 
cients  appartiennent  à  Û.  Etablir  les  principales  pro- 
priétés du  nouv'eau  corps  û(a,  p,  y,  . . .)  ainsi  obtenu. 
Corps  conjugués,  corps  normaux.  Éléments  primitifs. 
Corps  primitifs  ou  imprimitifs. 

Epreuve  pratique.  —  appliquer  la  théorie  de 
Galois  à  l'équation  du  quatrième  degré. 


(  Soy  ) 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  i**  Quelles  sont  les  corrections 
fondamentales  à  faire  subir  aux  observations  astrono- 
miques, étoiles,  astres  mobiles^  pour  comparer  celles-ci 
aux  cphcmé rides  ? 

2°  Indiquer  sommairement  l^^ffet  de  chacune  des 
causes  considérées  ; 

3°  Etudier  spécialement  Vune  d'elles  et  donner  les 
formules  qui  s^j  rapportent. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées 
équatoriales  des  étoiles 

a  Lion  iR  =  10»*  a"!ii%o,        (ô=-hr2"3i'  9",©; 
a  Bouvier  M  =  i4'*io"3o',o,        (Jt)  = -+-  ic/4G'iG',o, 

trouver  le  temps  sidéral  a  et  la  distance  zénithale  z, 
au  passage  au  méridien  de  Montpellier  du  milieu,  M, 
de  la  distance  angulaire  a  0  des  deux  étoiles 

Latitude  de  Montpellier  X  =  46"i3'i6'. 

Lyon. 

Analyse. 

1.  On  considère  les  courbes  C  qui  satisfont  à  la 
relation  différentielle 

X  dy  — y  dx  =  ads,         a  =  paramètre  const. 

1°  Démontrer  que  les  normales  principales  de  C 
rencontrent  l'axe  des  z; 

2**  Former  l'équation  E  aux  dériv^ées  partielles  des 
surfaces  qui  admettent  les  courbes  C  pour  lignes  de 
plus  grande  pente,  par  rapport  au  plan  des  xj  ; 
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y  Intégrer  E; 
4°  Etudier  les  caractéristiques  de  E. 

II.   Soit  V intégrale 

I**  Trouver  les  points  critiques  ; 

2°  Établir  les  formules  fournissant  les  diverses 
valeurs  de  V intégrale  ; 

3**  Expr'imery  en  x  au  moyen  de  la  fonction  ellip- 
tique p  de  TVeierstrass  conv^enablement  choisie. 

SOLUTIONS. 

I.  1°  Si  Ton  prend  l'arc  s  pour  variable  indépen- 
dante, les  irois  dérivées  secondes  of^y"^  s"  sont  propor- 
tionnelles aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  princi- 
pale. Or,  diOTérentions  la  relation 

xdy — ydx  ■=  ads        ou         xy' — yx' ^=  a\ 

il  viendra 

xy — yx'  ^  o.  c.  Q.  p.  D. 

a**  Sur  une  surface,  réquationdiflerentielle  des  lignes 
de  plus  grande  pente  est 

dx       dy  dz  àz 

—  =  ^^>        p=-r->         9  =  T" 
P  q  '^        ôx  ày 

Il  vient  ainsi  pour  E 

xq  —yp  =  a/0>-t-^«)(i -+-/?«-+- y*), 
car 

ds^  =  dx^  -H  dy^  -k-{p  dx  '\-  q  dy)^  \ 

3^  Dans  Téquation 
les  relations  diOérenticlles  qui  fournissent  les  caracté- 
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ristiques  S€ 

»nt 

dx 

dy              dz                 —dp            —  dq 

P   - 

"    P    ^  pV-^qq~  \-^pZ~  \^qZ 

Ici 

p^àf                      df 

Z  =  o,        X  =  y,        Y=— ^, 

d'où 

p  dp  -^  g  dq  z=z  0. 

Des  deux  relations 

^         ^^  ^  jX  =  const., 

y)«+g«  =  X«  ) 

ou  tire 

X   "  arî-hjî  ' 

q  ___  aar/n-X«  -+- ^y /a;» H- ,>^î  —  a«(i-i-  X«) 
X  "^  *  ar*-f-7«  ' 

<f-5  _  pdx-h  qdy 

T  ■"  X 

_^  {xdy  —  ydx)ay/i  -+-  X*-i-(a?<far  -\- y dy^sj x^ '\' y'*- —  a«(i-h  X«) 

Prenons  les  coordonnées  semi-polaires  z 

r  =  y/x^-\-y'^         et         0  =  arclang*^  • 
On  aura 

i:ti=ae/TTxiH-2  r~/rî-a«(n-XTj. 

Une  quadrature  élémentaire  fournit  une  intégrale 
complète  aux  deux  paramètres  X  et  i. 

4°  Le  long  d'une  caractéristique  p--^  (j^zz^  const.,  la 
normale  à  la  surface  fait  un  angle  constant  avec  Taxe 
des  z^  etc. 
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La  discussion  géoinctriquc  coniplclc  est  intéressaiile. 
Je  la  signale  au  lecteur. 

On  verra  notamment  que  sur  les  surfaces  cherchées 
la  plus  courte  distance  de  la  normale  et  de  l'axe  des  z 
est  inversement  proportionnelle  au  cosinus  de  Tangle 
formé  par  la  normale  et  Taxe  des  2:. 


II.  On  peut  écrire 


On  a  l'intégrale  classique  de  Weierstrass  aux  deux 
modules  g2=o,  g^,  =  4-  On  retombe  sur  une  question 
de  cours. 

Rennes. 

Analyse. 

Epreuve  théorique.  —  1°  x,  y^  z  étant  les  coor- 
données d^tin  point  quelconque  M  d'une  courbe  C, 
trouver  les  expressions  des  coordonnées  X,  Y,  Z  rfu 
point  correspondant  de  Varéle  de  rebrous  sèment  delà 
surface  rectifiante  de  cette  courbe.  Quelle  doit  étre^ 

en  fonction  de  l'arc  S,  l'expression  du  rapport^  du 

rayon  de  courbure  au  rayon  de  torsion  de  la  courbe  C 
pour  que  sa  surface  rectifiante  soit  un  cylindre  ou 
bien  un  cône. 

On  montrera  que,  dans  le  premier  cas,  la  courbe  C 
est  une  hélice  et  que,  dans  le  second^  toutes  les  tan- 
gentes sont  également  éloignées  d'un  point  fixe. 

2°  Etablir  la  série  de  Lagrange  pour  le  déyelop- 
pement  selon  les  puissances  de  a.  d'une  fonction  don- 
née de  l'une  des  racines  de  r équation 

Il  —  X  ■^a^(u). 
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Epreuve  pratique.  — '  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

dx^  dx^        '      dx 

Astronomie. 

Epreuve  théorique.  —  Exposer  la  théorie  des  sys- 
tèmes optiques;  expliquer  le  progrès  de  la  précision 
des  visées  réalisé  par  l'emploi  des  luiiclles. 

Discussion  du  bénéfice  d'une  lunette  astronomique 
au  point  de  vue  de  la  clarté,  sous  divers  grossisse- 
ments. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  les  éléments  du 
mouvement  elliptique  d'une  comète  périodique  et  son 
anomalie  excentrique,  calculer  le  rayon  vecteur,  la 
longitude  et  le  temps  écoulé  depuis  le  dernier  passage 
au  périhélie, 

Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Définir  une  intégrale  com- 
plète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


du        -  /  du\ 


et  expliquer  comment  sa  connaissance  peut  conduire  à 
celle  de  toutes  les  intégrales  de  la  même  équation, 

IL  Trouver  la  fonction  d'une  seule  variable  y  J\x^,^ 
non  identiquement  nulle,  qui  jouit  de  la  propriété 
exprimée  par  V identité 

Prouver  a  priori   quelle  ne  peut  être  olotrope  en 

X  —  G. 
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MÉCANIQUE. 

I.  Démontrer  les  équations  de  Lagrange. 

II.  Un  tube  rectiligne  infiniment  mince  de  lon- 
gueur L  peut  tourner  autour  d\in  axe  vertical  pas- 
sant par  une  de  ses  extrémités  et  auquel  il  est  per- 
pendiculaire, La  masse  est  M.  Une  bille  pesante  y  de 
masse  m,  est  placée  dans  le  tube  à  une  distance  a  de 
l'axe.  On  donne  au  système  une  vitesse  de  rotation  x 
autour  de  l'axe  et  l'on  demande  le  mouvement  qui  se 
produira . 

Déterminer,  en  particulier,  au  bout  de  combien  de 
temps  la  bille  quittera  le  tube. 

Epreuve  pratique.  —  Un  système  d'axes  Ojc,  Oj 
est  venu  occuper  une  nouif elle  position  O'j/,  Oj'.  Les 
coordonnées  de  O'  par  rapport  à  O  x,  Oy  sont  a  =r  3, 
J  =  2  ;  i angle  de  O' x'  a\fec  Ox  est  de  1 20**.  On  sait 
que  Von  peut  amener  les  axes  Ox^  Oy  à  coïncider 
respectivement  a^^ec  0'x\  O'y'  par  une  rotation  autour 
d'un  certain  point  du  plan.  On  demande  de  calculer 
les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  Ox, 

Oy  et  ov,  (yy. 

Astronomie. 
Etude  du  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil. 

Épreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  latitude 

est  39°5'54'^  on  a  observé  dans  le  premier  vertical 

une  étoile  dont  la  déclinaison  est  89°  5' 20".  On  de- 

mande  de  calculer  son  angle  horaire  et  sa  distance 

éni  thaïe. 
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Poitiers. 

ASTRONOMIK. 

Composition  —  Taches  du  Soleil.  —  Rotation  du 
Soleil,  —  Révolution  apparente. 

P'^vREUVE  PRATiQL'E.  —  Les  coordonnées  géoceutriqucs 
de  la  planète  Mars  sont  :  longitude  i  23°53'55",  2  \  la- 
titude H-  1^47'  1 7^1 58  ;  la  longitude  du  Soleil  au  même 
instant  a  pour  valeur  2  28"  46' 28'^  4-  Sachant  que  la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  planète  est 
i8**46'28",4i  calculer  r inclinaison  de  V orbite. 

Mécaxioue  rationnelle. 

Composition.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point 
matériel,  non  pesant,  assujetti  à  demeurer  sur  la  sur- 
face d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  de  révolution;  il 
est  sollicité,  perpendiculairement  au  cercle  de  gorge, 
par  une  attraction   inversement   proportionnelle    au 

cube  de  sa  distance  au  plan   ^^>  et  il  part   d'une 

luiuteur  h  avec  une  'vitesse  tangente  au  parallèle  et 

ésale  à  ^  • 

Limites  du  déplacement  dans  le  sens  des  z.  — 
Temps  d'une  période.  —  Réaction  de  la  sur/ace. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  le  moment  d'inertie 
d'un  anneau  engendré  par  un  hexagone  régulier  tour- 
nant autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  un  diamètre 
joignant  deux  sommets  opposés.  On  donne  la  distance 
a  du  centre  C  à  l'axe  et  le  côté  R  de  l'hexagone.  On 
calculera  simplement  le  moment  d'inertie  relatif  ù 
Ann.  de  Malheniat.,  3'  ^êrie,  l.  Wll.  (Décembre  i8(,S.)     3G 
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Vaxe  de  révolution 

a  =  i™,5o,         R  =o"',5o; 

la  densité  est  supposée  égale  à  i . 

Analyse. 

Composition.  —  Troux^cr  les  courbes  planes  rap- 
portées à  des  axes  rectangulaires  et  telles  que  la  dis- 
tance de  l'origine  à  la  tangente  (  en  un  point  quel- 
conque) étant  multipliée  par  la  somme  des  normales 
terminées  aux  axes^  on  obtienne  un  produit  con- 
stant a^. 

Trouver  les  surfaces  rapportées  à  trois  plans  rec- 
tangulaires et  telles  que  la  distance  de  l'origine  au 
plan  tangent  étant  multipliée  par  la  somme  des  trois 
normales  terminées  aux  plans  coordonnés,  on  ob- 
tienne un  produit  constant  a^. 

Chercher  s'il  existe  une  ou  plusieurs  surfaces  telles 
que,  pour  x  =:  o,  z  =.  ^jb'^  — y'^.  Examiner  le  cas  oh 

Epreuve    pratique.  —  Intégrer  le  système 
„  d'^x       ^  d^Y 

d^x  d^Y 

Nancy. 
Certificat  d'Analyse  supérieure 
Epreuve   ^xrite.  —  On  donne  l'équation 

^3__  3j/_|_2Cp(j')  =0, 
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3(x)  désignant  un  polynôme  entier  sans  racine  mul- 
tiple : 

I**  Quels  sont,  à  distance  Jinie,  les  points  singuliers 
de  la  fonction  algébrique  y?  Tromper  la  forme  des 
déi^eloppements  qui  représentent  ses  branches  en^i^ 
s  âgées  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points  ; 

2"  Former  l'équation  différentielle  linéaire  et 
homogène  (E)  d'ordre  minimum  à  laquelle  ces 
branches  satisfont  ; 

3"  QueLs  sont,  à  distance  fi  nie  ^  les  points  singuliers 
de  r équation  (E)?  Ecrire  r équation  déterminante 
relative  à  chacun  d'eux;  -vérifier  que,  parmi  ces 
points,  ceux  ol  qui  sont  points  ordinaires  pour  la  fonc- 
tion algébrique  y  sont  toujours  à  apparence  singulière 
pour  Inéquation  (E); 

4"  Quelle  est  la  forme  analj  tique  des  intégrales 
fondamentales  dans  le  domaine  d'un  point  singulier 
distinct  des  points  a?  lietroui>er ,  en  partant  de  cette 
forme,  les  développements  des  racines  demandés  dans 
la  première  partie  ; 


5"  Soit  V intégrale 


r 


ydx 


(x— a)V'-?(^) 


oii  a  désigne  un  des  points  à  apparence  singulière  pré- 
cédemment considérés,  y  étant  une  branche  de  lafonc 
tion  algébrique  définie  par  l'équation  primitive ,-  dire 
de  quelle  nature  est   le  point  a   relativement  à  cette 


intégrale. 


SOLUTION. 

Les  poinls  singuliers  dv.  y  sont  l(;s  racines  de 
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si  Xq  est,  par  exemple,  une  racine  de 

o(x)  —  I  =  o, 

Téqualion  donnée  a,  pour  x=Xo,  une  racine  simple 
égale  à  —  a  et  une  racfiie  double  égale  à  i;  les  déve- 
loppements en  série  des  branches  dans  le  domaine  de  j, 
sont  de  la  forme 


/      1  *        I 

=  1-^-1/  — 3?'(^o)(ar  — Xo)«-^-<p'(xo)(ar--j-c) 


1621/- |f 
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L'équation  dillerentielie  (E)  est 
9?'(?*-0^H-9l??'»"-(?*-i)?']jf -?V  =  o; 

elle  a  comme  points  singuliers  :  i"  les  zéros  a  de  9'  qui 
sont  à  apparence  singulière,  avec  o  et  2  comme  racines 
de  Féquation  déterminante,  si  a  est  zéro  simple,  ou 
bien  o  et  p  4- i  si  a  est  zéro  d'ordre  p;  2**  les  zéros 
de  'f^ — 1  qui  sont   des  points  singuliers  algébriques, 

avec  o  et  -  comme  racines  de  l'équation  déterminante, 
dans  le  domaine  d'un  zéro  simple,  ou  bien  o  et  ^  dans 

le  domaine  d'un  zéro  d'ordre  p. 

Dans  le  domaine  d'un  point  a,  y  est  développableen 
série  de  la  forme 

^  =  Ao-J- A^(a:  — a)/'-4-..., 

où  p  est  entier  égal  ou  supérieur  à  2;  on  en  conclut 
que  a  est  un  pôle  simple  pour  l'intégrale  de  l'énoncé. 


(  569  ) 

Certificat  de  Géométrie  supérieure. 

I.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox^Oy, 
Oz  et  la  sphère  fixe  S  définie  par  l'équation 

I**  Le  lieu  du  centre  d'une  sphère  variable  S  assu- 
jettie â  couper  orthogonalement  la  sphère  Set  à  passer 
par  un  point  donné  p  est  un  plan  P  : 

a**  Le  lieu  du  point  p  pour  lequel  le  plan  P  corres- 
pondant  est  tangent  à  la  quadrique  Q  définie  par 
l'équation 

Ax«-hB7«-hC5»-i  =  o 

est  une  surface  du  quatrième  ordre  T  \ 

3®  La  normale  en  un  point  p  de  la  surface  F  va 
passer  par  le  point  où  le  plan  P  qui  lui  correspond 
touche  la  quadrique  Q5 

4®  Si  l'on  suppose  que  Q^  est  une  quadrique  variable 
assujettie  à  passer  par  V intersection  de  la  sphère  S  et 
de  la  quadrique  fixe 

ax^-h  by^-^  cz^ — 1  =  0, 

il  y  a  trois  positions  de  la  surface  T  qui  passent  par 
un  point  donné  po  de  l'espace.  Démontrer  que  ces  trois 
surfaces  T  se  coupent  deux  à  deux  à  angle  droit  au 
point  Pq  ; 

5"  Déduire  géométriquement  de  là  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  F . 

II.  Une  surface  hélicoïde  est  définie  par  les  équa- 

fions 

jr  =  cosw  cost', 

y  —  COSM  sini', 
z  =  sin  a -h  r. 
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Calculer  la  difj'êrcutielle  dUin  arc  de  courbe  tracée 
sur  cette  sur/ace;  déterminer  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  hélices  u  =  consl.  et  déterminer  de  nouvelles 
coordonnées  w<  (^t  i^i  fondions  de  u  et  v  de  façon  (/ne 
les  courbes  //|  =  const.  et  ^i  =  consl.  soient  composées 
des  hélices  et  des  trajectoires  précédentes^  et  constituent 
un  réseau  isotherme  sur  la  surface. 


SOLUTION. 


I.  Si  X,  j  ,  s  sont  les  coordonnées  du  point  p^  Tcqua- 
tion  dn  plan  P  est 

ix\  -H  îyY  -H  -izZ  — (a?*4- r*-H  5*-4-  i)  =  o, 

et  celle  de  la  surface  Y  est 

c'est  une  cvclide^  on  vérilîe  immédiatement  la  propriété 
de  la  normale  en  un  point  /;. 

Lorsque  la  qiiadiique  Q  fait  partie  du  faisceau 

(a  H-X)x«H-(6-hX)7»-i-(c-hX)5*  — (i-hX)  =  o, 

la  cyclide  a  pour  équation 

par  un  point  de  l'espace  en  passent  trois,  deux  à  deux 
orthogonales,    et   leurs   intersections    respectives    sont 
lignes  de  courbure  pour  chacune  d'elles. 
H.   On  a 

ds^  =  du'^  H-  1  cos u  du  dv  H- (n-  cos* u)dv^  ; 

en  éciivanl 


^^2  =  (  I  4-  cos«  w)  (dv  -^ ^- — — -  du]    H 

\  i  -t-  cos*  u       1  I 


diiy 


CO»«*M 
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«l'où 


.  .  cosw        . 


I     ,      v^i  -h  sina 

^',  =  i'  H y-  log  -— ; —  , 

ikV'2        yji  —  sina 


les  courbes  v'i  =  const.  sont  les  irajectoîres  orthogonales 
des  héliecs;  il  suOit  ensuite  d*éerii'e 

rfs«=  (i-hcos«a)    rft^M- ^^  ^    ,,  h 

L  ('-^  COS«M)«J 

et 

,  du 

dut  — ï 

I  -H  cos^e* 

(1*011 


pour  oblenîr 


M,  r=  —  arc  tang ^  ; 


,  -       2  -h  2  tangî  M,  v/2  .  ,   _        ... 
I  -f-  2  tang»aiv/2 

de  sorte  que  les  courbes  Ux  =  const.  et  v^  =  const.  con- 
stituent un  réseau  isotherme  sur  la  surface. 

Certificat  de  Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Étudier  le  mouvement  perma- 
nent d'unjluide  incompressible  homogène  se  mouvant 
à  V infini  parallèlement  à  une  direction  donnée,  avec 
une  vitesse  de  translation  constante  donnée  lorsqu^on 
suppose  qu\ine  sphère  rigide  homogène  fixe  donnée  est 
plongée  dans  le  fluide. 
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ALGÉBRIQUES.     ThÉORIE     DE     GaLOIS.     Uu    bcaU     VoluillO 

grand  iii-8  de  xii--(i4  pagt^s;  1898.  2?.  fr. 

EXTRAIT   DE   LA    PRÉFACE. 

Le  (Icvcloppement  pris  par  l'Alp;èbre  dans  ces  dernières 
années  semble  justifier  une  exposition  d'ensemble  des  diverses 
théories  de  cette  Science  et  de  leurs  multiples  applications, 
même  après  le  livre  de  Serret»  si  excellent  pour  l'époque  où 
il  a  été  publié. 

J'ai  réfléchi  depuis  des  années  au  sujet  de  cette  entreprise» 
dont  la  grandeur  et  l'étendue  ont  exigé  bien  des  travaux  pré- 
paratoires. Ce  n'est  qu'après  avoir  parcouru  plusieurs  fois 
tout  le  domaine  de  l'Algèbre  dans  mes  Leçons  d'Université,  et 
après  avoir  traité  certaines  parties  d'une  façon  plus  détaillée, 
que  je  me  suis  décide  à  la  rédaction  de  rOu\rage  dont  voici 
le  premier  Volume. 

Mon  intention  a  été  d'écrire  un  livre  d'enseignement  qui 
n'exige  du  lecteur  que  peu  de  connaissances  préliminaires* 
tout  en  le  faisant  pénétrer  dans  l'Algèbre  moderne,  en  le  con- 
duisant jusqu'aux  parties  élevées  et  difficiles  où  l'on  commence 
vraiment  à  éprouver  un  vif  intérêt  pour  le  sujet.  Les  connais- 
sances nécessaires,  aussi  bien  celles  d'ordre  élémentaire  que 
celles  d'ordre  supérieur,  devaient  résulter  du  développement 
même  des  théories,,  afin  que  l'exposition  fût  aussi  indépendante 
que  possible  d'autres  Traités. 

Deux  théories  ont  acquis  une  importance  toute  particulière 
pour  le  prop^rès  de  l'Aljîèbre  moderne  :  d'une  pari,  la  théorie 
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des  «groupes,  qui  tend  de  plus  en  plus  à  dominer  les  sujets  les 
plus  divers,  et  contribue  à  répandre  partout  Tordre  et  la  lu- 
mière; en  second  lieu,  la  théorie  des  nombres.  Quoique  l'Al- 
gèbre s'étende  bien  au  delà  de  la  théorie  des  nombres,  qu'elle 
touche  à  bien  d'autres  domaines,  par  exemple  à  la  théorie  des 
fonctions,  et  même  à  la  Géométrie  par  ses  applications,  c'est 
pourtant  la  théorie  des  nombres  qui  fournit  le  meilleur  exemple 
pour  toutes  les  considérations  algébriques;  les  problèmes  de 
cette  théorie  qui  excitent  aujourd'hui  un  intérêt  particulier 
sont  avant  tout  de  nature  algébrique.  La  route  à  suivre  dans 
mon  travail  m'était  donc  tout  indiquée. 

Cette  énorme  matière  est  répartie  en  deux  Volumes.  Le 
premier  Volume  contient  la  partie  élémentaire  de  l'Algèbre, 
qu'on  peut  désigner  par  l'expression  usuelle  de  Calcul  littéral, 
les  règles  pour  la  détermination  du  nombre  et  de  la  valeur  des 
racines  d'une  équation,  enfin  l'exposé  de  la  théorie  de  Galois." 

Le  second  Volume,  qui,  je  l'espère,  suivra  le  premier  à 
courte  distance,  contiendra  la  théorie  générale  des  groupes 
finis,  la  théorie  des  groupes  de  substitutions  linéaires  et  leur 
application  à  différents  problèmes  particuliers;  il  se  terminera 
par  la  théorie  des  nombres  algébriques  .*  j'ai  tenté  d'y  réunir 
les  différents  points  de  vue  sous  lesquels  on  a  considéré  cette 
théorie  jusqu'à  présent. 

Lei;oivs  sur  l\  théouie  des  fonctions,  exposé  des 
éléments  de  la  théorie  dc^s  ensembles,  avec  des  applica- 
tions h  la  théorie  des  fonctions  5  par  Emile  Borel, 
Maître  de  Conférences  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 
Un  volume  grand  in-8;  1898.  3  fr.  Soc. 

EXTRAIT   DE   LA    PRÉFACE. 

Le  titre  que  j'ai  cru  devofr  adopter  est  assez  vague  pour 
qu'il  ne  me  semble  pas  inutile  de  donner  quelques  explications 
sur  l'objet  de  ces  Leçons  {^).  Les  dimensions  de  ce  petit 
Livre  me  dispensent,  je  l'espère^  de  dire  que  ce  n'est  point  un 


(  •  )  A  quelques  modifications  près,  ces  Leçons  sont  la  reproduction 
de  conférences  faites  à  TÉcoIc  ïNormalc  au  printemps  de  1897. 
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Traité  complet  sur  une  brandie  des  Mathématiques  dont 
l'étendue  s'accroît  chaque  jour.  Ce  n'est  pas  non  plus  un 
exposé  nouveau  des  principes  de  la  théorie;  ces  principes, 
rendus  classiques  en  France  par  la  publication  du  célèbre 
Cours  autographié  de  M.  Hermite,  ont  été  exposés  depuis 
dans  plusieurs  Ouvrages  (*),  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  remplacer. 

Mais  la  lecture  des  Mémoires  originaux  devient  chaque  jour 
plus  difHcile  pour  celui  qui  connaît  seulement  de  la  Théorie 
des  fonctions  les  parties  regardées  actuellement  comme  clas- 
siques; il  m'a  dès  lors  semblé  qu'on  pouvait  chercher  à  faire 
œuvre  utile  en  tentant  d'exposer,  d'une  manière  élémentaire, 
certaines  recherches  qui,  bien  que  relativement  récentes, 
prennent  chaque-  jour  une  importance  plus  considérable.  De 
ce  nombre  est  la  théorie  des  ensembles  :  c'est  à  elle  qu'est 
consacré  cet  Ouvrage.  J'ai  tenu  cependant  à  lui  donner  le 
titre  de  Leçons  sur  la  théorie  des  fondions^  car,  en  parlant 
des  ensembles,  j'ai  cherché  à  ne  jamais  perdre  de  vue  les 
applications. 

Ce  n'est  pas  que  je  méconnaisse  le  très  haut  intérêt  que 
présente  par  elle-même  la  théorie  des  ensembles;  mais  il  m'a 
paru  qu'il  y  avait  lieu  de  distinguer  nettement  cet  intérêt  phi- 
losophique de  l'utilité  pratique  de  la  théorie,  c'est-à-dire  de 
son  lien  avec  d'autres  parties  des  Mathématiques.  Aussi  ai-je 
laissé  de  coté  bien  des  résultats  intéressants  obtenus  par  divers 
géomètres  au  sujet  des  ensembles,  parce  que  je  n'aurais  pu  en 
donner  d'applications  ici  même. 

Les  trois  premiers  Chapitres  sont  un  exposé  des  éléments  de 
la  Théorie  des  ensembles;  j'ai   cherché    à  les   rendre   aussi 


(*)  En  se  bornant  aux  livres  écrits  en  français,  on  peut  citer  le 
Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan,  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard, 
le  Traité  des  fonctions  elliptiques  de  MM.  Tannery  et  Molk,  et 
aussi  l'excellent  Cours  d'Analyse. de  l'Université  de  Lille,  par 
M.  Demartrcs.  Ces  divers  Ouvrages  ne  sont  pas  d'ailleurs  exclusivement 
consacrés  à  la  Théorie  des  fondions.  On  doit  signaler  à  part  le  Cours 
d'Analyse  de  M.  Méray,  où  le  savant  professeur  de  Dijon  expose 
cette  théorie  d'une  manière  systématique  à  un  point  de  vue  qui  lui 
est  personnel.  Ce  point  do  vue  a  de  nombreuses  analogies  avec  celui 
de  Weierstrass,  mais  M.  Méray  a  édifié  sa  théorie  à  une  époque  où 
Wcierslrass  n'avait  pas  encore  public  ses  plus  importants  résultats, 
et  s'était  contenté  de  les  faire  connaître  dans  son  enseignement. 
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accessibles  que  possible,  en  supposant  chez  le  lecteur  un  mi- 
nimum de  connaissances. 

Les  trois  derniers  Chapitres  contiennent  des  applications  à 
la  Théorie  des  fonctions  :  j'ai,  cette  fois,  supposé  connus  cer- 
tains résultats  qui  sont  établis  dans  l'un  quelconque  des  Ou- 
vraj^es  cités  il  y  a  un  instant  et  semblent,  par  suite,  pouvoir 
être  regardés  comme  classiques. 

Je  n'ai  d'ailleurs  pas  cherché  à  remplacer  la  lecture  des 
Mémoires  originaux  mais  seulement  à  la  faciliter;  aussi  ai-je 
laissé  des  lacunes  qu'il  aurait  été  aisé  de  combler  en  transcri- 
vant presque  textuellement  un  certain  nombre  de  pages  de  tel 
ou  tel  Mémoire  :  il  y  a  toujours  avantage,  pour  le  lecteur  qui 
désire  approfondir  une  question,  à  recourir  lui-même  au  Mé- 
moire original. 

CoL'Rs  DE  Mathématiques  élémejntaires,  publié  sous 
la  direction  de  M.  Darboux,  Doyciii  du  la  Faculté  des 
Sciences  de  TUinversilé  de  Paris.  —  Leçons  de  Trigo- 
NOMÉTniE  RECTiLiGNE,  par  M.  C.  Bouilet,  professeur 
de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis.  Un 
volume  in-8. 

Quoique  faisant  partie  d'un  cours  élémentaire,  les  Leçons  de 
Trigonométrie  de  M.  Bourlet  s'adressent  à  la  fois  aux  élèves 
de  la  classe  de  Mathématiques  élémentaires  et  à  ceux  de 
Mathématiques  spéciales. 

Dans  une  courte  Introduction^  l'auteur  expose  les  rudiments 
de  la  Théorie  des  segments  et  do  celle  des  projections  qui 
sont  nécessaires  dans  la  suite. 

Le  Livre  I  contient  ensuite  les  définitions  et  les  formules 
fondamentales  de  la  Trigonométrie  rectiligne  exposées  avec 
un  soin  méticuleux. 

Tout  ce  qui  se  rattache  aux  tables  trigonométriques,  à  leur 
emploi  et  à  la  résolution  des  équations  trigonométriques  fait 
l'objet  du  second  Livre. 

Le  troisième  est  réservé  à  la  résolution  des  triangles  et  aux 
applications  classiques. 

Dans  un  Appendice,  M.  Bourlet  a  placé  tous  les  compléments 
nécessaires  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  :  représen- 
tation trigonomélriquc   des  imaginaires,   formule  de   Moivrc, 
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division  générale  des  arcs,  équation  binôme  et  résolution  tri- 
gonométrique  de  Téquation  du  3*  degré. 

On  voit,  en  somme,  que  cet  Ouvrage  est  très  complet.  L'au- 
teur parait  avoir  surtout  cherché,  d'une  part,  à  mettre  beau- 
coup d'ordre  dans  son  exposition  et,  d'autre  part,  à  y  intro- 
duire des  idées  générales.  Il  évite  toujours  avec  le  plus  grand 
soin  les  méthodes  détournées  et  donne  toujours  la  préférence 
a  la  voie  naturelle  analytique,  même  si  elle  est  moins  élégante. 
C'était,  à  coup  sûr,  un  des  meilleurs  moyens  de  faciliter  la 
lectufe  de  l'Ouvrage. 

Signalons  en  terminant  une  petite  innovation.  Pour  éviter 
des  longueurs  de  discours,  M.  Bourlet  a  employé,  comme  on 
le  fait  d'ailleurs  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions doublement  périodiques,  la  locution  d'arcs  congrus 
pour  désigner  deux  arcs  égaux  à  un  multiple  de  ait  près.  C'est 
une  abréviation  commode  et  qui  lui  permet  de  garder  toujours 
une  grande  précision  dans  le  langage. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  929. 

(1869,  p.  igi.) 

NOTE 
Par  LA   RÉDACTION. 

Il  s'agit  d'une  série  qui  exprime  le  nombre  -;  la  question 

était  attribuée  à  Catalan.  Dans  la  A^  C.  Af.,  1876,  p.  272, 
celui-ci  a  fait  connaître  que  la  formule  en  question  est  duc  à 
M.  Bauer  (7.  de  CrellCf  t.  f56,  p.  110). 

Question  1716. 

(18»<>,  p.  103.) 

On  considère  une  série  de  coniques  semblables  qui  ont 
même  corde  normale  NN'  (N  et  N'  sont  des  points  fûtes). 
Chercher  l'enveloppe  de  ces  coniques  et  le  lieu  de  Vextré^ 
mité  de  la  corde  de  courbure  au  point  IS. 

(Cl.  Servais.) 
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SOLUTION 

Par   M.  E.-N.  Barisien. 

Rappelons  d'abord  les  formules  générales  suivantes. 
Soit  la  conique  d'équation 

(i)  Aa?*-+- aBar^-h  G^*-H2Da?-i- aE^-+-F  =  o. 

Si  l'on  pose 

AE«-i-CDï^2BDE-i-F(B«  — AC) 


F,  = 


AC  — B« 


et  si  a*  et  p*  sont  les  carrés  des  demi-axes  de   la  conique  (i), 
DO  a 

(A-+-C)F, 


(2)  a»-hp»=  — 


AC~  B» 


Fi 
^^  ^        AC-B« 

Si  les  coniques  (i)  sont  toujours  semblables,   on  peut  poser 
a  =  pX:.  Alors  (2)  et  (3)  deviennent 

P  U-t-a:  ;_         A.C  — B« 
F* 


AG-Bî 
D'où,  en  éliminant  P', 

//\  ('  +  A-')»       (A+C)« 

Prenons  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  l'origine 
en  N,  la  tangente  en  N  étant  l'axe  des  x,  et  la  normale  NN' 
Taxe  dcs^.  En  posant  NN' =  a,  Téquation  de  la  conique  de 
l'énoncé  est 

(5)  Xx^-hiBxy — y^-\-  ay  =  o. 

En  posant  — j- =  — ,  1  équation  (4)  devient  pour  laco- 
nique (5), 

(6)  B»-f- A-f-m(A  — i)î  =  o. 

i*  Enveloppe  des  coniques (5),  —  En  portant  la  valeur  B 
déduite  de  (5)  dans  (6),  on  obtient  une  équation  du  second 
degré  en  A.  En  exprimant  que  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion en  A  sont  égales,  on  trouve  la  quartique 

(7)  m (ar* -4-/2)2  —  a(i  -''xm)x^y  —  'ictmy^  -^  a*my^—  o. 
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2"  Lieu  de  l'extrémité  de  Ut  corde  de  courbure  en  N.  — 
N  élaiil  le  point  où  la  conique  est  normale  à  NN',  si 

représenle  l'équation  de  la  corde  de  courbure,  l'équation  du 
cercle  osculateur  en  N  est  de  la  forme 

AiP^H-  i^ry — y^-\-ay  ~\-  ^^y{y  —  px)  =  o, 
avec  les  conditions 

A  =  X  —  I,         aB  =  X{JL. 
Par  suite, 

A  =  A-H  I,  L 


•    ~  A  -h  i 
L'équation  de  lu  corde  de  courbure  est  donc 

(8)  ^-^.. 

On  aura  Je  lieu  de  rextrcmité  de  cette  corde  do  courbure 
en  éliminant  A  et  B  en  éliminant  (5),  (6)  et  (8).  De  (j)ct(8) 
on  tire  A  et  B  que  l'on  porte  dans  (6).  On  trouve  ainsi  que  le 
lieu  est  la  sextique 

4  m  a:*  (x* -1-^2  -+-  ay)^-^y^(x^-^y^  —  ^yY 


(q)       , 

—  4rtj7'j^(a"'-+- j^*)  =  0. 

Remarque.  ~  1.  Si  A'=  i,  alors  m  —  -,-  Les  équations  (7) 

4 

et  (9)  deviennent  respectivement 

(x'-hj'*  —  rtj^)*  =  0, 
(ar*-+-^2)(j;î_^j/t — ayY  =  o. 

En  effet,  dans  ce  cas,  les  coniques  (5  )  se  réduisent  toutes 
au  cercle 

x'^-\-y^  —  <^y  =  o, 

décrit  sur  NN'  comme  diamètre. 

IL  On  trouverait  aisément  les  questions  suivantes,  qui  dé- 
coulent des  propriétés  énoncées  : 

1°  Parmi  les  ellipses  (5),  trouver  celle  dont  le  rayon  àc 
courbure  en  N  est  minimum; 

2"  Parmi  les  ellipses  (5),  trouver  celle  dont  l'aire  est  minima; 

3'  Le  lieu  du  centre  des  coniques  (5)  est  une  quartiqiie; 

4"  Le  lieu  du  point  de  contact  des  coniques  (5)  avec  les 
tangentes  parallèles  à  NN'  est  une  quartique; 

5°  Le  lieu  du  point  de  contact  des  coniques  (5)  avec  la  t«'*"' 
gente  perpendiculaire  à  NN'  est  une  quartique. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE. 

Par  M.  Cl.  Servais. 

Soit  P  un  point  quelconque,  on  mène  NP  et  l'on  élève  au 
point  N  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  qu'on  prolonge 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  droite  N'P  au  point  P'.  Ce  point 
est  le  correspondant  du  point  P  dans  la  transformation  qua- 
dratique de  deuxième  espèce  (*).  Donc  lorsque  P  décrit  une 
droite  (D)  le  point  P'  décrit  une  conique  (C)  normale  à  la 
droite  NN'au  point  N  et  passant  par  i\'.  Sur  NN',  comme  dia- 
mètre, décrivons  un  cercle;  ce  cercle  correspond  à  la  droite 
de  Tinfîni;  soient  R  et  S  les  points  réels  ou  imaginaires,  où  la 
droite  (D)  rencontre  ce  cercle;  N'R  et  N'S  seront  parallèles 
aux.  asymptotes  de  (C).  Si  les  coniques  (C)  sont  semblables, 
Tangle  RN'S  est  constant  et  l'enveloppe  de  (D)est  un  cercle  u> 
concentrique  au  cercle  NN'.  Par  conséquent,  l'enveloppe  de 
toutes  les  coniques  est  la  transformée  du  cercle  ta  ou  une 
quartique  circulaire  ayant  N  pour  point  de  rebroussement, 
N'  pour  point  double  et  la  droite  de  l'infini  pour  tangente 
double.  La  tangente  au  point  N  est  perpendiculaire  à  NN',  et 
les  tangentes  au  point  double  N'  sont  les  droites  qui  joignent 
N'  aux  points  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  à  NN'  au 
point  N  avec  le  cercle  u).  N  est  donc  un  nœud  dans  le  cas  des 
ellipses  et  un  point  isolé  dans  le  cas  des  hyperboles. 

Du  point  N  abaissons  sur  (D)  une  perpendiculaire  rencon- 
trant cette  droite  au  point  H,  et  le  cercle  NN'  en  un  point  I 
appartenant  à  (C),  comme  étant  le  correspondant  à  l'infini  de 
la  droite  (D).  La  droite  IN'  est  l'intersection  du  cercle  NN' 
avec  (G),  donc  elle  est  parallèle  à  la  corde  de  courbure  au 
point  N  (').  L'extrémité  de  celle  corde  est  donc  le  point  H' 
correspondant  du  point  H.  Mais  H  décrit  un  limaçon  de 
Pascal  vu  que  la  droite  RS  esl  tangente  au  cercle  to  ;  donc  H' 
décrit  la  transformée  quadratique  de  deuxième  espèce  de  celle 
courbe. 

La  méthode  employée  a  donné  la  construction,  point  par 
point,  des  courbes  cherchées;  elle  donne  aussi  la  construction 
des  tangentes  à  ces  courbes. 


(')  Voir  Afathesis,  t.  VII,  p.  iH8. 
(2)  Ici.,  l.  VIII,  p.  33. 
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62  583  798  947  12,"Î6  1438  1.122  1617  1687  1756 

126  585  804  %7  1305  1439  1523  1028  1688  1761 

193  389  805  989  1307  1410  1527  1629  1689  1762 

261  592  812  999  1310  1441  1528  1630  1690  1763 

266  593  815  1000  1321  1442  1530  1631  1691  1765 

333  596  820  1004  1355  1443  1531  1632  1692  1770 

360  597  821  1007  1359  1444  15:fâ  1633  1693  1773 

383  598  829  1008  1361  144r>  15i8  1634  1694  1773 

400  604  846  1013  1363  1446  1549  1647  1695  1776 

424  606  848  1015  1364  1447  1551  1650  1704  1777 

434  607  851  1035  1365  1448  1552  1652  1705  1779 

439  617  852  1042  1366  1471  1564  1655  1710  1782 

448  643  859  1058  1371  1479  1571  1656  1715  1783 

480  666  861  1063  1376  1483  1576  1G57  1721  1784 

495  693  880  1074  1390  1485  1579  1660  1730  178:> 

496  703  882  1078  1392  1486  1580  1661  1731  1790 

512  718  884  1092  1393  1490  1582  1662  1733  1795 

513  724  885  1105  1394  1491  1585  1664  1738  1796 
516  729  888  1107  1402  1502  1588  1672  1742  1799 
525  730  891  1108  1403  1503  1596  1676  1745  1805 
528  731  892  1149  1416  1505  1599  1677  1747  1809 
546  732  893  1206  1430  1508  1600  1678  1751  1810 
549  772  909  1234  1432  1510  1609  1680  1732  1811 
554  774  937  1236  1433  1511  1614  1685  1754 

573  791  938  124(5  1435  1519  1616  1686  1755 


(•)  Les  lecteurs  sont  invités  à  signaler  les  erreurs  qui  pourraient 
exister  encore  dans  ce  relevé,  malgré  l'attention  avec  laquelle  on  l'a 
établi,  et  les  rectifications  dont  il  a  été  l'objet.  La  Rédaction  Ic5 
remercie  à  l'avance  des  communicaiions  qu'ils  voudn»nl  bien  lui  faire 

h  ce  sujet. 
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La  classification  adoptée  est  celle  de  l'Index 
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nelles ;  interpolation. 

Paf0i. 

A3o        Sur  les  équations  à  coefficients  rationnels  ;  par  M.  /?. 

Dedekind  (  traduit  par  M.  L,  Laugel) aoi 

A3  g  Sur  le  calcul  des  racines  des  équations  par  approxi- 
mations successives;  par  M.  E.-M.  Lémeray 534 

A 3k        Remarque  au  sujet  de  la  question  de  Concours  des 

Nouvelles  Annales  en  1896;  par  M.  E.  Malo 138 

A 31         Sur  les  expressions  dites  surpuissances;  par  M.  D. 

Gravé, 80 


B.  —  Déterminants  ;  substitutions  linéaires;  élimination;  théorie 
algébrique  des  formes;  invariants  et  covariants;  quater- 
nions  ;  équipollences  et  quantités  complexes. 

Bla        Remarques  sur  une  matrice;  par  M.  L.  Ravut 118 

B2a        Sur   un  système  remarquable  de  n  relations  entre 

deux  systèmes  de  n  quantités;  par  M.  G.  Fontené.  817 
B4f        Représentation   géométrique  de  Finvarianl  absolu  et 
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M.  Lacour 3^1 
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surfaces  cubiques  ;  par  M.  Dumont 5o3 
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SinUo/ 4 1 1 
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n=  «e 
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suites  récurrentes. 
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Moreau agS 

I12b  Sur  les  formes  arithmétiques  linéaires  à  coefficients 
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(A),  les  groupes  de  substitutions  linéaires  (B)  et  les 
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des  ensembles  de  M.  Gant  or. 
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K9a  Application  des  méthodes  de  Grassmann;  centre  de 
gravité  d'un  quadrilatère  et  d'un  pentagone;  par 
M.  F.  Caspary 389 
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M.  Charles  Michel 2^ 
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M.  L.  Ripert 829 
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Gallucci i\ 
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L'ia       Sur  la  discussion  de  l'équation  des  quadriques;  par 

M.  L.  Ripert 4»3 
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H^  —  Courbes  planes  algébriq[ues. 

M' 2e       Sur  un  quadrangle  mobile;  par  M.  G.  Fontené loi 

M' 3e       Sur  une  nouvelle  méthode  de  recherche  des  centres 
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cations géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
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par  M.  G.  Pirondini 246 
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Mécanique  des  solides  ;  frottement  ;  attraction  des  ellip- 
soïdes. 
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